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IntroduzioneComputer S
ien
e is no more about 
omputers than astronomyis about teles
opes.Edsger Wybe DijkstraSta s
ritto (in un qual
he libro) 
he ogni libro �e una risposta ad una qual-
he domanda. Una frase 
ontenente un quanti�
atore universale va semprepresa 
on la dovuta 
autela, spe
ie se in essa 
'�e un vago sapore autorefe-renziale; tuttavia, in questo 
aso, possiamo dire di soddisfare piuttosto benel'asserto. In parti
olare, la domanda 
ui si tenta di rispondere qui �e la se-guente: 
os'hanno in 
omune il Teorema di Pitagora ed il programma 
heutilizziamo tutti i giorni per leggere la posta elettroni
a?Sebbene non venga mai fornita espli
itamente una risposta, l'intera trat-tazione 
he segue �e imperniata proprio attorno ad una versione, 
ertamentepi�u generale, di tale questione. In e�etti, la nostra dis
ussione si 
ollo
her�aall'interfa

ia tra due grandi settori della ri
er
a 
ontemporanea, quello dellaLogi
a e quello dell'Informati
a. La prima ha una tradizione millenaria, ed�e gi�a di per s�e una dis
iplina \di 
on�ne", nella quale si mes
olano indissolu-bilmente matemati
a e �loso�a; la se
onda, al 
ontrario, non ha nean
he unse
olo di vita, ma �e al giorno d'oggi uno dei settori pi�u proli�
i della s
ienzaumana, sia in 
ampo teori
o 
he appli
ativo.La grandissima maggioranza dei nostri lettori avr�a probabilmente sentitoparlare della logi
a 
ome, pi�u o meno, di una s
ienza nella quale si 
er
hi dimostrare 
ome al
une 
ose siano ne
essariamente vere a partire dalla verit�adi altre. In e�etti, non 
'�e nulla di sbagliato in tutto 
i�o; parte dello s
opo diquesto lavoro �e far vedere 
he per�o 
'�e an
he dell'altro. L'\altro" di 
ui par-liamo si pu�o riassumere in quattro parole: Corrispondenza di Curry-Howard.La 
orrispondenza di Curry-Howard, s
operta negli anni '60, �e quella 
hed�a un senso alla domanda 
on la quale abbiamo aperto quest'introduzione.Sebbene infatti, molto probabilmente, i teoremi della geometria eu
lidea nonabbiano davvero nulla a 
he vedere 
on i 
lient di posta elettroni
a1, in senso1Ebbene s��: la domanda iniziale serviva e�ettivamente solo a 
atturare l'attenzione del5



6pi�u generale la 
orrispondenza di Curry-Howard 
i garantis
e 
he, vista inun 
erto modo, ogni dimostrazione matemati
a �e un programma, al pari diqualunque altra appli
azione 
he gira sul nostro PC. Da questa prospettiva,la logi
a perde il suo volto abituale, per diventare un vero e proprio linguag-gio di programmazione. In altre parole, non si �e pi�u interessati alla verit�a diuna 
erta proposizione o alla dimostrabilit�a di un qual
he asserto a partireda altri, ma piuttosto alla struttura delle dimostrazioni stesse, ed al loro si-gni�
ato in quanto \oggetti in grado di interagire l'uno 
on l'altro", proprio
ome un 
lient ed un server Web interagis
ono s
ambiandosi informazioni.Si badi inoltre 
he la 
orrispondenza va nei due sensi: la logi
a pu�o parlaredi informati
a (e sar�a prin
ipalmente questa la direzione da noi esplorata)ma, allo stesso modo, l'informati
a pu�o parlare di logi
a; la ri

hezza delle
ose 
he una pu�o dire dell'altra �e limitata solo dalla nostra 
omprensione deiloro rispettivi linguaggi.Venendo a noi, il ramo dell'informati
a 
he tratteremo in modo spe
i�
osar�a la Teoria della Complessit�a Computazionale. Essendo una bran
a del-l'informati
a, la teoria della 
omplessit�a �e an
or pi�u giovane di quest'ultima,ed �e un 
ampo la 
ui esistenza vera e propria risale solo agli ultimi trent'an-ni. Essa si o

upa, sempre per porla in termini \interrogativi", di trovaresoluzioni a questioni del seguente tipo: qual �e la quantit�a minima di risor-se (ad esempio in termini di tempo impiegato) per 
al
olare, di
iamo, lasomma di due numeri? In 
he modo essa �e legata alla grandezza dei duenumeri in gio
o? La teoria della 
omplessit�a �e uno dei tanti settori dellas
ienza nel quale si hanno di gran lunga pi�u domande 
he risposte; il nostrolavoro si pu�o vedere an
he 
ome un 
ontributo, mi
ros
opi
o, al tentativodi \risanare" questo bilan
io.Nella prima parte dell'esposizione, tratteremo il legame tra Logi
a ed Infor-mati
a nei termini a

ennati sopra, mostrando 
ome sia possibile utilizzarela logi
a per analizzare i problemi di 
omplessit�a 
omputazionale. Nellase
onda parte, esamineremo un possibile appro

io logi
o alla teoria della
omplessit�a: presenteremo i sistemi gi�a esistenti 
he permettono di riformu-lare in termini puramente logi
i i problemi di 
omplessit�a, e 
on
luderemointrodu
endo una variante di tali sistemi, dis
utendone approfonditamentele propriet�a.Poi
h�e, 
ome abbiamo abbondantemente sottolineato, il nostro strumen-to di analisi dei problemi informati
i sar�a la logi
a, il primo 
apitolo dellatrattazione sar�a dedi
ato proprio ad un'introduzione ai sistemi di deriva-zione logi
i. Qui si lavorer�a an
ora in ambito \tradizionale", vedendo lalettore; se egli �e arrivato �n qui, tanto da leggere an
he questa nota inutile, lo in
itiamoa proseguire almeno �no alla �ne dell'introduzione. . .



7logi
a nella sua veste pi�u abituale. Enun
eremo al
uni dei risultati 
lassi
i,in parti
olare il Teorema di Cut-Elimination (sezione 1.3), 
he �e la base della
orrispondenza di Curry-Howard.Nel 
apitolo 2 dimenti
heremo per un momento la logi
a e 
i volgeremoverso l'altro lato del 
on�ne su 
ui 
i siamo posti, presentando tre model-li tradizionali del 
al
olo: le ma

hine di Turing, le funzioni ri
orsive e il�-
al
olo. Di quest'ultimo introdurremo an
he la versione sempli
ementetipata (2.3.2), di fondamentale importanza in ambito logi
o.Il 
apitolo 3 �e il 
uore della prima parte, e mette assieme le nozioni in-trodotte nei 
apitoli pre
edenti per giungere all'esposizione della gi�a 
itataCorrispondenza di Curry-Howard, senza la quale nulla di quanto diremo nelseguito avrebbe senso. Si ritorner�a dapprima in 
ampo logi
o, introdu
endola Logi
a Intuizionista (3.1); poi, si presenter�a un sistema di derivazionealternativo a quello introdotto nel 
apitolo 1, all'interno del quale potremo�nalmente, tornando a parlare di �-
al
olo, stabilire la nostra 
orrisponden-za dimostrazioni/programmi (3.3).Il 
apitolo 4 �e volto ad approfondire quanto esposto nel 
apitolo 3. In parti-
olare, una volta 
onstatato 
he una dimostrazione pu�o essere vista 
ome unprogramma, 
i o

uperemo di stabilire quali programmi siano e�ettivamenterappresentabili mediante la logi
a. Baseremo i nostri risultati prin
ipalmen-te sul 
osiddetto Sistema F, il 
ui potere espressivo, 
ome vedremo nellasezione 4.2, �e talmente elevato da poter 
onsiderare tale sistema un vero eproprio linguaggio di programmazione. Faremo inoltre un a

enno ad AF2(Aritmeti
a Funzionale al se
ondo ordine), un sistema 
he \estende" F e nelquale �e possibile dimostrare al
une propriet�a di 
orrettezza dei programmidavvero notevoli.Il 
apitolo 5 introdu
e �nalmente la teoria della 
omplessit�a 
omputaziona-le, esponendo la sua versione \standard" in termini di ma

hine di Turing.Nel seguito (sezione 5.2) sar�a altres�� 
onsiderato un altro possibile appro

ioalla teoria della 
omplessit�a, basato questa volta sulle funzioni ri
orsive in-trodotte nel 
apitolo 2. L'ultima sezione del 
apitolo �e inve
e dedi
ata allarivisitazione del teorema di 
ut-elimination, ve

hia 
onos
enza del 
apitolo1, 
ui verr�a data una lettura in termini di 
omplessit�a 
omputazionale. Inparti
olare, stabiliremo 
he, nell'ambito della logi
a 
lassi
a, non �e possibilefornire al
una 
aratterizzazione delle 
lassi di 
omplessit�a 
omputazionale(in termini di 
ut-elimination), las
iando per�o aperta la questione dell'esi-stenza di \frammenti" nei quali inve
e sia possibile a�rontare i problemi di
omplessit�a.La se
onda parte della trattazione si apre 
on il 
apitolo 6, il quale in-



8trodu
e la Logi
a Lineare 
he, nata per tutti altri motivi, fornis
e l'uni
asoluzione attualmente disponibile al problema posto nel 
apitolo 5.Nel 
apitolo 7 introdurremo una 
lasse di oggetti 
ompletamente nuovi nelmondo della logi
a, i quali 
ostituis
ono uno tra gli strumenti pi�u interes-santi forniti dalla logi
a lineare, 
he prendono il nome di proof-net (retidimostrative). In sostanza, vedremo 
he le proof-net sono una presenta-zione \parallela" delle dimostrazioni della logi
a lineare, le quali si ridu
onoessenzialmente a gra� aventi 
erte propriet�a. Per mezzo delle proof-net, sar�apossibile vedere il pro
esso di 
al
olo presente in logi
a 
ome un pro
esso diris
rittura di gra�.Nel 
apitolo 8 esporremo, in modo molto sinteti
o, lo \stato dell'arte" dellarappresentazione delle 
lassi di 
omplessit�a 
omputazionale in logi
a linea-re. Introdurremo dunque al
uni frammenti della logi
a lineare 
he possonoessere visti 
ome linguaggi di programmazione in grado di rappresentaretutte e sole le funzioni di una 
erta 
lasse di 
omplessit�a. In parti
olare,vedremo una 
aratterizzazione di ELEMENTARY (la 
lasse delle funzio-ni 
al
olabili in tempo elementare) e varie 
aratterizzazioni di P (la 
lassedelle funzioni 
al
olabili in tempo polinomiale da una ma

hina di Turingdeterministi
a).Nell'ultimo 
apitolo, 
he �e il frutto del nostro lavoro di ri
er
a, presente-remo una nuova 
aratterizzazione di P in termini di un sottoinsieme delleproof-net della logi
a lineare. La presentazione sar�a molto dettagliata, male 
onos
enze a
quisite nel 
orso della lettura dei 
apitoli pre
edenti dovreb-bero, speriamo, quantomeno evitare al lettore nuovo a questi argomenti lasensazione 
he si stia parlando ostrogoto2. Il 
apitolo 9 sar�a diviso in quattrosezioni: in 9.1 verr�a de�nito il nostro sistema, 
he 
hiameremo LLL; in 9.2verr�a esposta la sua dinami
a (la pro
edura di 
ut-elimination ad esso asso-
iata), investigando la possibilit�a di rappresentare le proof-net del sistemaper mezzo di una sintassi pi�u \idonea" a far funzionare la 
ut-elimination,nota 
on il nome di nouvelle syntaxe; in 9.3 verr�a dimostrata la PTIME-
orrettezza di LLL, ovvero 
he l'insieme delle funzioni programmabili nelsistema �e 
ontenuto in P; la sezione 9.4 sar�a inve
e dedi
ata alla dimostra-zione dell'in
lusione inversa, 
io�e 
he la 
lasse P �e 
ontenuta nell'insiemedelle funzioni programmabili in LLL. Ci�o 
ompleter�a il lavoro, dimostran-do l'equivalenza fra il nostro sistema e la 
lasse delle funzioni deterministi
hepolinomiali.
2O una lingua parti
olarmente in
omprensibile per 
hi 
onos
a l'ostrogoto. . .
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Capitolo 1I sistemi logi
i e la
ut-eliminationIn questo primo 
apitolo faremo una rapidissima introduzione alla logi
a,
oprendo in qual
he dettaglio gli aspetti 
he saranno pi�u di rilievo per ilseguito della dis
ussione. In parti
olare, parleremo delle questioni basilaridella logi
a 
lassi
a e dei sistemi di deduzione basati su di essa, presentandoil teorema di 
ut-elimination, risultato 
he 
ostituis
e le fondamenta dellegame logi
a/informati
a.1.1 La logi
a 
lassi
aE' impossibile dire quanto sia anti
a nell'essere umano l'intuizione origina-le del legame 
ausa/e�etto, la 
omprensione 
he il dopo possa dipendere inqual
he modo da quello 
he �e venuto prima. E' possibile per�o dire 
he questa�e una delle propriet�a fondamentali di quella 
he noi 
hiamiamo intelligenza,e la gestione del 
on
etto pi�u generale di legame logi
o �e probabilmente allabase del ragionamento umano. Impli
itamente, dunque, la 
omparsa dellalogi
a risale agli albori della nostra stessa esistenza.Col tempo, quello 
he era uno strumento utilizzato per lo pi�u in
onsapevol-mente da parte di tutti ha 
omin
iato a divenire oggetto 
entrale di studio,alla ri
er
a dei me

anismi ad esso sottostanti. A partire dai matemati
i e�loso� dell'anti
a Gre
ia, il ragionamento umano, in parti
olare quello ma-temati
o, �e stato oggetto di una graduale formalizzazione; si �e man manoindagato sull'esistenza di leggi 
he governano lo snodarsi dei nostri per
orsideduttivi, e si �e tentato 
ol tempo di fornire una de�nizione rigorosa delleregole del pensiero umano, estrapolandone il funzionamento fondamenta-le. Da questa ri
er
a nas
e la logi
a matemati
a, il 
ui s
opo originale �eappunto quello di ragionare sul ragionamento, di investigare il 
on
etto di
onseguenza logi
a e di isolare dunque i legami logi
i ben formati da quelli13



14 CAPITOLO 1. I SISTEMI LOGICI E LA CUT-ELIMINATION\fasulli".Dalla nas
ita delle \teorie assiomati
he" di Eu
lide, ai sillogismi di Ari-stotele, alle regole logi
he degli S
olasti
i, si �e 
os�� arrivati �no al boom deiformalismi logi
i d'inizio se
olo s
orso. La logi
a matemati
a moderna na-s
e proprio in quegli anni, sotto la spinta di una delle questioni s
ienti�
hefondamentali dell'epo
a, vale a dire la dimostrazione della 
onsistenza dellamatemati
a. Quello 
he si tentava di fare, 
osa 
he fu proposta in modo\uÆ
iale" da parte di un matemati
o del 
alibro di Hilbert nel suo famoso\se
ondo problema", era di de�nire un sistema formale nell'ambito del qua-le non solo tutta la matemati
a trovasse posto, ma il quale fosse an
he ingrado di dimostrare la propria 
oerenza, 
ostituendo 
os�� un mondo 
hiuso,auto-
ontenuto, esente da 
ontraddizioni.Oggi sappiamo 
he il sogno di Hilbert non �e realizzabile; il 
eleberrimo teo-rema di in
ompletezza di G�odel stabilis
e 
he la 
hiusura dei sistemi formali�e impossibile: per giusti�
are tutto 
i�o 
he sta dentro si ha sempre bisognodi qual
osa 
he sta fuori. Nonostante tutto, l'esplorazione dei sistemi dedut-tivi logi
i 
he �e stata 
ompiuta nella prima parte del se
olo s
orso 
ostituis
ean
ora la base di tutti i risultati importanti della logi
a matemati
a 
ontem-poranea, non ultimi tra i quali quelli riguardanti l'Intelligenza Arti�
iale el'Informati
a Teori
a, 
he �e l'ambito della nostra dissertazione.Pro
ederemo dunque 
on il presentare la logi
a matemati
a nella versio-ne de�nitasi proprio in quel periodo; in parti
olare, s
eglieremo di opera-re inizialmente nel sistema 
onos
iuto 
ome Logi
a Classi
a, per il qualeintrodurremo la nozione di linguaggio formale al primo ordine.De�nizione 1.1 (Linguaggio formale al primo ordine) Un linguaggioformale al primo ordine per la logi
a 
lassi
a �e un linguaggio il 
ui alfabetobase �e 
omposto dai seguenti simboli:� un insieme numerabile di simboli per variabili (o, pi�u sempli
emente,variabili), x; y; z; : : :� un insieme numerabile di simboli per funzioni (o, pi�u sempli
emente,funzioni), fk1 ; gk2 ; hk3 ; : : :, dove k1; k2; k3; : : : indi
ano le arit�a dellefunzioni. Se l'arit�a �e zero, i simboli saranno detti simboli per 
o-stanti (o, pi�u sempli
emente, 
ostanti); spesso l'arit�a verr�a omessa,
hiaramente a patto 
he 
i�o non 
ausi problemi di ambiguit�a� un insieme numerabile di 
oppie di simboli di predi
ato (o, pi�u sempli-
emente, predi
ati), P k1 ;:P k1 ; Qk2 ;:Qk2 ; Rk3 ;:P k3 ; : : :, dove k1; k2; k3; : : :indi
ano le arit�a dei predi
ati. I simboli la 
ui arit�a �e zero sarannodetti simboli per variabili proposizionali (o, pi�u sempli
emente, varia-



1.1. LA LOGICA CLASSICA 15bili proposizionali); spesso l'arit�a verr�a omessa, 
hiaramente a patto
he 
i�o non 
ausi problemi di ambiguit�a� le 
ostanti logi
he T e F� i simboli logi
i :, ^, _, ), 8, 9� i simboli di \punteggiatura" `.', `,', `(' e `)'De�niremo ora quelli 
he 
hiameremo i termini e le formule sul linguaggio:De�nizione 1.2 (Termine al primo ordine) Se L �e un linguaggio al pri-mo ordine, i termini su L sono de�niti induttivamente 
ome segue:� le 
ostanti e le variabili sono termini� se f �e una funzione k-aria, e t1; : : : ; tk sono k termini, allora f(t1; : : : ; tk)�e un termineDe�nizione 1.3 (Formula al primo ordine) Se L �e un linguaggio al pri-mo ordine, le formule su L sono de�nite induttivamente 
ome segue:� le 
ostanti logi
he sono formule� le variabili proposizionali sono formule� se P e :P sono due predi
ati di arit�a k, e se t1; : : : ; tk sono k terminisul linguaggio L, allora P (t1; : : : ; tk) e :P (t1; : : : ; tk) sono formule� se A �e una formula, allora :A �e una formula� se A e B sono formule, allora A ^B, A _B e A) B sono formule� se A[x℄ �e una formula 
he non 
ontiene quanti�
atori (8 e 9) e 
ontie-ne la variabile x, diremo 
he tutte le o

orrenze di x sono libere. In tal
aso, 8x:A e 9x:A sono an
h'esse formule, e in esse tutte le o

orrenzedella variabile x diventano vin
olate. Nel 
aso in 
ui 
i siano o

or-renze di altre variabili nella formula A, tali o

orrenze rimarrannonaturalmente libere� se A[x℄ �e una formula 
ontenente una qual
he o

orrenza libera dellavariabile x, allora 8x:A e 9x:A sono formule, e an
he in tal 
aso tuttele o

orrenze di x non saranno pi�u libereLe formule 
he sono 
ostanti logi
he o variabili proposizionali sono dettean
he formule atomi
he. Le formule 
he 
ontengono variabili libere sonodette aperte; quelle 
he inve
e non ne 
ontengono sono dette 
hiuse. SeA[x1; : : : ; xn℄ �e una formula aperta in 
ui le variabili libere sono x1; : : : ; xn,
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hiameremo 
hiusura universale e 
hiusura esistenziale di A le formu-le, rispettivamente, 8x1: : : : 8xn:A e 9x1: : : : 9xn:A.E' interessante notare 
ome, nella de�nizione dei termini e delle formule,si �e fatto ri
orso ad un meta-linguaggio, pi�u esteso del linguaggio al primoordine di 
ui si sta parlando. I simboli t1; : : : ; tk 
he denotano i termini sonoesempi di meta-simboli; 
os�� lo sono an
he i simboli per le formule 
ome A eB, e la notazione A[x℄. Nel seguito, sar�a utilizzata un'altra meta-notazionesimile, per indi
are la sostituzione di termini a variabili: se L �e un linguaggioal primo ordine, e se t �e termine di L e A[x℄ una formula di L 
ontenenteo

orrenze libere di x, allora A[t=x℄ denoter�a la medesima formula all'in-terno della quale tutte le o

orrenze di x sono state sostituite dal terminet. Inoltre, pre
isiamo �n d'ora un abuso di linguaggio 
he 
ommetteremospessissimo nel 
orso dell'esposizione, 
ostituito dalla 
onfusione arbitrariadei 
on
etti di formula e o

orrenza di formula.Il 
al
olo logi
o 
he si pu�o 
ostruire sulle formule della logi
a 
lassi
a alprimo ordine (su un 
erto linguaggio L) �e spesso 
hiamato an
he 
al
olodei predi
ati. A tal proposito, esiste una versione pi�u sempli
e, detta 
al-
olo proposizionale, 
he si ottiene de�nendo i linguaggi proposizionali 
omesottoinsiemi di quelli al primo ordine:De�nizione 1.4 (Linguaggio formale proposizionale) Un linguaggio for-male proposizionale �e un linguaggio basato sul sottoinsieme dell'alfabeto diun linguaggio al primo ordine, ottenuto togliendo dall'alfabeto di partenzatutti i simboli di variabile, i simboli per funzioni di qualsiasi arit�a, e i sim-boli di predi
ato di arit�a non nulla; inoltre, sono es
lusi i simboli logi
i 8 e9, e i simboli di punteggiatura `.' e `,'.E' 
hiaro 
he per un linguaggio proposizionale non ha pi�u senso parlare ditermini; le formule su un linguaggio proposizionale sono inve
e de�nibili nelseguente modo:De�nizione 1.5 (Formule proposizionali) Le formule su un linguaggioproposizionale L sono de�nibili induttivamente 
ome segue:� le 
ostanti logi
he sono formule� le variabili proposizionali sono formule� se A �e una formula, :A �e una formula� se A e B sono due formule, A ^B, A _B e A) B sono formuleI linguaggi introdotti �n qui sono, da soli, perfettamente inutili. Essi infattisostanzialmente non parlano di nulla; sorge la ne
essit�a fondamentale diattribuire ai simboli della logi
a 
lassi
a (proposizionale o al primo ordine)
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he signi�
ato, una qual
he interpretazione 
he de�nis
a quale sial'oggetto dei \dis
orsi" 
he si possono 
ostruire 
on tali linguaggi. Il 
ompitodi riempire questo vuoto esistenziale �e quello della semanti
a dei modelli, 
heattribuis
e un ambito ben pre
iso ai termini e un valore di verit�a (del tipovero o falso) alle formule1. De�niamo allora il 
on
etto di interpretazione2di un linguaggio al primo ordine L:De�nizione 1.6 (Interpretazione) Se L �e un linguaggio al primo ordine,e D un insieme non vuoto 
he 
hiameremo dominio, un'interpretazione ��e un'appli
azione 
he mette in 
orrispondenza i termini di L ai seguentioggetti:� se x �e una variabile, �(x) 2 D� se 
 �e una 
ostante, �(
) 2 D� se f �e un simbolo di funzione di arit�a k, ad f viene asso
iata unafunzione jf j : Dk ! D, e dunque, se t1; : : : ; tk sono k termini di L,�(f(t1; : : : ; tk)) = jf j(�(t1); : : : ; �(tk)) 2 DL'interpretazione dunque stabilis
e di 
osa parla il linguaggio L. La realiz-zazione inve
e stabilis
e di 
osa parlano le formule su L, e in 
he modo essevadano lette. Sia, nel seguito, 2 = f0; 1g.De�nizione 1.7 (Realizzazione) Se L �e un linguaggio al primo ordine, �un'interpretazione di dominio D su tale linguaggio, 
hiamiamo realizzazionesu L un'appli
azione �(�) dalle formule di L all'insieme 2 
os�� fatta:� alle formule atomi
he viene asso
iato un elemento di 2 arbitrario, ade

ezione delle 
ostanti logi
he, per le quali �e�(�)(T ) = 1�(�)(F) = 0� se P e :P sono due predi
ati k-ari, allora ad essi vengono asso
iatedue relazioni jP j; j:P j � Dk tali 
he jP j\ j:P j = ; e jP j[ j:P j = Dk,
os�� 
he, se t1; : : : ; tk sono k termini di L,�(�)(P (t1; : : : ; tk)) = 1 sse h�(t1); : : : ; �(tk)i 2 jP j�(�)(:P (t1; : : : ; tk)) = 1 sse h�(t1); : : : ; �(tk)i =2 jP j1Vedremo nel seguito, an
he se solo a

ennandolo, 
he questo non �e l'uni
o tipo disemanti
a 
he pu�o esistere in logi
a; in parti
olare, a livello di teoria della dimostrazionee in ambito informati
o hanno enormemente pi�u importanza le 
osiddette semanti
hedenotazionali.2In merito alla nomen
latura 
'�e da fare una pre
isazione: quella 
he noi 
hiamiamointerpretazione �e da al
uni 
hiamata assegnazione, e 
hi fa questa s
elta molto proba-bilmente si riferis
e a quella 
he noi 
hiameremo realizzazione proprio 
on il termine diinterpretazione, il 
h�e pu�o essere 
ausa di fastidiosissime 
onfusioni. An
he sulle 
ose pi�ustupide, mettersi d'a

ordo non �e mai banale...



18 CAPITOLO 1. I SISTEMI LOGICI E LA CUT-ELIMINATION� se A �e una formula, �(�)(:A) = 1� �(�)(A)� se A e B sono due formule,�(�)(A ^B) = �(�)(A) � �(�)(B)�(�)(A _B) = 1� �(�)(:A) � �(�)(:B)�(�)(A) B) = �(�)(:A _B)� se A[x℄ �e una formula 
ontenente o

orrenze libere della variabile x,�(�)(8x:A) = 1 sse, per ogni termine t del linguaggio, �(�)(A[t=x℄) = 1�(�)(9x:A) = 1� �(�)(8x::A)E' 
hiaro 
he, se agli elementi di 2 asso
iamo i signi�
ati di vero e falso, lerealizzazioni non fanno altro 
he attribuire alle formule il valore di verit�a
he 
i aspetteremmo: A^B �e vera se e solo se sono vere sia A 
he B, A_B�e vera se e solo se almeno una delle due �e vera, e 
os�� via.Possiamo a questo punto introdurre il 
on
etto fondamentale di modello(al primo ordine):De�nizione 1.8 (Modello al primo ordine) Sia L un linguaggio al pri-mo ordine, � un'interpretazione e A una formula su tale linguaggio, 
onte-nente le variabili libere x1; : : : ; xn. Allora, diremo 
he la realizzazione �(�)�e un modello di A, e s
riveremo �(�) j= Ase e soltanto se, per qualunque s
elta di n termini t1; : : : ; tn di L, si ha�(�)(A[t1=x1; : : : ; tn=xn℄) = 1Osserviamo 
he la validit�a di una formula aperta in un modello �e equivalentea quella della sua 
hiusura universale. Per questo motivo, quando si parladi modelli si 
onsiderano in genere solamente formule 
hiuse, nel qual 
asonon ha pi�u importanza spe
i�
are la parti
olare interpretazione utilizzata,
ontando solo il dominio di essa. Dunque, se A �e una formula 
hiusa e Muna realizzazione, \M �e modello di A" (o an
he \A �e valida inM") si s
ri-ver�a sempli
emente 
omeM j= A.Dalla validit�a di una singola formula si pu�o passare rapidamente alla validit�adi un insieme arbitrario di formule:De�nizione 1.9 Sia S un insieme di formule 
hiuse del linguaggio al primoordine L eM una realizzazione per tale linguaggio; allora, diremo 
heM �emodello di S, e s
riveremo M j= Sse e solo se, per ogni formula A di S, M j= A.
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os�� ai 
on
etti 
hiave di soddisfa
ibilit�a, 
onseguenza logi
a everit�a logi
a, 
he de�niremo di seguito:De�nizione 1.10 (Soddisfa
ibilit�a) Una formula 
hiusa A �e soddisfa
i-bile se e soltanto se esiste una realizzazioneM tale 
heM j= A. Allo stessomodo, un insieme di formule 
hiuse S �e soddisfa
ibile se e soltanto se esisteuna realizzazione M tale 
he M j= S.Vi
eversa, diremo 
he una formula A [un insieme S℄ �e insoddisfa
ibile senon ammette modelli.In merito alla soddisfa
ibilit�a, esiste il seguente teorema fondamentale:Teorema 1.1 (Teorema di Compattezza) Sia S un insieme in�nito diformule. S �e soddisfa
ibile se e soltanto se ogni sottoinsieme �nito Sfin diS �e soddisfa
ibile.La dimostrazione del teorema di 
ompattezza viene omessa in questa sede;il lettore interessato la potr�a trovare, ad esempio, in [7℄.De�nizione 1.11 (Conseguenza logi
a e verit�a logi
a) Sia A una for-mula e S un'insieme di formule. Denotiamo 
on Mod(A) e Mod(S) rispet-tivamente l'insieme dei modelli di A e di S. Diremo 
he A �e 
onseguenzalogi
a di S, e s
riveremo S j= Ase e soltanto se Mod(S) � Mod(A)Nel 
aso in 
ui S sia l'insieme vuoto, s
riveremoj= Ae, poi
h�e ovviamente tutte le realizzazioni sono modelli dell'insieme vuoto,questa notazione signi�
her�a 
he A �e soddisfatta an
h'essa da tutti i modelli;diremo allora 
he A �e una verit�a logi
a.Il signi�
ato intuitivo di S j= A �e 
he, ogni volta 
he sono vere tutte le for-mule di S, dev'essere ne
essariamente vera an
he A; una verit�a logi
a inve
e�e appunto una formula 
he �e \sempre vera".An
he nel 
aso della logi
a 
lassi
a proposizionale si possono fornire re-strizioni opportune delle de�nizioni introdotte �n qui, e dare validit�a an
hein tale ambito ai 
on
etti di modello, soddisfa
ibilit�a, 
onseguenza logi
a everit�a logi
a; non 
i interessa per�o entrare nel dettaglio della 
osa.Quello 
he �e interessante a

ennare �e 
he esiste inve
e un'estensione dellalogi
a proposizionale 
he in
lude i quanti�
atori, detta logi
a proposizionaleal se
ondo ordine. I linguaggi formali alla base di tale logi
a sono de�niti in



20 CAPITOLO 1. I SISTEMI LOGICI E LA CUT-ELIMINATIONmodo analogo a quanto fatto per il 
aso proposizionale e del primo ordine;in parti
olare, si prende la de�nizione di un linguaggio proposizionale e siaggiunge la possibilit�a di quanti�
are (esistenzialmente o universalmente)sulle variabili proposizionali. Ad esempio, se P �e una variabile proposizio-nale, la formula 8P:((P ) P )) (P ) P )) �e una formula proposizionale alse
ondo ordine. Il signi�
ato intuitivo della quanti�
azione universale al se-
ondo ordine �e il seguente: la formula 8P:A �e vera se �e soltanto se qualunqueformula B si s
elga per rimpiazzare le o

orrenze di P , A[B=P ℄ �e vera. Perl'esistenziale ovviamente vale il dis
orso esattamente duale. L'introduzionedei quanti�
atori aumenta l'espressivit�a del sistema; ad esempio, �e possibileeliminare dalla sintassi le 
ostanti logi
he T e F , gia

h�e quest'ultima pu�oessere sostituita dalla formula 8P:P , 
he �e logi
amente equivalente al falso(
io�e M �e un modello di 8P:P se e soltanto se M �e un modello di F , ov-vero 8P:P non ha modelli | las
iamo al lettore 
urioso la soddisfazione di
ontrollare 
he sia e�ettivamente 
os��!). L'eliminazione delle 
ostanti logi-
he �e un guadagno risibile rispetto al guadagno 
he si ottiene dal punto divista dell'espressivit�a 
omputazionale; ma questo sar�a oggetto dei 
apitoli avenire.Per 
ontro, l'utilizzo 
ontemporaneo dei quanti�
atori al primo e al se
on-do ordine (de�nendo quindi quella 
he �e la logi
a 
lassi
a al se
ondo ordine)fornis
e un aumento enorme del potere espressivo, 
onsentendo di poter par-lare non solo di oggetti di un 
erto dominio ma an
he, allo stesso tempo,di sottoinsiemi qualunque del medesimo dominio. Ad ogni modo, non 
iavventureremo minimamente nella presentazione dei modelli al se
ondo or-dine, nean
he nel 
aso proposizionale; basti sapere 
he esistono, e 
he peressi si possono de�nire gli stessi 
on
etti 
he per i modelli al primo ordine.1.2 Il 
al
olo dei sequentiFin qui abbiamo parlato di linguaggi formali (proposizionali, al primo or-dine, al se
ondo ordine e 
os�� via), de�nendo le formule su tali linguaggi aattribuendo loro un signi�
ato tramite i modelli. Sappiamo ad esempio 
osasigni�
a 
he una formula �e 
onseguenza logi
a di altre due formule, e 
osasigni�
hi 
he un'altra formula �e una verit�a logi
a o 
he �e insoddisfa
ibile.Tuttavia, non abbiamo an
ora mai a

ennato a 
ome si pu�o mostrare lavalidit�a di tali propriet�a per talune formule, e la non validit�a per talaltre.Non abbiamo 
io�e introdotto un 
on
etto 
ru
iale della logi
a, 
he �e quellodi dimostrazione.Quando si parla di dimostrazioni, se ne vorrebbe poter avere a disposizioneuna rappresentazione 
on
reta, 
he 
onsenta di prendere un qual
he oggettoe dire, ad esempio, \questa �e una dimostrazione della formula A". Il 
ompito
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on
etto astratto di dimostrazione a qual
osa di manipolabilea livello simboli
o spetta alla sintassi della logi
a, e in parti
olare a tuttauna bran
a 
he si �e sviluppata a partire dall'inizio del se
olo s
orso e 
he hapreso il nome di Teoria della Dimostrazione.In questa sede adotteremo un appro

io molto sempli
isti
o alla questione,ridu
endo
i a presentare solamente quegli aspetti della teoria della dimostra-zione 
he sono d'interesse per l'informati
a teori
a. In parti
olare, non par-leremo inizialmente di dimostrazioni di formule ma piuttosto di derivazionidi sequenti. Anzitutto dunque o

orre dare la de�nizione di sequente:De�nizione 1.12 Siano � e � due liste ordinate di o

orrenze3 di formule(eventualmente vuote), pari rispettivamente a C1; : : : ; Cm e D1; : : : ;Dn. Se� �e una lista di formule, denoteremo d'ora in poi 
on j�j il numero diformule 
he la 
ompongono; in questo 
aso ad esempio si ha j�j = m ej�j = n. L'oggetto sintatti
o 
he denoteremo 
on� ` �sar�a 
hiamato sequente, e si legger�a \Gamma tesi Delta". Il signi�
atodi tale notazione �e 
he esiste una dimostrazione del fatto 
he, se tutte leformule di � sono vere, allora �e vera almeno una delle formule di �. Leformule di � saranno dunque dette premesse del sequente e le formule di �
on
lusioni del sequente.Il sequente asseris
e dunque l'esistenza di una dimostrazione della verit�adella disgiunzione delle sue 
on
lusioni a partire dalla verit�a della 
ongiun-zione delle sue premesse4. Inoltre, �e 
hiaro 
he, a priori, al
uni sequentiasseriranno legami logi
i validi, altri no.Vale la pena analizzare tre 
asi parti
olari di sequente, in modo da 
hiarirean
or pi�u il signi�
ato intuitivo di tale notazione:� il sequente ` �, ottenuto quando j�j = 0, signi�
a 
he esiste unadimostrazione del fatto 
he almeno una formula di � �e sempre vera;� il sequente � `, ottenuto quando j�j = 0, signi�
a 
he esiste unadimostrazione della 
ontraddittoriet�a delle formule di �, ovverosia 
henon possono essere tutte quante vere allo stesso tempo: supporre 
helo siano porta ad un assurdo;3In questo 
aso �e importante pre
isare 
he si tratta di o

orrenze di formule e nonsempli
emente di formule; infatti, una lista � pu�o 
ontenere pi�u o

orrenze della medesimaformula, 
ome nel 
aso della lista � = A;A;B. Avendo 
hiarito questo punto, d'ora inavanti proseguiremo ad adottare la gi�a menzionata 
onfusione tra i due 
on
etti.4Si badi attentamente al fatto 
he il sequente non di
e nulla riguardo a 
ome sia fattatale dimostrazione; questo punto sar�a sviluppato pi�u avanti (vedi sezione 3.2)



22 CAPITOLO 1. I SISTEMI LOGICI E LA CUT-ELIMINATION� il sequente vuoto, `, ottenuto quando j�j = j�j = 0, �e il disastrototale della logi
a: signi�
a 
he esiste una dimostrazione dell'assurdo,asserendo dunque la 
ontraddittoriet�a fondamentale del sistema logi
oall'interno del quale viene derivato.Sappiamo ora 
os'�e un sequente e qual �e il suo signi�
ato intuitivo, 
he
onsiste nell'esprimere sintatti
amente la dimostrabilit�a di un legame logi-
o semanti
o. Ma 
ome si pu�o prendere un sequente e stabilire se quantoasseris
e �e valido o no? La risposta sta in quello 
he viene 
hiamato 
al
olodei sequenti, introdotto originariamente da Gentzen all'inizio degli anni '30.Il 
al
olo dei sequenti fornis
e delle regole per poter derivare un sequentea partire da altri sequenti. Esso fornis
e un modo per 
ostruire una nuovadimostrazione 
onos
endo la validit�a di altre: poi
h�e infatti un sequente as-seris
e l'esistenza di una dimostrazione, il passare da uno o pi�u sequente/iad un altro signi�
a asserire l'esistenza di una dimostrazione a partire daaltre.Quello 
he serve anzitutto �e un punto di partenza, un sequente 
he nondev'essere 
ostruito a partire da altri. Bisogna 
io�e trovare dei sequenti 
he,intuitivamente, pro
lamino di rappresentare dimostrazioni talmente banali eovvie la 
ui esistenza �e prati
amente in
ontestabile. Questo sar�a il punto dipartenza di tutta la logi
a, l'uni
o assioma 
he dovr�a essere preso 
os�� 
om'�esenza possibilit�a di spiegazioni. I sequenti in questione sono quelli ottenutimediante la prima regola 
he introdu
iamo per il 
al
olo dei sequenti dellalogi
a 
lassi
a, e 
he �e la regola dell'identit�a (talvolta detta appunto, 
omenel nostro 
aso, assioma): axA ` Adove A �e una formula qualsiasi del linguaggio s
elto, sia esso proposizionale,del primo ordine o di qualsiasi altro genere. La riga orizzontale posizionatasopra il sequente �e detta linea di derivazione; essa serve appunto ad indi
a-re 
he, in base alla regola annotata sulla destra della riga stessa, �e possibilederivare il sequente in basso a partire dai sequenti 
he sono al di sopra dellariga. In questo 
aso al di sopra non 
'�e nulla; la regola dell'assioma di
einfatti 
he, a partire dal vuoto, �e possibile asserire la validit�a del sequenteA ` A, qualunque sia A. In altre parole, l'\atto di fede" 
he il 
al
olo deisequenti 
i propone di fare �e di 
redere 
he esiste sempre una dimostrazionedi A a partire da A stessa, vale a dire 
he 
i dobbiamo 
onvin
ere senzaulteriori spiegazioni del fatto 
he \se A �e vera, allora A �e vera". Tutto som-mato non �e un grande sforzo. . .La se
onda regola del 
al
olo dei sequenti 
he introdurremo, 
he 
ostitui-s
e assieme all'assioma il gruppo delle regole dell'identit�a, �e la 
osiddetta



1.2. IL CALCOLO DEI SEQUENTI 23regola del taglio, detta pi�u sempli
emente 
ut :� ` A;� �0; A ` �0 
ut�;�0 ` �;�0La regola del taglio permette di 
omporre due dimostrazioni in qual
he mo-do \
omplementari", nel senso 
he una ha A 
ome 
on
lusione e l'altra 
omepremessa, in modo da 
ostruire una nuova dimostrazione in 
ui A non 
om-pare pi�u. La funzione di A dunque �e quella di fare da \ponte" tra duedimostrazioni; il 
ut quindi non �e null'altro 
he una formalizzazione dell'usoabituale dei lemmi nel 
orso delle dimostrazioni: se non so dimostrare di-rettamente B, posso 
er
are di dimostrare 
he da A segue B e dimostrarepoi A, 
osa 
he magari �e pi�u sempli
e da fare. Questa versione parti
olaredella regola del taglio esprime an
he il prin
ipio logi
o universalmente noto
ome modus ponens: ` A A ` B 
ut` BIl modus ponens �e 
onsiderato da molti 
ome una delle basi di tutti pro
essi
ognitivi e deduttivi umani, e sembrerebbe dunque una regola assolutamentefondamentale del 
al
olo dei sequenti. Tuttavia, la vita �e piena di sorprese,e nella prossima sezione vedremo 
ome quest'idea apparentemente validapossa essere 
ontraddetta in modo radi
ale.Un'osservazione: se proviamo a 
ontrollare, troviamo 
he il sequente a 
on-
lusione della regola del taglio �e an
ora valido qualora lo siano quelli dipartenza, ovvero 
ontinua a rispettare il suo signi�
ato intuitivo qualora glialtri lo rispettino: se tutte le premesse del sequente sono vere, allora alme-no una sua 
on
lusione �e vera. Infatti, supponendo 
he i due sequenti dipartenza siano \buoni", � e �0 
ontengono tutte formule vere, e an
he A�e vera per
h�e 
ompare a sinistra; dunque � potrebbe non 
ontenere al
u-na formula vera, ma �0 ne 
ontiene senz'altro una. Allora la 
on
lusionedella regola ha tutte formule vere a sinistra e almeno una formula vera adestra, e quindi le 
ose funzionano. Questo fatto non �e una 
oin
idenza,ma una propriet�a fondamentale del 
al
olo dei sequenti, detta propriet�a di
orrettezza, o di validit�a. La morale della propriet�a di 
orrettezza �e 
he il
al
olo dei sequenti preserva la verit�a delle formule dall'alto verso il basso.Dal basso verso l'alto vale la propriet�a duale: 
i�o 
he si preserva �e la falsit�a.Noi veri�
heremo espli
itamente la 
orrettezza solo nel 
aso gi�a esaminatodel 
ut, las
iando al lettore 
urioso la fa
olt�a di 
onstatare 
he tutte le altreregole 
he introdurremo sono an
h'esse 
orrette.Presentiamo ora il gruppo delle regole logi
he, 
io�e le regole 
he introdu-
ono 
ostanti logi
he, 
onnettivi logi
i e quanti�
atori. Tali regole sarannosempre a 
oppie: una regola per introdurre il 
onnettivo a sinistra e una
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onnettivo a destra del sequente. Inoltre, le regoleper le 
ostanti logi
he e quelle per i 
onnettivi ^ e _ avranno due versioni,
he 
hiameremo formulazione additiva e formulazione moltipli
ativa. Talenomen
latura non esisteva nella de�nizione originale di Gentzen; �e un utileana
ronismo introdotto alla lu
e della s
operta della Logi
a Lineare (avve-nuta a pi�u di 
inquant'anni di distanza), della quale parleremo nel 
apitolo 6.Introdu
iamo anzitutto le regole per la negazione e l'impli
azione, 
he hannoun'uni
a formulazione5:� ` A;� :L�;:A ` � �; A;` � :R� ` :A;�� ` A;� �0; B ` �0 )L�;�0; A) B ` �;�0 �; A;` B;� )R� ` A) B;�Come si vede, la negazione 
onsente di trattare il simbolo ` un po' 
omeun'uguaglianza in un'equazione: le formule possono spostarsi da un lato al-l'altro ma \
ambiano di segno". La giusti�
azione di tale 
omportamento�e 
hiara se si 
onsidera il signi�
ato intuitivo dei sequenti: da ` A, 
he si-gni�
a 
he esiste una dimostrazione del fatto 
he A �e sempre vera, si potr�a
ertamente ottenere :A `, il 
ui signi�
ato �e esattamente lo stesso, 
io�e :Anon pu�o mai essere vera.Le regole dell'impli
azione sono abbastanza sempli
i da 
omprendere. Inparti
olare, l'introduzione dell'impli
azione a destra 
onferma l'impressio-ne, 
he il lettore attento avr�a senz'altro avuto, del fatto 
he il simbolo `�e assimilabile ad un'impli
azione logi
a: a livello intuitivo A ` B �e moltosimile, an
he se 
ompletamente diverso a livello formale, a A) B.Passiamo ora alla formulazione additiva delle regole per le 
ostanti e pergli altri 
onnettivi logi
i:(nessuna regola sinistra) T aR� ` T ;��; A;` � ^aL1�; A ^B ` � �; B;` � ^aL2�; A ^B ` � � ` A;� � ` B;� ^aR� ` A ^B;�FaL�;F ` � (nessuna regola destra)�; A ` � �; B ` � _aL�; A _B ` � � ` A;� _aR1� ` A _B;� � ` B;� _aR2� ` A _B;�5In realt�a an
he le regole dell'impli
azione avrebbero due versioni, e quella 
he noipresentiamo sarebbe 
lassi�
ata 
ome moltipli
ativa. Si d�a il 
aso per�o 
he l'impli
azioneadditiva sia una sorta di mostri
iattolo, il 
ui utilizzo �e pi�u 
he raro; di 
onseguenza, pernon 
ompli
are troppo le 
ose, tralas
eremo questo parti
olare.



1.2. IL CALCOLO DEI SEQUENTI 25E' evidente la profonda simmetria 
he 
'�e tra 
ias
una regola e la sua dua-le; questa simmetria �e una delle 
aratteristi
he pi�u eleganti del 
al
olo deisequenti, e sar�a presente an
he nella formulazione moltipli
ativa 
he intro-durremo fra breve.Sul gruppo di regole additive 
i sono un paio di osservazioni da fare. Leliste � e � 
he 
ompaiono nelle regole ^aR e _aL, 
he in generale (non so-lo nel 
aso additivo) 
hiameremo il 
ontesto della formula prin
ipale, sonoesattamente le stesse sia nella premessa destra 
he nella premessa sinistra;i 
ontesti dunque vengono per 
os�� dire \uni�
ati" dalle due regole. Inol-tre, nelle regole sinistre per la ^ e destre per la _, viene aggiunta unaformula arbitraria, senza al
un legame 
on l'altra formula o 
on il 
ontesto.Queste 
aratteristi
he sono alla base della distinzione 
on la formulazionemoltipli
ativa, 
he �e inve
e la seguente:� ` � T mL�;T ` � T mR` T�; A;B ` � ^mL�; A ^B ` � � ` A;� �0 ` B;�0 ^mR�;�0;` A ^B;�;�0FmLF ` � ` � FmR� ` F ;��; A ` � �0; B ` �0 _mL�;�0; A _B ` �;�0 � ` A;B;� _mR� ` A _B;�Come gi�a a

ennato, la di�erenza tra la formulazione additiva e quella mol-tipli
ativa �e 
hiara: nel primo 
aso le formule derivate nelle premesse di-pendono dallo stesso 
ontesto, e tale 
ontesto viene uni�
ato; nel se
ondo
aso i 
ontesti possono essere di�erenti, e dunque vengono mantenuti sepa-rati nella 
on
lusione. Allo stesso modo, la ^ a sinistra e la _ a destra,nel 
aso moltipli
ativo, non aggiungono nessuna nuova formula al sequen-te; queste due regole in prati
a formalizzano sintatti
amente il signi�
atointuitivo delle virgole 
he separano le formule nei sequenti: 
ongiunzioni asinistra e disgiunzioni a destra.Con le regole 
he abbiamo �n qui a disposizione possiamo 
omin
iare a
ostruire al
une brevi ma interessanti derivazioni, le quali mostrano 
ome laregola dell'assioma ra

hiuda tre prin
ipi fondamentali della logi
a. E

oneintanto una: axA ` A )L` A) AQuesta derivazione spiega l'altro nome 
he abbiamo dato all'assioma; essainfatti 
onsente di dire 
he vale il 
osiddetto prin
ipio dell'identit�a, 
he si



26 CAPITOLO 1. I SISTEMI LOGICI E LA CUT-ELIMINATIONriassume appunto nella formula A ) A: dalla verit�a di A segue la verit�adi A stessa. Queste altre due, perfettamente simmetri
he, mostrano inve
e
ome l'assioma ra

hiuda in s�e an
he, rispettivamente, il prin
ipio del terzoes
luso (tertium non datur) e il prin
ipio di non 
ontraddizione:axA ` A :R` :A;A _mR` :A _A axA ` A :LA;:A ` ^mLA ^ :A `Il prin
ipio del terzo es
luso signi�
a intuitivamente 
he o A �e vera, oppure �evera la sua negazione; i valori di verit�a 
he le formule possono assumere sonosolo due, non esiste una terza possibilit�a. Il prin
ipio di non 
ontraddizioneasseris
e inve
e 
he non �e possibile 
he una formula e la sua negazione sianovere allo stesso tempo; supporre tale situazione porta automati
amente adun assurdo. Questi due prin
ipi, assieme 
on il gi�a 
itato prin
ipio d'iden-tit�a, sono i fondamenti della logi
a 
lassi
a e sono alla base della nostra
on
ezione intuitiva del signi�
ato 
he una formula della logi
a matemati
adeve avere. E' dunque ragionevole 
he siano in
lusi tutti e tre nell'uni
oassioma del 
al
olo dei sequenti.Se 
i fermassimo qui, avremmo e�ettivamente 
ompletato l'esposizione delleregole logi
he per il 
al
olo dei seguenti nel 
aso proposizionale. Nel 
asodel primo ordine, o

orre inve
e stabilire 
ome funzioni l'introduzione deiquanti�
atori: �; A[t℄ ` � 8L�;8x:A ` � � ` A[x℄;� 8R� ` 8x:A;� (?)�; A[x℄ ` � 9L�;9x:A ` � (?) � ` A[t℄;� 9R� ` 9x:A;�La 
ondizione aggiuntiva (?) per le regole 8R e 9L �e 
he la variabile x nonabbia o

orrenze libere nel 
ontesto, 
io�e in nessuna formula di � o �. Ilsigni�
ato di tale 
ondizione diventa 
hiaro osservando la regola destra peril quanti�
atore universale, 
he 
orrisponde ad una dimostrazione di unapropriet�a di validit�a generale. Tali dimostrazioni di solito sono 
aratteriz-zate dal fatto 
he, preso un oggetto qualsiasi del dominio di interesse, simostra la validit�a di una 
erta propriet�a per quell'oggetto ma senza fareipotesi parti
olari su di esso; 
i�o autorizza, alla �ne della dimostrazione, adire 
he quello 
he si �e mostrato valido per quell'oggetto vale an
he per tuttigli altri, visto 
he esso potrebbe essere rimpiazzato nella dimostrazione daqualsiasi altro oggetto senza 
he 
i�o fa

ia la minima di�erenza. In terminidi linguaggio logi
o al primo ordine, l'oggetto generi
o �e rappresentato pro-prio dalla variabile x. Di 
onseguenza, se questa 
omparisse libera dentro



1.2. IL CALCOLO DEI SEQUENTI 27altre formule nel sequente, signi�
herebbe 
he la validit�a di A dipende dallavalidit�a (o non validit�a) di altre formule 
he parlano sempre di x, e dunquetale oggetto non sarebbe pi�u veramente generi
o.Questo 
ompleta l'esposizione di tutte le regole logi
he possibili. Nel 
a-so di logi
he di ordine superiore, le regole per i quanti�
atori si possonomodi�
are in modo ovvio per introdurre 8 e 9 a qualsiasi ordine, basta na-turalmente 
onsiderare non pi�u simboli di variabile 
ome x ma, ad esempionel 
aso del se
ondo ordine, simboli di variabile proposizionale 
ome P , e
os�� via. La 
ondizione (?) rimane sempre la stessa.Per 
ompletare il 
al
olo, man
ano per�o an
ora tre regole, le 
osiddetteregole strutturali, 
he introdu
iamo qui di seguito:�; A;B;�0 ` � XL�; B;A;�0 ` � � ` �; A;B;�0 XR� ` �; B;A;�0�; A;A ` � CL�; A ` � � ` A;A;� CR� ` A;�� ` � WL�; A ` � � ` � WR� ` A;�Le regole strutturali si 
hiamano 
os�� per
h�e non hanno nulla a 
he ve-dere 
on la semanti
a dei 
onnettivi logi
i e delle formule in generale; al
ontrario, esse agis
ono sulla struttura delle dimostrazioni 
he i sequentirappresentano, determinandone al
une propriet�a 
he in logi
a 
lassi
a sonofondamentali:X La regola di s
ambio, o ex
hange, serve a dire 
he l'ordine 
on il quale
ompaiono le formule nella premessa e nella 
on
lusione del sequentenon ha assolutamente importanza. E�ettivamente, s
rivendo A;B ` Cnon si ha la minima intenzione di dire 
he C pu�o essere ottenuta solose A �e vera prima di B, poi
h�e 
i�o in logi
a 
lassi
a non ha al
un senso.Tra le altre 
ose, l'ex
hange permette di dimostrare sintatti
amente la
ommutativit�a dei 
onnettivi ^ e _.C La regola della 
ontrazione, o sempli
emente 
ontrazione, asseris
e 
hela validit�a di un legame logi
o fra premessa e 
on
lusione di un sequentenon dipende dal numero di 
opie della stessa formula 
he si presentanonel sequente stesso. Ci�o 
orrisponde a dire ad esempio 
he, riferendo
ialla parte sinistra dei sequenti, se una formula �e vera, essa lo �e quantevolte si vuole: se per dimostrare B ho dovuto supporre la verit�a diA due volte (A;A ` B), in realt�a mi basta 
he quest'ultima formulasia vera, gia

h�e se lo �e lo sar�a una volta per tutte (A ` B); in logi
a
lassi
a tutto 
i�o ha perfettamente senso.



28 CAPITOLO 1. I SISTEMI LOGICI E LA CUT-ELIMINATIONW La regola dell'indebolimento, o weakening, esprime inve
e la possibilit�adi aggiungere ad una dimostrazione ipotesi o 
on
lusioni arbitrarie: seho dimostrato 
he C segue da A, non 
'�e nulla di male a dire 
heC segue sia da A 
he da B; la dimostrazione di quest'ultima asser-zione si ottiene dall'altra sempli
emente ignorando l'ipotesi aggiunti-va. Di nuovo, nell'ambito della logi
a 
lassi
a questo ragionamento �eperfettamente ammissibile.Come abbiamo detto, l'ex
hange serve a dimostrare la 
ommutativit�a dei
onnettivi logi
i, ma �e in realt�a indispensabile per poter manipolare in mo-do 
essibile i sequenti. Le regole della 
ontrazione e del weakening gio
anoinve
e un ruolo fondamentale rispetto alla struttura delle altre regole del
al
olo dei sequenti. Grazie a tali regole, la distinzione tra formulazioneadditiva e formulazione moltipli
ativa diventa solo una questione di nomen-
latura. Utilizzando le regole strutturali si pu�o infatti mostrare 
ome le dueformulazioni siano perfettamente equivalenti: si pu�o s
egliere di buttarne viauna delle due, o di utilizzarle entrambe a pia
imento; ai �ni della derivabi-lit�a nel 
al
olo dei sequenti 
lassi
o non ha al
una importanza. Vedremo 
hequesta non �e l'uni
a diavoleria dovuta alle regole strutturali; in parti
olare,il weakening �e il prin
ipale responsabile della non-
ostruttivit�a della logi
a
lassi
a (vedi 3.1), mentre la 
ontrazione �e la 
ausa dell'esplosione in
on-trollabile della 
omplessit�a dei sistemi logi
i (vedi 5.3). Per una dis
ussionepi�u approfondita sulle regole strutturali, e su 
ome la loro \ristrutturazio-ne" porta alla de�nizione di una nuova logi
a (la logi
a lineare appunto),rimandiamo al 
apitolo 6.Il 
al
olo dei sequenti al primo ordine 
he abbiamo 
os�� introdotto pren-de il nome di sistema LK. Con esso, abbiamo �nalmente a disposizione un
al
olo sintatti
o 
he 
i permette di dimostrare enun
iati logi
i. In parti
o-lare, per 
reare de�nitivamente il ponte tra sintassi e semanti
a, diamo laseguente de�nizione:De�nizione 1.13 Sia L un linguaggio al primo ordine, C1; : : : ; Cm e D1; : : : ;Dmformule 
hiuse su tale linguaggio, eM una realizzazione per L. Diremo 
heM �e modello del sequente C1; : : : ; Cm ` D1; : : : ;Dn, e s
riveremoM j= (C1; : : : ; Cm ` D1; : : : ;Dn)se e soltanto se M j= (C1 ^ : : : ^ Cm)) (D1 _ : : : _Dn)In questo modo abbiamo formalizzato la semanti
a intuitiva 
he avevamo�n qui attribuito ai sequenti.Sulla base della de�nizione appena introdotta, �e possibile dimostrare ilseguente teorema:



1.2. IL CALCOLO DEI SEQUENTI 29Teorema 1.2 (Correttezza di LK) Se � ` � �e derivabile in LK, alloraj= (� ` �)Dimostrazione. La propriet�a di 
orrettezza delle regole del 
al
olo dei se-quenti garantis
e la validit�a del teorema. La dimostrazione �e una sempli
einduzione strutturale sulla lunghezza delle derivazioni, 
he omettiamo. �Il teorema di 
orrettezza dunque asseris
e la validit�a del passaggio dallasintassi alla semanti
a: un risultato trovato a livello sintatti
o ha senz'altroun 
orrispondente a livello semanti
o. Ci�o, pur essendo 
onfortante, non �eper nulla sorprendente. Molto meno banale �e inve
e il seguente risultato,
he garantis
e la validit�a del passaggio inverso:Teorema 1.3 (Completezza di LK, G�odel) Se j= (� ` �) allora � ` ��e derivabile in LK.Dimostrazione. Omessa; si veda, ad esempio, [7℄. �La versione (equivalente) 
he normalmente si d�a per il teorema di 
omple-tezza di G�odel, 
he 
hiaris
e meglio l'importanza del risultato, �e la seguente:data una formula A, se essa �e vera, allora �e derivabile; altrimenti, esiste unmodello di :A.1.2.1 Il 
al
olo dei sequenti \one-sided"Il lettore attento avr�a 
ertamente notato 
he, sfruttando la regola per lanegazione a destra di LK, si pu�o dimostrare banalmente la validit�a dellaseguente proposizione:Proposizione 1.1 Se in LK �e derivabile il sequente � ` �, allora �e an-
he derivabile il sequente ` :�;�, dove :� indi
a la sequenza di formule
ontenente tutte le formule di � negate.A partire da questa osservazione, diventa 
hiara la possibilit�a di fornire unaversione 
osiddetta \one-sided" di LK, in 
ui viene utilizzato solamente illato destro dei sequenti. La 
omodit�a di una rappresentazione del genere �eevidente: il numero di regole ne
essarie a des
rivere il 
al
olo prati
amentesi dimezza. Inoltre, si pu�o rimuovere dalla sintassi il 
onnettivo), ponendola formula A) B 
ome sempli
e abbreviazione della formula :A _B.Riportiamo dunque qui sotto la versione \one-sided" di LK, 
he sar�a utilenel seguito (
apitolo 6) quando introdurremo la logi
a lineare:I Regole dell'identit�aax` :A;A ` �; A ` �;:A 
ut` �;�



30 CAPITOLO 1. I SISTEMI LOGICI E LA CUT-ELIMINATIONI Regole strutturali` �; A;B;� X` �; B;A;� ` �; A;A C` �; A ` � W` �; AI Regole logi
he additiveT a` �;T ` �; A ` �; B ^a` �; A ^B(nessuna regola per F) ` �; A _a1` �; A _B ` �; B _a2` �; A _BI Regole logi
he moltipli
ativeT m` T ` �; A ` �; B ^m` �;�; A ^B` � Fm` �;F ` �; A;B _m` �; A _BI Regole logi
he per i quanti�
atori` �; A 8` �;8x:A (?) ` �; A[t℄ 9` �;9x:ACome al solito, la 
ondizione (?) signi�
a 
he la variabile x (al primo ordinein questo 
aso, ma a qualsiasi altro ordine in generale) non deve essere liberain �.1.3 Il teorema di 
ut-eliminationI teoremi di 
orrettezza e 
ompletezza 
he abbiamo enun
iato nella sezio-ne pre
edente stabilis
ono assieme l'equivalenza tra l'appro

io semanti
o equello sintatti
o. Il 
al
olo dei sequenti �e 
ompleto rispetto alla semanti
a:in esso si possono derivare tutte le verit�a logi
he. Se 
i si pensa un mo-mento, la 
ompletezza di LK �e una propriet�a sorprendente: essa stabilis
e
he l'insieme delle formule vere in tutte i modelli 
orrisponde esattamenteall'insieme delle formule derivabili nel sistema. Il fatto davvero singolare�e 
he i due insiemi di 
ui si stabilis
e l'equivalenza sono de�niti in modo
ompletamente diverso; uno parla di formule 
ome di oggetti 
he assumonoun 
erto valore in un 
erto ambito semanti
o, l'altro 
onsidera le formule
ome puri oggetti sintatti
i. Il 
al
olo dei sequenti infatti �e in s�e privo diqualsiasi riferimento al signi�
ato dei simboli 
he esso manipola. In virt�udi 
i�o �e stato possibile de�nire al
une varianti pi�u \me

anizzabili" di LK
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ostituis
ono la base della Ri
er
a Automati
a di Dimostrazioni6,un 
ampo piuttosto vasto 
on appli
azioni importanti an
he (e soprattutto)all'Intelligenza Arti�
iale.Il risultato 
he 
i a

ingiamo ad introdurre in questa sezione non �e me-no sorprendente. Sempre riferendo
i all'Intelligenza Arti�
iale, abbiamo gi�aanalizzato in pre
edenza la regola del taglio di LK, 
on
ludendo 
he essadovrebbe essere essenziale per il buon funzionamento del sistema. Nel 
utinfatti �e 
odi�
ato un prin
ipio, quello del modus ponens, 
he �e 
onsideratobasilare per i pro
essi deduttivi umani; sembrerebbe dunque 
he tale regolasia indispensabile a qualunque sistema puramente sintatti
o il quale vogliaimitare il nostro modo di ragionare.I 
ondizionali utilizzati nel paragrafo pre
edente sono ben motivati; infatti,in 
ontrasto 
on le intuizioni ivi dis
usse, vale per LK il seguente teorema:Teorema 1.4 (Hauptsatz, Gentzen) Se il sequente � ` � �e derivabilein LK, allora esiste una derivazione del medesimo sequente nella quale nonvengono utilizzate regole del taglio.L'Hauptsatz 7 asseris
e 
he, nel sistema LK, la regola del taglio �e super
ua:qualunque 
osa si voglia dimostrare, se ne pu�o benissimo fare a meno. Quel-la 
he �e forse l'uni
a regola \intelligente" del 
al
olo dei sequenti si rivelaessere, ai �ni della derivabilit�a di formule, 
ompletamente inutile. Dietro aquesto fatto s
andaloso 
'�e in realt�a, 
ome vedremo nel 
apitolo 3, qual
osadi molto profondo, 
he �e il fondamento stesso del legame tra logi
a e infor-mati
a.Il punto 
ru
iale della dimostrazione di Gentzen, datata 1934, �e 
he essa�e 
ostruttiva; l'Hauptsatz si pu�o 
io�e riformulare nel seguente modo:Teorema 1.5 Se � �e una derivazione del sequente � ` � in LK, esiste unapro
edura e�ettiva 
he 
onsente di trasformare � in una derivazione �0 delmedesimo sequente, tale 
he �0 non fa uso di regole del taglio.Per questo motivo, l'Hauptsatz viene an
he detta Teorema di Cut-Elimination,in quanto fornis
e appunto una pro
edura per l'eliminazione dei tagli da unaderivazione.Vediamo allora 
om'�e fatta questa pro
edura, quali sono 
io�e le trasfor-mazioni elementari 
he 
onsentono di partire da una derivazione 
he fa uso6La me

anizzazione delle dimostrazioni, di 
ui il 
eleberrimo Teorema dei QuattroColori �e un illustre esempio, �e il vero mira
olo della 
ompletezza: un 
omputer, l'esserepi�u demente mai 
reato a questo mondo, diventa in grado di dimostrare teoremi 
he nessunessere umano �e attualmente in grado di veri�
are. . .7Nella grammati
a tedes
a, l'hauptsatz �e la \frase prin
ipale" di un periodo.
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osiddetta 
ut-free, 
io�e senza regole del taglio.Nel seguito presenteremo in realt�a solamente al
une regole di eliminazione,in modo da fornire l'idea generale di 
ome funzionino le 
ose; l'analisi 
om-pleta di tutte le regole sar�a fatta pi�u avanti (
apitolo 3) per LJ2, il 
al
olodei sequenti per la Logi
a Intuizionista al se
ondo ordine.Fa

iamo anzitutto un'osservazione a 
arattere generale. Gli oggetti deiquali 
i stiamo per o

upare sono sotto-derivazioni (dunque alberi) di questotipo: ��� �: : : �i ` �i : : :R� ` A;� ��� �0: : : �0j ` �0j : : :R0�0; A ` �0 
ut�;�0 ` �;�0dove � e �0 sono due derivazioni, R e R0 due regole qualunque di LK e0 � i; j � 2. Le regole 
he stiamo per introdurre, 
he 
hiameremo regole diriduzione, 
onsisteranno in ris
ritture dell'albero generi
o in un altro albe-ro, il quale o non 
ontiene pi�u 
ut, oppure 
ontiene altri 
ut pi�u sempli
i diquello di partenza; il 
on
etto di \sempli
it�a" di un 
ut pu�o naturalmenteessere formalizzato, ma 
i�o non 
i interessa in quest'introduzione iniziale.Basti sapere 
he la sempli
it�a di un 
ut �e legata alla sempli
it�a della formu-la tagliata, la quale intuitivamente tiene 
onto della presenza di 
onnettivilogi
i all'interno della formula stessa: pi�u 
onnettivi 
i saranno in una for-mula, pi�u alta sar�a la sua 
omplessit�a, e dunque pi�u alta sar�a la 
omplessit�adi un eventuale 
ut su quella formula. Le regole di riduzione dunque 
ree-ranno nuovi 
ut 
he, in sostanza, agiranno sulle sotto-formule della formulatagliata, le quali sono ne
essariamente pi�u sempli
i.E

o dunque la prima regola di riduzione, 
he 
oinvolge la regola dell'as-sioma: ��� �� ` A;� axA ` A 
ut� ` A;� �! ��� �� ` A;�Sebbene assolutamente banale, questa regola di riduzione �e il pilastro ditutta la 
ut-elimination. Grazie ad essa infatti i tagli sparis
ono de�nitiva-mente, generando derivazioni 
ut-free. Tutto il pro
esso di eliminazione deltaglio pu�o essere in realt�a visto 
ome una \migrazione" dei 
ut verso gli as-siomi; quando un 
ut raggiunge un assioma, si appli
a la regola di riduzioneappena introdotta ed esso viene �nalmente eliminato.La prossima regola mostra 
ome 
omportarsi nel 
aso in 
ui la formula ta-gliata 
ontenga 
ome 
onnettivo prin
ipale ^, e tale 
onnettivo sia stato



1.3. IL TEOREMA DI CUT-ELIMINATION 33introdotto mediante regole additive:��� �1� ` A;� ��� �2� ` B; �̂aR� ` A ^B;� ��� �3�0; A ` �0 ^aL1�0; A ^B ` �0 
ut�;�0 ` �;�0 �! ��� �1� ` A;� ��� �3�0; A ` �0
ut�;�0 ` �;�0Si noti 
ome la nuova derivazione non 
ontenga pi�u al
una tra

ia della sotto-derivazione �2; nel 
aso in 
ui la regola nel sotto-albero destro fosse statauna ^aL2, sarebbe stata �1 ad essere \s
artata". Per 
ontro, la seguente �ela regola di riduzione per la situazione analoga, ma nel 
aso in 
ui le regole
he hanno introdotto A ^B siano moltipli
ative:��� �1� ` A;� ��� �2�0 ` B;�0̂mR�;�0 ` A ^B;�;�0 ��� �3�00; A;B ` �00^mL�00; A ^B ` �00 
ut�;�0;�00 ` �;�0;�00 �! ��� �2�0 ` B;�0 ��� �1� ` A;� ��� �3�00; A;B ` �00
ut�;�00; B ` �;�00 
ut�;�0;�00 ` �;�0;�00Questa regola di riduzione 
rea due nuovi 
ut, utilizzando tutte le sotto-derivazioni presenti nella derivazione di partenza.Un'altra regola di riduzione interessante �e quella per i tagli su formule il
ui 
onnettivo prin
ipale sia un quanti�
atore universale:��� �� ` A[x℄;�8R� ` 8x:A;� ��� �0�0; A[t℄ ` �08L�0;8x:A ` �0 
ut�;�0 ` �;�0 �! ��� �[t=x℄� ` A[t=x℄;� ��� �0�0; A[t℄ ` �0
ut�;�0 ` �;�0In questa regola si e�ettua, nell'albero di �, una sostituzione generale ditutte le o

orrenze libere della variabile x 
on il termine t. Ci�o �e possibi-le per
h�e la regola 8R nel sotto-albero destro soddisfa ne
essariamente la
ondizione (?), e dunque le sole o

orrenze libere di x in � riguardano laformula A e le sue sottoformule; tutto il resto sar�a las
iato inalterato.In modo analogo si possono de�nire le regole per tutte le 
oppie di rego-le 
he introdu
ono i vari 
onnettivi; in parti
olare, la gestione di un tagliosu una formula introdotta da regole la 
ui formulazione non �e omogenea (adesempio additiva per l'introduzione a sinistra e moltipli
ativa per l'intro-duzione a destra) pu�o essere e�ettuata senza problemi grazie all'interventodelle regole strutturali. Per quanto riguarda queste ultime, proponiamo quidi seguito le regole di riduzione 
he determinano la ris
rittura della deriva-zione nel 
aso in 
ui una delle due o

orrenze della formula tagliata provenga
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ontrazione:��� �� ` A;� ��� �0�0 ` �0 WL�0; A ` �0 
ut�;�0 ` �;�0 �! ��� �0�0 ` �0 W�;�0 ` �;�0��� �� ` A;� ��� �0�0; A;A ` �0CL�0; A ` �0 
ut�;�0 ` �;�0 �! ��� �� ` A;� ��� �� ` A;� ��� �0�0; A;A ` �0
ut�;�0; A ` �;�0 
ut�;�;�0 ` �;�;�0 C�;�0 ` �;�0La linea di derivazione pi�u spessa indi
a, nel 
aso della regola per il weake-ning, l'appli
azione di pi�u regoleWL eWR, mentre nel 
aso della 
ontrazionel'appli
azione di pi�u regole CL e CR. La pe
uliarit�a dei passi di riduzione 
he
oinvolgono regole strutturali �e 
hiara: nel 
aso del weakening viene 
an
el-lato un intero ramo della derivazione; nel 
aso della 
ontrazione inve
e unramo viene dupli
ato. In quest'ultima situazione 
'�e da osservare 
he i duenuovi 
ut sono an
ora sulla medesima formula A, e dunque la loro 
omples-sit�a non �e diminuita. Tuttavia, intuitivamente, prima o poi la trasformazione
reer�a un 
ut la 
ui formula tagliata �e �nalmente introdotta da una regolalogi
a, e allora 
i si ritrover�a in uno dei 
asi gi�a dis
ussi. Formalmente la
osa �e alquanto deli
ata, e lo diviene an
ora di pi�u in 
onsiderazione delfatto 
he in realt�a weakening e 
ontrazioni potrebbero introdurre la formulain entrambe i rami della derivazione, ma alla �ne tutto �e risolvibile senzagrandissimi problemi 
on
ettuali.Resta an
ora un problema; tutti i 
asi analizzati �n'ora (ad e

ezione diquelli 
he 
oinvolgono regole strutturali), 
onsiderano la formula tagliata 
o-me appena introdotta sia nel ramo destro 
he in quello sinistro. Ci�o potrebbenon essere a�atto vero; il 
ut potrebbe operare su una formula 
he non �eminimamente 
oinvolta nella regola pre
edente. Il seguente �e un possibileesempio di una situazione del genere:��� �A� ` A;� ��� �B� ` B;�^aR� ` A ^B;� ��� �0�0; A ` C;D;�0 ^aL1�0; A ^B ` C;D;�0 _mR�0; A ^B ` C _D;�0 
ut�;�0 ` C _D;�;�0Come si vede, il 
ut opera su A^B ma, mentre quest'ultima nel ramo sinistroproviene direttamente da una regola ^aR, nel ramo destro l'ultima regola
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he non 
oinvolge la formula tagliata. Nell'eventualit�a di 
asi
ome questo, si pu�o dimostrare 
he il 
ut 
ommuta 
on qualsiasi altra regoladel 
al
olo dei sequenti, a patto naturalmente 
he la formula tagliata non sia
oinvolta nella regola in questione. Si possono dunque fornire una serie diregole di 
ommutazione, grazie alle quali i 
ut possono \salire" lungo l'alberodella derivazione, verso le foglie. Nel 
aso in questione, la trasformazionesar�a la seguente: ��� �A� ` A;� ��� �B� ` B;�^aR� ` A ^B;� ��� �0�0; A ` C;D;�0 ^aL1�0; A ^B ` C;D;�0 
ut�;�0 ` C;D;�;�0 _mR�;�0 ` C _D;�;�0Seguendo la \tra

ia" fornita dagli esempi 
he abbiamo introdotto �n qui,si pu�o dimostrare l'Hauptsatz in modo formale, a partire dalle seguentide�nizioni preliminari:De�nizione 1.14 De�niamo il grado di una formula A, 
he indi
hiamo
on d(A), nel seguente modo:� Se A �e atomi
a, d(A) = 1� d(A ^B) = d(A _B) = d(A) B) = max(d(A); d(B)) + 1� d(:A) = d(8x:A) = d(9x:A) = d(A) + 1. In parti
olare d(A[t=x℄) =d(A) per ogni termine t.Il grado di un 
ut �e sempli
emente il grado della formula tagliata.De�nizione 1.15 Il rango di una 
erta o

orrenza di una formula nell'al-bero di derivazione �e il numero di regole 
he si trovano al di sopra di essa;ad esempio, il rango di entrambe le o

orrenze di A nel sequente A ` Aottenuto mediante la regola dell'assioma �e pari a 1, e tutte le altre regoleaumentano di un'unit�a il rango delle o

orrenze 
oinvolte.Il rango di un 
ut �e de�nito 
ome il massimo tra i ranghi delle due o

orrenzedella formula tagliata, pi�u 1.De�nizione 1.16 Se � �e una derivazione la 
ui ultima regola �e un 
ut, deltipo ��� �� ` A;� ��� �0�0; A ` �0
ut�;�0 ` �;�0tale 
he � e �0 sono 
ut-free, allora diremo 
he � �e quasi-
ut-free.
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ome il grado formalizzi in qual
he modo il 
on
etto di \
omplessit�a"di un 
ut di 
ui si �e parlato in pre
edenza. La propriet�a fondamentale delleregole di riduzione, di 
ui abbiamo visto qual
he esempio, �e la seguente: leregole di riduzione logi
he eliminano un 
ut di grado d in modo 
ompleto,oppure 
reano uno o pi�u 
ut di grado d� 1; le riduzioni strutturali e logi
heo eliminano un 
ut (�e il 
aso del weakening) oppure, 
osa pi�u importante,rimpiazzano un 
ut di rango � 
on almeno un 
ut di rango ��1. C'�e dunquealmeno uno dei due parametri 
he diminuis
e sempre sotto l'appli
azione diqualsiasi regola; questo fatto sar�a la 
hiave della dimostrazione dell'Haupt-satz. Infatti, il primo passo verso l'eliminazione del taglio sar�a il seguentelemma:Lemma 1.1 Se � �e una derivazione quasi-
ut-free, �e possibile trasformarlain una derivazione �0 del medesimo sequente tale 
he �0 �e 
ut-free.Dimostrazione. Pro
ederemo per doppia induzione sul grado d e sul rango� del 
ut 
he 
on
lude la derivazione �. Con � e �0 
hiameremo le duesotto-derivazioni le 
ui 
on
lusioni 
ostituis
ono rispettivamente la premessasinistra e destra del 
ut, esattamente 
ome nella de�nizione 1.16.i. d = 1. Pro
ediamo per sotto-induzione sul rango:(a) Il rango �e minimo, 
io�e � = 2. Le due derivazioni � e �0 non pos-sono essere 
he assiomi, e dunque la forma normale si raggiungeappli
ando una sempli
e regola di riduzione.(b) Il rango � �e generi
o. Poi
h�e la formula tagliata �e atomi
a, en-trambe le o

orrenze non possono 
he essere state introdotte dadue assiomi. Tra tali assiomi e il 
ut 
i sono dunque un 
ertonumero di regole (al pi�u � � 1) 
he non operano sulla formulain questione. In parti
olare, an
he le ultime regole prima del
ut sono di questo tipo; e�ettuando uno o due passi di riduzione
ommutativi otteniamo una derivazione 
he 
ontiene una o duesotto-derivazioni quasi-
ut-free in 
ui il rango del 
ut 
on
lusivo�e minore di �. Per ipotesi di sotto-induzione, tali derivazioni sononormalizzabili.ii. Il grado d �e generi
o. An
he qui e�ettuiamo una sotto-induzione sulrango:(a) Il rango �e minimo, vale a dire � = 2. An
he in questo 
aso,pur non essendo atomi
a, la formula �e introdotta direttamen-te per mezzo di due assiomi; basta un passo di riduzione pernormalizzare la derivazione.(b) Il rango � �e generi
o. Se una tra � e �0 non si 
on
lude 
on unaregola logi
a 
he introdu
e la formula tagliata, mediante le ridu-zioni 
ommutative otteniamo una derivazione 
he 
ontiene una
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ut-free in 
ui il rango del 
ut 
on
lusivo�e minore di �; per ipotesi di sotto-induzione, tale derivazione �enormalizzabile. Se, al 
ontrario, � e �0 si 
on
ludono 
on unaregola 
he introdu
e la formula tagliata, appli
hiamo il passo diriduzione appropriato e otteniamo una derivazione 
he 
ontienealmeno una sotto-derivazione quasi-
ut-free in 
ui il grado del-l'uni
o taglio �e minore di d; per ipotesi d'induzione, abbiamo latesi.�Il teorema 1.5 si ottiene mediante una sempli
e induzione sul numero di
ut presenti in una derivazione; siamo 
os�� arrivati all'Hauptsatz, e alla sor-prendente eliminazione del modus ponens dalle regole fondamentali dellalogi
a.Il Teorema di Cut-Elimination ha, a livello puramente logi
o, diversi 
o-rollari di grande importanza. Uno di essi �e relativo alla 
osiddetta propriet�adella sotto-formula:De�nizione 1.17 Si di
e 
he una derivazione � di LK del sequente � ` �ha la propriet�a della sotto-formula se tutti gli assiomi 
he sono le foglie di� introdu
ono es
lusivamente sotto-formule delle formule di � e �.Esaminando le regole di LK, 
i a

orgiamo 
he l'uni
a regola 
he v��ola lapropriet�a della sotto-formula �e proprio il 
ut; poi
h�e per�o sappiamo 
he il
ut �e ridondante, sappiamo an
he 
he per qualsiasi sequente ` A pu�o esse-re trovata una derivazione per 
ui valga il prin
ipio della sotto-formula. Invirt�u del Teorema di Completezza di G�odel, 
i�o signi�
a 
he tutte le formulevere sono dimostrabili a partire es
lusivamente dalle loro sotto-formule8.Diretta 
onseguenza della propriet�a della sotto-formula �e la 
onsistenza diLK, 
he pu�o essere formalizzata nel seguente teorema:Teorema 1.6 Il sequente vuoto ` non �e derivabile in LK.8Una 
onseguenza strabiliante di 
i�o �e 
he, ad esempio, tutti i teoremi della TeoriaAnaliti
a dei Numeri ammettono versioni \puramente aritmeti
he", in 
ui non viene uti-lizzato al
uno strumento dell'Analisi delle Funzioni nel Campo Complesso. Tuttavia, laformalizzazione di tali dimostrazioni genererebbe derivazioni di LK 
he non partono \dalvuoto", 
io�e le 
ui foglie non sono solo regole dell'identit�a, ma an
he sequenti del tipo` B, dove B �e un assioma della teoria nella quale viene dimostrato il risultato (in questo
aso, formule 
he fanno parte degli Assiomi di Peano, degli Assiomi del Campo Reale, e
-
etera). Il Teorema di Cut-Elimination naturalmente non �e estendibile alle derivazioni 
henon partono dal vuoto, e dunque non �e appli
abile a questo 
aso. Inoltre, 
ome vedremoin 5.3 le versioni 
ut-free delle dimostrazioni possono fa
ilmente diventare di dimensionisuperiori a qualsiasi misura 
on
epibile dell'Universo. . .



38 CAPITOLO 1. I SISTEMI LOGICI E LA CUT-ELIMINATIONDimostrazione. Per il Teorema di Cut-Elimination, se esistesse una deri-vazione del sequente vuoto, sarebbe possibile trovarne una 
ut-free, dunqueper la quale varrebbe la propriet�a della sotto-formula; ma poi
h�e l'uni
asotto-formula del vuoto �e la formula vuota, la derivazione in questione 
on-sisterebbe del solo sequente vuoto, e dunque non sarebbe una derivazione diLK. �A livello informati
o, il Teorema di Cut-Elimination ha inve
e 
onseguenzetravolgenti, 
he dis
uteremo nel 
apitolo 3.



Capitolo 2Modelli di 
omputazioneDedi
heremo il presente 
apitolo ad una breve introduzione ai modelli di
omputazione 
lassi
i: le ma

hine di Turing, le funzioni ri
orsive e il �-
al
olo. Esporremo 
os�� i tre sistemi fondamentali dell'Informati
a Teori
aai quali faremo riferimento nel resto della trattazione.2.1 Le ma

hine di TuringLe ma

hine di Turing sono state introdotte dal matemati
o inglese AlanTuring negli anni '40. An
he se all'epo
a i 
al
olatori automati
i erano pra-ti
amente inesistenti, tale modello ideale non �e molto lontano da quelli 
hesono i 
al
olatori elettroni
i reali sviluppatisi dalla se
onda met�a del se
olos
orso �no ai giorni nostri. In parti
olare, vedremo 
ome l'appro

io seguitodalle ma

hine di Turing sia estremamente di basso livello, simile, in ambitoreale, ad una programmazione di tipo imperativo, o addirittura direttamen-te a livello di linguaggio assembly.Diamo allora la de�nizione della nostra ma

hina di Turing:De�nizione 2.1 (Ma

hina di Turing) Una ma

hina di Turing M �euna tripla h� [ f�g; S [ fs0; s1g; Æidove� �, 
he �e detto l'alfabeto di M, �e un insieme �nito di simboli, 
uiviene aggiunto il simbolo spe
iale � (\blank"); per brevit�a, porremo� := � [ f�g.� S �e un insieme �nito di stati in 
ui M si pu�o trovare, 
ui vengonoaggiunti gli stati s0 e s1, detti rispettivamente stato iniziale e stato�nale di M; per brevit�a, porremo S := S [ fs0; s1g.39



40 CAPITOLO 2. MODELLI DI COMPUTAZIONE� Æ, 
he �e detta la funzione di transizione di M, �e una funzione parzialedi tipo Æ : S � �! S � �� f ;!gtale 
he nel dominio non 
i sia al
una 
oppia di S � � la 
ui prima
omponente �e s1.Ad M �e inoltre asso
iato un nastro, 
ostituito da una quantit�a in�nita nu-merabile di 
elle, 
ias
una delle quali 
ontiene un simbolo di �. M �e poidotata di una testina, la quale �e ad ogni dato istante posizionata su esatta-mente una 
ella del nastro. Tramite la testina, la ma

hina pu�o leggere il
ontenuto della 
ella e modi�
arlo.Il funzionamento di una ma

hina di Turing �e molto sempli
e. Ad ogni datoistante, la nostra ma

hina si trova in uno stato ben pre
iso, supponiamos, e la sua testina �e posizionata su una ben determinata 
ella del nastro, laquale 
ontiene, ad esempio, il simbolo �. A questo punto, la ma

hina diTuring fornis
e in input alla sua funzione di transizione Æ la 
oppia hs; �i;se questa 
oppia non �e nel dominio di Æ, la ma

hina si ferma. Altrimen-ti, Æ restituis
e una tripla 
ostituita da uno stato s0, un simbolo �0 e unelemento di f ;!g; la nostra ma

hina allora aggiorner�a il suo stato a s0,modi�
her�a il 
ontenuto della 
ella su 
ui si trova la testina in modo 
heessa 
ontenga il simbolo �0, e sposter�a la testina stessa se
ondo la seguenteregola: se il terzo elemento della tripla restituita da Æ �e  , la testina sar�aspostata sulla 
ella immediatamente \a sinistra" di quella 
orrente, mentrese tale elemento �e !, la testina sar�a spostata sulla 
ella immediatamente\a destra". I termini \sinistra" e \destra" si riferis
ono naturalmente ad unqual
he orientamento arbitrario del nastro, �ssato per�o una volta per tutteper ogni ma

hina di Turing.A questo punto, la nostra ma

hina si trova nuovamente in un qual
he sta-to, 
on la testina posizionata su una 
ella in 
ui sar�a 
ontenuto un qual
he
arattere; il pro
edimento pu�o dunque essere appli
ato in modo identi
o,�n
h�e non su

ede una delle seguenti due 
ose:I la ma

hina si trova in uno stato q e la testina �e posizionata su una
ella 
ontenente il 
arattere � tali 
he hq; �i non �e nel dominio di Æ. Inquesto 
aso, diremo 
he la ma

hina ha terminato il suo 
al
olo 
onuna 
on�gurazione non a

ettante;I la ma

hina arriva allo stato �nale s1, sul quale, per de�nizione, sifermer�a si
uramente. In tal 
aso, diremo 
he la ma

hina ha terminatoil suo 
al
olo 
on una 
on�gurazione a

ettante.Naturalmente, �e senz'altro possibile 
he la nostra ma

hina di Turing nonarrivi mai a una di queste due situazioni, e 
he questa 
ontinui dunque a
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al
olare all'in�nito.La dinami
a des
ritta sopra pu�o essere formalizzata nel seguente modo:De�nizione 2.2 (Con�gurazione) Sia M una ma

hina di Turing, la
ui funzione di transizione �e Æ. Una 
on�gurazione di M �e una triplahs; l; ridove s 2 S, e l = (�i)i2N e r = (�i)i2N sono due su

essioni di simbolidell'alfabeto �, tali 
he �0 �e il simbolo 
ontenuto nella 
ella immediatamentea sinistra della 
ella 
orrente, �1 il simbolo 
ontenuto nella 
ella an
ora pi�ua sinistra, e 
os�� via, mentre �0 �e il simbolo 
ontenuto nella 
ella 
orrente,�1 quello 
ontenuto nella 
ella immediatamente a destra, e 
os�� via.Qualunque siano l e r, de�niamo le seguenti tre 
lassi di 
on�gurazioninotevoli di M:{ hs0; l; ri �e una 
on�gurazione iniziale{ hs; l; ri, in 
ui hs; �0i non appartiene al dominio di Æ, �e una 
on�gu-razione �nale non a

ettante{ hs1; l; ri �e una 
on�gurazione �nale a

ettanteIn genere, se hs; l; ri �e una 
on�gurazione di una ma

hina di Turing dialfabeto �, 
onsidereremo l ed r non 
ome su

essioni di simboli ma 
omestringhe (an
he in�nite) sull'alfabeto �, 
on le seguenti 
onvenzioni:� A (�i)i2N asso
iamo la stringa �0�1�2 : : :, e vi
eversa� Se (�i)i2N �e una su

essione per la quale esiste un 
erto m � 0 tale
he, per ogni i � m, �i = �, allora a tale su

essione asso
iamo lastringa �nita �0�1 : : : �m�1; se m = 0, la stringa asso
iata sar�a ", 
io�ela stringa vuota. Vi
eversa, alla stringa vuota asso
iamo la su

essione(�)i2N , mentre alla generi
a stringa �nita, non vuota, �0�1 : : : �m�1asso
iamo la su

essione (�i)i2N tale 
he, per i < m, �i = �i, mentreper i � m, �i = �Naturalmente, tra le stringhe �nite di un alfabeto qualsiasi �e de�nita la 
on-
atenazione, per la quale utilizzeremo la notazione usuale: se u e v sono duestringhe �nite, tali 
he u = a1 : : : am e v = b1 : : : bn, la loro 
on
atenazioneuv sar�a la stringa a1 : : : amb1 : : : bn.De�nizione 2.3 (Transizione) Sia M una ma

hina di Turing, la 
uifunzione di transizione �e Æ, e siano 
 = hs; (�i)i2N ; (�i)i2Ni e 
0 = hs0; l0; r0idue 
on�gurazioni di M. Diremo 
he 
0 �e la 
on�gurazione su

essiva di 
in M, e s
riveremo 
 M! 
0



42 CAPITOLO 2. MODELLI DI COMPUTAZIONEse e solo se Æ(s; �0) = hs0; �; ie l0 = (�0i)i2N ; 
on �0i = �i+1 8i 2 Nr0 = (�0i)i2N ; 
on �00 = �0, �01 = �, e 8i � 2, �0i = �i�1.oppure Æ(s; �0) = hs0; �;!ie l0 = (�0i)i2N ; 
on �0 = � e 8i � 1, �0i = �i�1r0 = (�0i)i2N ; 
on �0i = �i+1 8i 2 N.In questo 
aso, diremo an
he 
he M passa da 
 a 
0 per mezzo di unatransizione elementare.Denoteremo 
on M� la 
hiusura ri
essiva e transitiva di M!, e s
riveremodunque 
0 M� 
n+1se esistono n 
on�gurazioni 
1; : : : ; 
n di M tali 
he
0 M! 
1 M! : : : M! 
n M! 
n+1Ogni transizione elementare di una ma

hina di Turing �e dunque un passoatomi
o di 
omputazione, e ogni 
al
olo svolto da una ma

hina di Turingpu�o essere visto 
ome una sequenza di tali passi atomi
i.Vediamo ora 
ome possiamo utilizzare la dinami
a delle ma

hine per ef-fettuare veri e propri 
al
oli. Anzitutto, possiamo 
onsiderare il 
ontenutoiniziale del nastro 
ome l'input della 
omputazione; poi
h�e siamo in generaleinteressati ad e�ettuare 
al
oli su input �niti, supporremo d'ora in poi 
hele 
on�gurazioni iniziali siano tutte della formahs0; "; r0idove r0 �e una stringa �nita (naturalmente sull'alfabeto della ma

hina diTuring in questione). Diremo allora 
he la ma

hina di Turing M a

ettala stringa r0 se hs0; "; r0i M� hs1; l1; r1idove l1 e r1 sono due stringhe qualunque. Al 
ontrario, diremo 
he Mri�uta la stringa r0 se hs0; "; r0i M� 
dove 
 �e una qualsiasi 
on�gurazione �nale non a

ettante di M. In que-sto modo, una ma

hina di Turing pu�o de
idere un linguaggio, 
io�e pu�oessere 
ostruita in modo tale da a

ettare solo le stringhe 
he fanno parte
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erto sottoinsieme di ��, dove 
on �� denotiamo l'insieme di tuttele stringhe �nite 
omposte da simboli di �. Chiaramente, possono esistere
on�gurazioni iniziali per le quali la nostra ma

hina di Turing non arrivamai a fermarsi; 
i�o signi�
a 
he al
une stringhe resteranno inde
idibili, nelsenso 
he la ma

hina non determiner�a mai se una stringa di questo genereappartiene o no al linguaggio. Possiamo formalizzare quanto detto 
omesegue:De�nizione 2.4 Sia M una ma

hina di Turing di alfabeto �, e sia L � ��un linguaggio su tale alfabeto. Diremo 
he M de
ide L se, per ogni u 2 L,M a

etta u, mentre per ogni v =2 L, M ri�uta v. Diremo inve
e 
he Msemi-de
ide L se M a

etta tutte le stringhe di L, ma non termina se ininput gli viene data una stringa 
he non appartiene a L.Allo stesso modo, diremo 
he un linguaggio L �e de
idibile se esiste unama

hina di Turing in grado di de
iderlo; L sar�a inve
e semi-de
idibile seesiste una ma

hina di Turing in grado di semi-de
iderlo.Poi
h�e un qualunque problema pu�o essere ridotto ad un 
osiddetto proble-ma di de
isione (un problema 
io�e per il quale la risposta �e \s��" o \no"), epoi
h�e ogni problema di de
isione pu�o essere ridotto al problema di deter-minare l'appartenenza o meno di una 
erta stringa ad un 
erto linguaggio,abbiamo in questo modo stabilito 
ome una ma

hina di Turing possa essereutilizzata per risolvere problemi.Tuttavia, il lettore attento avr�a notato 
he, nella de�nizione di 
on�gu-razione �nale a

ettante o non a

ettante, �e stato 
ompletamente ignoratoil 
ontenuto del nastro; 
i�o 
he importa �e, una volta 
he la ma

hina si siafermata, andare a vedere lo stato in 
ui si trova. Se esso �e s1, 
on
ludiamo
he la ma

hina 
i ha dato una risposta positiva, se �e diverso da s1, 
on-
ludiamo inve
e 
he la risposta �e negativa.A tutto 
i�o esiste 
hiaramente un'alternativa: possiamo s
egliere di igno-rare lo stato 
on 
ui la ma

hina termina, e 
onsiderare es
lusivamente il
ontenuto del nastro. In questo modo, si pu�o programmare una ma

hi-na di Turing per
h�e essa, piuttosto 
he risolvere un problema, 
al
oli unafunzione. E

o 
ome fare:De�nizione 2.5 Sia f una funzione parziale da (��)n a ��, 
io�e una fun-zione 
he, a partire da n stringhe sull'alfabeto �, ne restituis
e un'altra; siainoltre M una ma

hina di Turing di alfabeto �. Allora, diremo 
he M
al
ola f se e solo se:� se f(u1; : : : ; un) �e de�nita, allorahs0; "; u1�u2� : : :�uni M� 
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 �e una 
on�gurazione �nale (a

ettante o no) di M tale 
he
 = hs; l; f(u1; : : : ; un)idove s 2 S e l �e una stringa qualsiasi� se f(u1; : : : ; un) non �e de�nita, allora la 
on�gurazionehs0; "; u1�u2� : : :�unid�a luogo ad una su

essione in�nita di passi, 
io�e di transizioni ele-mentari.Un 
lasse parti
olare di ma

hine di Turing di questo tipo sono quelle sull'al-fabeto f0; 1g, le 
ui stringhe possono essere interpretate 
ome numeri interiin notazione binaria; tali ma

hine di Turing assomigliano molto a program-mi, 
he girano su un normale 
omputer, i quali 
al
olano funzioni da interia interi, utilizzando appunto la rappresentazione binaria.Una 
onseguenza immediata della de�nizione 2.5 �e 
he tutte le ma

hinedi Turing 
he de
idono problemi sono 
asi parti
olari di ma

hine di Turing
he 
al
olano funzioni, in 
ui il risultato della funzione viene ignorato, eviene piuttosto preso in 
onsiderazione lo stato �nale. Ad ogni problema �edunque ben asso
iata una funzione, mentre ad una funzione pu�o in generaleessere impossibile asso
iare un problema in modo \
anoni
o".Possiamo allora dare la nostra prima de�nizione di 
al
olabilit�a:De�nizione 2.6 (Turing-
al
olabilit�a) Sia f una funzione da Nn a N.Diremo 
he f �e Turing-
al
olabile se esiste una ma

hina di Turing Mf 
hela 
al
ola.La de�nizione data per le ma

hine di Turing non �e l'uni
a possibile; in pra-ti
a, su ogni libro 
he tratti di Informati
a Teori
a se ne trova una diversa.Un'alternativa interessante 
he menzioniamo in questa sede �e la ma

hinadi Turing multinastro:De�nizione 2.7 (Ma

hina di Turing multinastro) Una ma

hina diTuring a k nastri Mk �e una triplah� [ f�g; S [ fs0; s1g; Æide�nita esattamente 
ome per le ma

hine di Turing mononastro, ad e

e-zione della funzione di transizione, per la quale �eÆ : S � �k ! S � (�� f ;!g)kAd Mk non �e asso
iato un solo nastro, ma k; 
ias
uno di essi ha una testina,in grado di leggere e modi�
are il 
ontenuto della 
ella su 
ui �e posizionata,e in grado di muoversi indipendentemente dalle altre testine.
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he per le ma

hine di Turing multinastro sono de�nibilii 
on
etti di 
on�gurazione, transizione e 
al
olabilit�a (
he in questo 
aso
hiameremo k-Turing-
al
olabilit�a), in modo del tutto analogo a quanto fat-to per le ma

hine di Turing mononastro. In parti
olare, le 
on�gurazioninon saranno pi�u triple ma (2k + 1)-ple, dove k �e il numero di nastri dellama

hina.Le ma

hine di Turing multinastro sono \pi�u 
omode" da programmareper
h�e fornis
ono evidentemente pi�u spazio sul quale lavorare. Ad esempio,nel 
aso in 
ui si voglia 
al
olare una funzione n-aria, si pu�o pensare diriservare n nastri di \sola lettura" agli input, prendere un altro nastro di\sola s
rittura" per l'output, e utilizzare poi un numero arbitrario di altrinastri (sia in s
rittura 
he in lettura) per \fare i 
al
oli". Sebbene 
i�o possafar sperare in un aumento del potere di 
al
olo delle ma

hine multinastrorispetto a quelle mononastro, vale la seguente proposizione:Proposizione 2.1 Una funzione da interi a interi f �e k-Turing-
al
olabilese e solo se �e Turing-
al
olabile.Dimostrazione. La dimostrazione si 
ompone di due parti: l'impli
azio-ne \f Turing-
al
olabile, allora f k-Turing-
al
olabile" �e banalmente veraponendo k = 1. Per quanto riguarda l'impli
azione inversa, si pu�o fare laseguente 
onsiderazione. SeMk �e una ma

hina di Turing a k-nastri di alfa-beto �, ad ogni istante il 
ontenuto dei suoi nastri pu�o essere 
odi�
ato daun'uni
a stringa (rappresentabile dunque su un uni
o nastro) su un alfabetodi (j�j + 1)k simboli, dove j�j �e il numero di simboli di �. Supponendoinfatti di aver assegnato una numerazione alle 
elle di 
ias
un nastro, il 
on-tenuto delle k 
elle del generi
o indi
e i forma una stringa di lunghezza ksull'alfabeto �, e di tali stringhe ne esistono proprio (j�j+ 1)k.Ora, ad ogni dato istante le testine dei k nastri saranno posizionate su una
ella ben pre
isa; possiamo dunque immaginare 
he 
i siano altri k nastri,uno per ogni nastro diMk, i quali siano interamente riempiti di simboli� ade

ezione della 
ella 
orrispondente alla posizione della testina per il nastro
he dobbiamo 
odi�
are. Possiamo immaginare 
he tale 
ella 
ontenga unsimbolo qualsiasi di �, �ssato a priori.In base alle 
onsiderazione fatte sopra, il 
ontenuto dei 2k nastri (quellidiMk pi�u i k \ausiliari", 
he rappresentano le posizioni di 
ias
una testina)pu�o essere \
ompresso" in uni
o nastro, utilizzando un alfabeto di (j�j+1)2ksimboli. Cos�� fa
endo, abbiamo rappresentato la generi
a 
on�gurazione diMk 
on una 
on�gurazione di una ma

hina ad un solo nastro M.La \simulazione" di Mk 
on M �e ora abbastanza sempli
e. Baster�a 
er
arela posizione di tutte le testine, registrando 
on una serie di stati opportuni il
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ontenuto delle rispettive 
elle, ed e�ettuare la transizione diMk apportan-do al nastro le modi�
he ne
essarie. E' 
hiaro dunque 
he M avr�a non solopi�u simboli, ma an
he pi�u stati diMk, e inoltre ogni passo diMk si tradurr�ain pi�u passi di M, ma 
i�o non ha importanza ai �ni della 
al
olabilit�a. Idettagli della simulazione possono essere trovati in [19℄. �Un'altra variante, indubbiamente di enorme interesse, �e quella delle ma
-
hine di Turing non-deterministi
he:De�nizione 2.8 (Ma

hina di Turing non deterministi
a) Una ma
-
hina di Turing non deterministi
a N �e una triplah� [ f�g; S [ fs0; s1g; Æide�nita esattamente 
ome per le ma

hine di Turing deterministi
he, ade

ezione della funzione di transizione, per la quale �eÆ : S � �! 2S���f ;!gdove, se A �e un insieme, 2A ne denota l'insieme delle parti, 
io�e l'insiemedi tutti i sottoinsiemi di A.Le ma

hine di Turing non deterministi
he introdu
ono una di�erenza radi-
ale rispetto alle loro 
ontroparti deterministi
he: ad ogni passo, la funzionedi transizione determina una \s
issione" nel 
omportamento della ma

hina;ogni 
on�gurazione ha quindi pi�u di un su

essore. In prati
a, �e 
ome se adogni passo si 
reassero pi�u \mondi paralleli" in 
ui l'ese
uzione della ma
-
hina prende una strada diversa. Naturalmente, la 
on�gurazione di unama

hina non deterministi
a sar�a sempli
emente un insieme �nito di 
on�-gurazioni deterministi
he, e il passo elementare generer�a la 
on�gurazionesu

essiva 
ome unione di tutte le 
on�gurazioni generate dagli elementi del-la 
on�gurazione in esame. La 
al
olabilit�a viene de�nita di 
onseguenza:una ma

hina di Turing non deterministi
a termina quando una delle sue
on�gurazioni 
ontiene una 
on�gurazione deterministi
a �nale (a

ettanteo no, a se
onda se si stia de
idendo un linguaggio o 
al
olando una funzione).Il mondo della 
omputazione non deterministi
a �e il paradiso degli inde-
isi: di fronte ad una s
elta, 
i si ri�uta sempre di prendere una de
isione, esi opta 
os�� per intraprendere tutte le strade possibili. Possiamo des
riverela di�erenza tra 
omputazione deterministi
a e non deterministi
a 
on unsempli
e esempio. Supponiamo di trovar
i all'ingresso di un labirinto, delquale ovviamente si vuole trovare l'us
ita. Come tutti i labirinti, quello 
he
i a

ingiamo ad attraversare 
ontiene vi
oli 
ie
hi, vale a dire punti in 
uinon �e pi�u possibile proseguire in al
una direzione, se non tornando indietroda dove si arrivati. Il nostro labirinto per�o 
ontiene un'altra insidia, ben pi�u
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ostituita da un 
erto numero di 
ammini in�niti. Naturalmen-te, tali 
ammini sono indistinguibili: all'interno del labirinto non si �e maiin grado di dire se alla prossima svolta 
i sar�a l'us
ita, oppure se dovremoan
ora proseguire per 
hiss�a quanto.Al 
ontrario di quanto avviene nella nostra realt�a deterministi
a, in quan-to esseri non deterministi
i avremmo la 
apa
it�a di 
reare, davanti ad unas
elta qualsiasi, un numero arbitrario di nostri alter ego. Questi alter ego,agendo in dimensioni parallele, sarebbero in grado di prendere 
ias
uno unastrada diversa, s
egliendo dunque una delle possibili opzioni 
he 
i eranostate o�erte. Di fronte ad un bivio del nostro labirinto, saremmo quindi ingrado di \sdoppiar
i" in modo da prendere in 
ontemporanea entrambe ledirezioni. Alla �ne, una delle miriadi di nostre 
opie in una delle miriadidi dimensioni parallele 
reate nel 
orso dell'avventura arriver�a all'us
ita, eri
hiamer�a a s�e tutti i suoi alter ego, salvandoli possibilmente dall'essersiimbattuti in un 
ammino in�nito. E' interessante notare 
he un osservatoreposizionato nella dimensione 
ui appartiene il nostro alter ego \vin
itore",quello 
io�e 
he ha trovato l'us
ita, ha avuto l'impressione 
he noi 
onos
es-simo alla perfezione la strada per attraversare il labirinto; infatti, in quelladimensione, non abbiamo 
ompiuto un solo errore, e siamo arrivati all'us
itaper
orrendo il 
ammino pi�u 
orto possibile.Purtroppo, nella nostra misera 
ondizione deterministi
a, l'uni
o metodoinfallibile 
he 
onos
iamo per us
ire vivi dal labirinto �e quello di esplora-re una ad una tutte le possibilit�a. In parti
olare, sapendo dell'esistenza di
ammini in�niti, opteremo in questo 
aso per un'esplorazione \in ampiezza"del labirinto, piuttosto 
he \in profondit�a". Ad ogni bivio, s
eglieremmouna delle due strade, 
ontinuando per�o soltanto �no al bivio su

essivo,a

ertando
i dunque 
he non si tratti di un vi
olo 
ie
o. A questo pun-to, torneremmo indietro ed esploreremmo l'altra strada, sempre �no al biviosu

essivo. Osserviamo 
he, 
os�� fa
endo, saremo 
ostretti a tornare indietro�no all'ingresso (per poi rientrare s
egliendo un'altra strada) un numero an-
he altissimo di volte, tante quante ne servono per arrivare a trovare l'us
ita.L'esempio sopra mette in lu
e due aspetti interessanti: il primo �e 
he, aquanto pare, il non determinismo non aumenta il potere 
omputazionaledelle ma

hine di Turing. L'intuizione �e in e�etti veri�
ata dalla seguenteproposizione:Proposizione 2.2 Una funzione f da interi a interi �e Turing-
al
olabilein senso non deterministi
o se e solo essa �e Turing-
al
olabile in sensodeterministi
o.Dimostrazione. An
he qui, un'impli
azione dell'enun
iato �e ovvia. Perl'altro verso dell'impli
azione, vale un argomento 
he �e sostanzialmente una



48 CAPITOLO 2. MODELLI DI COMPUTAZIONEversione formalizzata dell'esplorazione del labirinto esposta sopra; si veda[19℄ per i dettagli. �Il se
ondo aspetto, per 
erti versi molto pi�u interessante, �e 
he la risolu-zione di un problema 
on metodi non deterministi
i sembra o�rire vantaggienormi dal punto di vista del tempo ri
hiesto per arrivare alla soluzione.An
he se non abbiamo an
ora formalizzato il 
on
etto di 
omplessit�a 
om-putazionale (la 
osa sar�a oggetto del 
apitolo 5), e in parti
olare di 
osas'intenda per \tempo ri
hiesto all'ese
uzione di un programma", �e 
hiaro daun punto di vista intuitivo 
he, nell'esempio del labirinto, il tempo ri
hie-sto per trovare l'us
ita nel 
aso deterministi
o pu�o essere mostruosamentepi�u grande di quello ri
hiesto per trovarla grazie ai \poteri magi
i" utiliz-zabili nel 
aso non deterministi
o. Questa 
onsiderazione informale �e inrealt�a la base di una delle questioni fondamentali dell'Informati
a Teori
a,attorno alla quale roteano le pi�u grandi questioni an
ora irrisolte del 
ampo.Tornando alle proposizioni 2.1 e 2.2, queste sono solo \punte d'i
eberg"di una serie di risultati analoghi riguardanti tutte le possibili varianti mai
on
epite di ma

hine di Turing. Tutto 
i�o ha indotto a pensare 
he le ma
-
hine di Turing, nella nostra de�nizione iniziale, 
atturino in modo 
ompletoil signi�
ato di 
al
olabilit�a. In altre parole, sembra non possa esistere unafunzione 
he sia 
al
olabile in senso intuitivo ma per la quale non esista unama

hina di Turing in grado di 
al
olarla. Abbiamo allora la 
eleberrimatesi di Chur
h-Turing:Proposizione 2.3 (Tesi di Chur
h-Turing) Una funzione �e \
al
olabi-le" se e solo se �e Turing-
al
olabile.La tesi di Chur
h-Turing, 
hiaramente non dimostrabile formalmente, as-seris
e in sostanza 
he la nostra idea di 
al
olabilit�a �e 
odi�
ata a livellomatemati
o in modo esatto dalle ma

hine di Turing. Vedremo nel segui-to 
he esistono altri modelli di 
al
olo, equivalenti alle ma

hine di Turing,i quali possono vantare la stessa 
orrispondenza 
on la nostra intuizione,avallando an
ora di pi�u l'ipotesi 
he tutte le formalizzazioni del 
on
etto di\
al
olabilit�a" 
he abbiamo oggi a disposizione sono in e�etti le migliori 
hepotremo mai trovare.2.2 Le funzioni ri
orsiveQuello delle funzioni ri
orsive, a di�erenza delle ma

hine di Turing intro-dotte nella sezione pre
edente, �e un modello puramente astratto. Con lanozione di funzione ri
orsiva si 
er
a 
io�e di 
atturare il signi�
ato intuitivodi funzione 
al
olabile in modo assiomati
o, astraendosi da qualsiasi riferi-mento ad una parti
olare \realizzazione �si
a". E' 
hiaro infatti 
he, 
ome
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hine di Turing si avvi
inano pare

hio ai 
al
olatorielettroni
i reali, i quali ne rappresentano, pur approssimativamente, una rea-lizzazione 
on
reta. Al 
ontrario, le funzioni ri
orsive non potranno essererapportate a nessun oggetto 
on
reto; il modello assiomati
o �e, utilizzandoun'espressione dell'informati
a moderna, ma
hine independent.Iniziamo 
on il de�nire una prima 
lasse di funzioni ri
orsive:De�nizione 2.9 (Funzioni ri
orsive primitive) L'insieme PR delle fun-zione ri
orsive primitive �e l'insieme generato induttivamente nel seguentemodo:i (Costante). La funzione 
ostante 0 �e una funzione ri
orsiva primitiva diarit�a nullaii (Proiezioni). Le proiezioni �ni , tali 
he�ni (x1; : : : ; xn) = xi 1 � i � nsono funzioni ri
orsive primitive di arit�a niii (Su

essore). La funzione su

essore s, tale 
hes(x) = x+ 1�e una funzione ri
orsiva primitiva di arit�a 1.iv (Composizione). Se g1; : : : ; gm sono m funzioni ri
orsive primitive diarit�a n, e se h �e una funzione ri
orsiva primitiva di arit�a m, alloraf(x1; : : : ; xn) = h(g1(x1; : : : ; xn); : : : ; gm(x1; : : : ; xn))�e una funzione ri
orsiva primitiva di arit�a nv (Ri
orsione primitiva). Se g �e una funzione ri
orsiva primitiva di arit�an, e se h �e una funzione ri
orsiva primitiva di arit�a n+ 2, alloraf(x1; : : : ; xn; y) = � g(x1; : : : ; xn) se y = 0h(x1; : : : ; xn; z; f(x1; : : : ; xn; z)) se y = z + 1�e una funzione ri
orsiva primitiva di arit�a n+ 1La de�nizione di funzione ri
orsiva primitiva 
attura un grandissimo numerodi funzioni intuitivamente 
al
olabili; tuttavia, grazie ad un argomento dia-gonale, �e possibile dimostrare piuttosto rapidamente 
he esistono funzioni
al
olabili non appartenenti alla 
lasse PR. In parti
olare, si pu�o trovare unesempio 
on
reto, 
ostituito da quella nota 
ome la funzione di A
kermann:A(0; y) = y + 1A(x+ 1; 0) = A(x; 1)A(x+ 1; y + 1) = A(x;A(x+ 1; y))
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ile mostrare (per induzione sull'ordine lessi
ogra�
o delle 
oppie(x; y) in input alla funzione A) 
he la funzione di A
kermann �e ben de�nita,ed �e dunque 
al
olabile in senso intuitivo. Tuttavia, si pu�o dimostrare 
hela funzione di A
kermann non appartiene a PR. Lo s
hema di ri
orsioneprimitiva si rivela essere troppo debole per de�nire una tale funzione, la 
ui
res
ita spaventosa supera quella raggiungibile da qualsiasi funzione ri
orsi-va primitiva.La 
lasse PR non �e dunque il modello 
he stiamo 
er
ando; per estenderlo,o

orre aggiungere uno s
hema pi�u potente della ri
orsione primitiva. Comevedremo, sar�a inoltre ne
essario passare alla nozione di funzione parziale,
he de�niamo di seguito:De�nizione 2.10 (Funzione parziale) Una funzione parziale f da Nn aN �e una 
oppia hf0;Di, dove f �e una funzione de�nita su tutto Nk e D �e unsottoinsieme di Nk , detto dominio di f . Per un generi
o ~x 2 Nk , abbiamof(~x) = � f0(~x) se ~x 2 D? altrimentiIl simbolo ? indi
a 
he f non �e de�nita; in breve, per il generi
o ~x 2 Nk ,se ~x 2 D, s
riveremo f(~x) #, se ~x =2 D, s
riveremo f(~x) ".Se f �e una funzione (an
he non parziale), indi
heremo 
on domf il suodominio.De�nizione 2.11 (Funzione totale) Una funzione f di arit�a k �e dettatotale se domf = Nk .Evidentemente, tutte le funzioni ri
orsive primitive sono totali. Introdu
ia-mo ora la notazione �, la quale servir�a a de�nire il 
osiddetto s
hema diminimizzazione:De�nizione 2.12 Sia P un predi
ato unario, 
io�e una funzioneP : N ! f0; 1gDenoteremo 
on �x:P (x)il pi�u pi

olo intero x tale 
he rende vero P , 
io�e tale P (x) = 01. Se taleintero non esiste, �x:P (x) ".Passiamo ora �nalmente alla de�nizione della 
lasse, pi�u ampia, delle fun-zioni ri
orsive parziali o, pi�u sempli
emente, funzioni ri
orsive:1Per ragioni te
ni
he, 
onviene prendere 0 
ome \vero" e 1 
ome \falso".
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orsive) L'insieme R delle funzioni ri
or-sive �e l'insieme generato induttivamente nel seguente modo:i (Costante). La funzione 
ostante 0 �e una funzione ri
orsiva totale diarit�a nullaii (Proiezioni). Le proiezioni �ni , tali 
he�ni (x1; : : : ; xn) = xi 1 � i � nsono funzioni ri
orsive totali di arit�a niii (Su

essore). La funzione su

essore s, tale 
hes(x) = x+ 1�e una funzione ri
orsiva totale di arit�a 1.iv (Composizione). Se g1; : : : ; gm sono m funzioni ri
orsive di arit�a n, ese h �e una funzione ri
orsiva di arit�a m, alloraf(x1; : : : ; xn) = h(g1(x1; : : : ; xn); : : : ; gm(x1; : : : ; xn))�e una funzione ri
orsiva di arit�a n, il 
ui dominio �edomf = domh \ m\i=1 domgiv (Ri
orsione primitiva). Se g �e una funzione ri
orsiva di arit�a n, e seh �e una funzione ri
orsiva di arit�a n+ 2, alloraf(x1; : : : ; xn; y) = � g(x1; : : : ; xn) se y = 0h(x1; : : : ; xn; z; f(x1; : : : ; xn; z)) se y = z + 1�e una funzione ri
orsiva di arit�a n+ 1, il 
ui dominio �e dato daf(~x; 0) # sse g(~x) #f(~x; y + 1) # sse f(~x; y) # e h(~x; y; f(~x; y)) #vi (Minimizzazione). Se g �e una funzione ri
orsiva di arit�a n+1, alloraf(x1; : : : ; xn) = �y:(g(x1; : : : ; xn; y) = 0)�e una funzione ri
orsiva di arit�a n, il 
ui dominio �e dato daf(~x) # sse 8z < y, g(~x; z) # e g(~x; z) > 0, e g(~x; y) # e g(~x; y) = 0
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hema di minimizzazione, an
he detto s
hema-�, fornis
e alle funzioniri
orsive il potere espressivo 
he man
ava allo s
hema di ri
orsione primitiva.Grazie ad esso, funzioni 
ome quella di A
kermann diventano de�nibili. Inparti
olare, lo s
hema-� �e talmente potente 
he, modi�
ando in modo mini-mo le funzioni ri
orsive di base, �e possibile esprimere la ri
orsione primitivaper mezzo di esso. Infatti, si dimostra 
he la seguente �e una de�nizionealternativa dell'insieme R:De�nizione 2.14 (Funzioni ri
orsive, de�nizione alternativa) L'insiemeR delle funzioni ri
orsive �e l'insieme generato induttivamente nel seguentemodo:i (Proiezioni). Come 2.13ii (Addizione). La funzione addizione +, tale 
he+(x; y) = x+ y�e una funzione ri
orsiva totale di arit�a 2.iii (Moltipli
azione). La funzione moltipli
azione �, tale 
he�(x; y) = x � y�e una funzione ri
orsiva totale di arit�a 2.iv (Minore). La funzione �<, 
he �e la funzione 
aratteristi
a della rela-zione < tra interi non negativi, 
io�e tale 
he�<(x; y) = � 0 se x < y1 altrimenti�e una funzione ri
orsiva totale di arit�a 2.v (Composizione). Come 2.13vi (Minimizzazione). Come 2.13Osserviamo 
he, grazie allo s
hema-�, non �e pi�u ne
essario aggiungere al
una
ostante tra le funzioni di base; la 
ostante nulla �e infatti de�nibile 
ome0 = �x:(�11(x) = 0)per la 
ostante 1 abbiamo inve
e1 = �x:(�<(0; x) = 0)e, in generale, una volta de�nita la 
ostante n, n+ 1 �e de�nibile 
omen+ 1 = �x:(�<(n; x) = 0)A partire dalle funzioni ri
orsive, �e possibile de�nire il sottoinsieme di quelletotali:
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orsive totali) L'insieme T R delle fun-zioni ri
orsive totali �e il sottoinsieme di R 
ostituito dalle sole funzionitotali.E' opportuno notare inoltre 
he l'uni
a fonte di \parzialit�a" delle funzioniri
orsive �e lo s
hema-�; �e solo grazie ad esso 
he �e possibile 
ostruire funzioninon totali, 
ome ad esempio
(x) = �y: ��<(�22(x; y); �z: ��33(x; y; z) = 0�) = 0�
he �e una funzione 
hiaramente ri
orsiva (�e ottenuta appli
ando un numero�nito di volte gli s
hemi di 
omposizione e minimizzazione a partire dalleproiezioni e da �<, 
he sono funzioni ri
orsive di base), per la quale si ha
(x) " per ogni x 2 N. Infatti, in sostanza 
 
er
a il pi�u pi

olo intero nonnegativo minore di zero, 
he 
hiaramente non esiste.In termini di ma

hine di Turing, la parzialit�a di una funzione 
orrispondeal fatto 
he la ma

hina 
he la 
al
ola 
i
la all'in�nito per qual
he valo-re dell'input; nel 
aso di 
, la ma

hina 
orrispondente non termina maiqualunque sia l'input fornitogli. Le funzioni ri
orsive totali 
orrispondonodunque a programmi ben 
ostruiti, i quali terminano per tutti i possibilivalori in ingresso.Sempre in ambito di ma

hine di Turing, abbiamo a

ennato a 
ome larisoluzione di un problema qualsiasi fosse ri
ondu
ibile alla risoluzione di unproblema di de
isione, la quale �e in ultima analisi il 
al
olo di una funzione.L'analogo del problema di de
isione nel 
aso delle funzioni ri
orsive �e dun-que 
ostituito da una funzione parti
olare, il 
ui valore di us
ita pu�o esseresolo 0 o 1. Questo tipo di funzioni, 
ome abbiamo gi�a visto nella de�nizionedella notazione �, prendono il nome di predi
ati. Un predi
ato pu�o natural-mente rientrare o meno in una delle 
lassi PR e T R de�nite sopra; in tal
aso, parleremo rispettivamente di predi
ato ri
orsivo primitivo e predi
atori
orsivo. Chiaramente non ha senso de�nire predi
ati parziali; esiste per�oun'altra 
lasse di predi
ati, 
he de�niamo nel seguito:De�nizione 2.16 (Funzione 
aratteristi
a) Sia A � Nk . La funzione
aratteristi
a di A, 
he denoteremo 
on �A, �e il predi
ato k-ario tale 
he�A(a) = � 0 se a 2 A1 se a =2 ADe�nizione 2.17 (Predi
ati ri
orsivamente enumerabili) Un predi
a-to P si di
e ri
orsivamente enumerabile se esiste una funzione ri
orsivaparziale f , 
on D = domf , tale 
he �D = P .Grazie alla funzione 
aratteristi
a, �e possibile parlare della ri
orsivit�a diinsiemi :
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orsivo primitivo, ri
orsivo, o ri
or-sivamente enumerabile se la sua funzione 
aratteristi
a �A �e un predi
ato,rispettivamente, ri
orsivo primitivo, ri
orsivo o ri
orsivamente enumerabile.Il 
on
etto di ri
orsivamente enumerabile �e pi�u 
hiaro alla lu
e della seguenteproposizione, 
he non dimostreremo:Proposizione 2.4 Un insieme A �e ri
orsivamente enumerabile se e solo seesiste una funzione ri
orsiva totale f tale 
he Imf = A, 
io�e A �e l'immaginedi f .In altre parole, se un insieme A �e ri
orsivamente enumerabile, �e possibiletrovare una funzione ri
orsiva totale 
he ne enumera gli elementi, 
io�e 
hemette ogni elemento di A in 
orrispondenza 
on, ad esempio, un numeronaturale.Insiemi (o predi
ati) ri
orsivi e ri
orsivamente enumerabili sono in diretta
orrispondenza 
on linguaggi de
idibili e semi-de
idibili in ambito di ma
-
hine di Turing. Infatti, se prendiamo un insieme ri
orsivo, essendo la suafunzione 
aratteristi
a totale �e sempre possibile stabilire l'appartenenza omeno di un oggetto a tale insieme; al 
ontrario, se un insieme �e ri
orsi-vamente enumerabile, l'uni
a possibilit�a per stabilire se un oggetto vi ap-partiene o no �e quella di 
ontrollare tutti gli elementi uno ad uno tramitela funzione totale 
he li enumera. E' 
hiaro 
he, se l'oggetto in questioneappartiene all'insieme, prima o poi 
omparir�a nell'enumerazione, e dunquepotremo 
on
ludere in senso a�ermativo; tuttavia, se l'oggetto non appar-tiene all'insieme, l'enumerazione non lo menzioner�a mai, �e noi rimarremonell'impossibilit�a di de
iderne l'appartenenza.Per quanto riguarda T R, �e possibile dimostrare mediante un argomentodiagonale 
he tale insieme, pur essendo 
hiaramente numerabile, non �e ri-
orsivamente enumerabile. E

o per
h�e la de�nizione di funzione ri
orsivaprende in 
onsiderazione le funzioni parziali: grazie ad esse si ottengonobuone propriet�a di 
hiusura 
he non sono ottenibili 
on le funzioni totali.Possiamo in�ne enun
iare il seguente teorema:Teorema 2.1 Una funzione �e ri
orsiva se e solo �e Turing-
al
olabile.Dimostrazione. Si veda [7℄. �Questa equivalenza fa s�� 
he, in termini di potenza espressiva, i due modellisi ra�orzino a vi
enda; nessuno ha mai trovato una funzione intuitivamente
al
olabile 
he non fosse ri
orsiva o Turing-
al
olabile, e il fatto 
he due mo-delli de�niti in modo 
os�� diverso �nis
ano per 
oin
idere aumenta senz'altrola 
redibilit�a della tesi di Chur
h-Turing.



2.3. IL �-CALCOLO 552.3 Il �-
al
olo2.3.1 Il �-
al
olo puroIl �-
al
olo �e stato introdotto negli anni '30 da Alonzo Chur
h, 
on l'obiet-tivo di fornire una 
aratterizzazione sintatti
a delle funzioni matemati
he.In realt�a, il �-
al
olo si rivela essere molto di pi�u: al suo interno sono infattirappresentabili tutte le funzioni ri
orsive.Il �-
al
olo �e dunque un modello di 
omputazione della stessa espressivit�adelle ma

hine di Turing e dell'assiomatizzazione ri
orsiva. Rispetto a que-sti due sistemi, il �-
al
olo 
ostituis
e una sorta \via di mezzo": in quanto
ostruito per rappresentare funzioni, �e da vari punti di vista molto vi
inoal modello ri
orsivo; tuttavia, poi
h�e il 
al
olo �e basato sulla ris
rittura di
erte sequenze di simboli, la quale segue regole puramente sintatti
he, glioggetti del �-
al
olo possono in e�etti essere visti 
ome programmi, pi�u vi-
ini dunque allo spirito algoritmi
o delle ma

hine di Turing.Infatti, se le ma

hine di Turing 
ostituis
ono un appro

io \imperativo" allaprogrammazione, il �-
al
olo �e il modello per antonomasia della program-mazione funzionale. Come per le ma

hine di Turing, an
he nel �-
al
oloesiste un \passo elementare" di ese
uzione, ma l'ese
uzione di tali passi non�e determinabile in modo univo
o. Esisteranno dunque diverse strategie diese
uzione, proprio 
ome un 
ompilatore funzionale pu�o s
egliere soluzionidiverse per la traduzione di un programma.Un'altro dei pregi es
lusivi del �-
al
olo �e quello di essere il modello pi�uvi
ino (in 
erti 
asi perfettamente 
oin
idente) ai modelli di 
al
olo di ori-gine logi
a; la dis
ussione di 
i�o sar�a oggetto del prossimo 
apitolo.Passiamo dunque alla de�nizione della sintassi del �-
al
olo. Gli ogget-ti di 
ui \parla" il �-
al
olo (nella sua versione \pura", 
he �e quella di
ui 
i stiamo o

upando ora) sono parti
olari sequenze di 
aratteri, dette�-termini:De�nizione 2.19 (�-termine) L'insieme L dei termini del �-
al
olo �e l'in-sieme generato induttivamente nel seguente modo:var Sia V = fx; y; z; : : :g un insieme in�nito numerabile di simboli, dettivariabili. Per ogni x 2 V, x�e un �-termine.� Se t un �-termine e x una variabile,(�x:t)



56 CAPITOLO 2. MODELLI DI COMPUTAZIONE�e un �-termine, detto �-astrazione della variabile x nel termine t.� Se t e u sono due �-termini, (tu)�e un �-termine, detto appli
azione del termine t al termine u.Essendo il �-
al
olo un sistema di ris
rittura puramente sintatti
o, la que-stione della \parentesizzazione" dei termini �e in genere rilevante. In par-ti
olare, esistono pi�u 
onvenzioni sintatti
he per i �-termini, 
ias
una 
oni suoi vantaggi e svantaggi. Quella 
he abbiamo s
elto noi �e la pi�u vi
inaalla sintassi dei linguaggi funzionali pi�u di�usi, 
ome ML e CaML, e nondovrebbe essere di diÆ
ile lettura. Comunque, per alleggerire la notazione,e renderla an
or pi�u prossima a quella dei linguaggi funzionali, nel seguitoadotteremo le seguenti 
onvenzioni:� (�x1:(�x2:(: : : (�xn:t) : : :))) sar�a ris
ritto sempli
emente 
ome (�x1x2 : : : xn:t)� ((((t1t2)t3) : : :)tn) sar�a ris
ritto sempli
emente 
ome (t1t2t3 : : : tn). Inaltre parole, l'appli
azione �e asso
iativa a sinistra; ((tu)v) potr�a essereris
ritto 
ome (tuv), mentre (t(uv)) rimarr�a tale.� In generale, faremo pi�u e
onomia possibile sulle parentesi, in parti
o-lare omettendo sistemati
amente quelle a livello pi�u alto; (�x:t) sar�asempli
emente �x:t, (uv) sar�a sempli
emente uv, e 
os�� via. Le paren-tesi dunque saranno utilizzate es
lusivamente 
ome indi
azione dell'or-dine di appli
azione (
ome nel 
aso dei termini tuv e t(uv) dell'esempiosopra) e per distinguere l'appli
azione di un termine 
he 
omin
ia per� ad un altro termine, 
ome nel 
aso di (�x:t)u, dalla �-astrazione diun termine 
he �e l'appli
azione di due termini, 
ome �x:tu.Introdu
iamo ora il 
on
etto di variabile libera e variabile vin
olata, identi
oa quello gi�a in
ontrato nelle formule logi
he in presenza dei quanti�
atori:De�nizione 2.20 (Variabili libere e vin
olate) Sia t 2 L. De�niamol'insieme delle variabili libere di t, 
he denotiamo 
on FV(t), induttivamentesulla struttura di t:var Se t = x, 
on x 2 V, allora FV(t) = fxg.� Se t = �x:u, allora FV(t) = FV(u) n fxg.� Se t = uv, allora FV(t) = FV(u) [ FV(v).Se x �e una variabile 
he 
ompare in una �-astrazione di t, allora le o

orrenzedi x 
ontenute nel sotto-termine in 
ui �e stata fatta l'astrazione sono dettevin
olate.Un termine t tale 
he FV(t) = ; �e detto 
hiuso.



2.3. IL �-CALCOLO 57La distinzione tra variabili libere e variabili vin
olate �e una questione 
he,pur essendo sotto 
erti aspetti se
ondaria, si rivela essere uno dei punti 
hiavedel �-
al
olo. In sostanza, l'astrazione di una variabile 
omporta 
he questasia vin
olata nel termine in 
ui essa viene astratta; ai �ni di tale termine, lavariabile vin
olata diventa 
ome la variabile d'integrazione in un integrale:il suo nome non 
onta, ed essa pu�o essere rinominata a pia
imento. Se adesempio 
onsideriamo il terminet = xy�x:xy�e 
hiaro 
he, pur essendo x 2 FV(t), 
'�e un'o

orrenza di x (quella in �x:xy)
he �e vin
olata; il fatto 
he una variabile appartenga all'insieme delle va-riabili libere di un termine dunque non signi�
a 
he questa non possa mai
omparire in un'astrazione. Possiamo dunque sostituire x 
on qualsiasi va-riabile, ma solo per quanto riguarda le sue o

orrenze vin
olate.Nel ridenominare una variabile o

orre per�o fare estrema attenzione. Con-siderando an
ora il termine t del nostro esempio, rinominare l'o

orrenzavin
olata di x 
on z �e perfettamente le
ito:xy�z:zyTuttavia, s
egliere y 
ome nuovo nome per x porta al seguente termine:xy�y:yy
he ha un signi�
ato 
ompletamente diverso rispetto a t; �e 
ome se, nell'in-tegrale I(x) = Z ba f(x)g(y)dysostituissimo la variabile d'integrazione y 
on x:Z ba f(x)g(x)dxI due oggetti sono radi
almente diversi; il primo �e una funzione di x, il se-
ondo �e una 
ostante.La questione fondamentale �e 
he le variabili vin
olate, 
ome le variabilid'integrazione, indi
ano oggetti a 
ui dovr�a essere sostituito qual
osa. Lasostituzione, 
he vedremo fra breve, �e infatti una delle operazioni (se nonl'operazione) fondamentali del �-
al
olo; e

o per
h�e il dis
orso della rideno-minazione delle variabili �e alquanto deli
ato. Il problema �e essenzialmentequesto: una variabile, in generale, porta 
on s�e due informazioni: il suonome, e il luogo dove essa si trova, 
he indi
a il punto dove andr�a posiziona-to 
i�o 
he ad essa sar�a sostituito. Per una variabile libera sono importanti



58 CAPITOLO 2. MODELLI DI COMPUTAZIONEentrambe le informazioni; per le variabili vin
olate inve
e 
i�o 
he importa�e solo il luogo. La gestione 
orretta di queste due informazioni, se 
ondot-ta puramente a livello sintatti
o, diventa una questione assolutamente nonbanale; ad essa sono legate, per 
erti aspetti, al
une ri
er
he estremamentere
enti in 
ampo logi
o, in parti
olare nell'ambito della 
osiddetta ludi
a.La formalizzazione del 
on
etto di \equivalenza di due termini sotto la ride-nominazione di variabili vin
olate", 
he nel �-
al
olo si 
hiama �-equivalenza,�e una fa

enda 
he va oltre gli s
opi di questa breve introduzione; al lettore
urioso 
onsigliamo di leggere il primo 
apitolo di [16℄, in 
ui la questionedell'�-equivalenza �e trattata in modo pi�u 
he rigoroso. In questa sede, 
ia

ontenteremo della seguente de�nizione informale:De�nizione 2.21 (�-equivalenza) Due termini t e u di L sono detti �-equivalenti, 
osa 
he indi
heremo 
on t �� u, se si pu�o ottenere l'uno apartire dall'altro rinominando un 
erto numero di variabili vin
olate, fa
endoattenzione ai problemi di \
attura di variabili" menzionati sopra.Proposizione 2.5 �� �e una relazione d'equivalenza su L.D'ora in poi, 
onsidereremo i �-termini modulo l'�-equivalenza; in altre pa-role, al posto di L faremo sempre riferimento all'insieme � = L= ��, 
io�el'insieme dei �-termini quozientato rispetto all'�-equivalenza.De�niamo allora l'operazione fondamentale di sostituzione nel modo seguen-te:De�nizione 2.22 (Sostituzione) Siano s e v due termini di �, e sia xuna variabile. De�niamo allora la sostituzione del termine v in s al postodi x, 
he denoteremo 
on s[v=x℄, per induzione sulla struttura di v:var Se s = y, allora s[v=x℄ = sAl 
ontrario, se s = x, allora s[v=x℄ = v� Se s = �y:t, allora s[v=x℄ = �z:t[v=x; z=y℄dove z =2 FV(v) �e una variabile \nuova", 
he viene sostituita al postodi y. Se inve
e s = �x:t, alloras[v=x℄ = s



2.3. IL �-CALCOLO 59� Se s = tu, allora s[v=x℄ = t[v=x℄u[v=x℄La sostituzione pu�o naturalmente essere estesa ad un numero arbitrariodi variabili; se s, v1; : : : ; vn sono �-termini, e se x1; : : : ; xn sono variabili,indi
heremo 
on s[v1=x1; : : : ; vn=xn℄la sostituzione 
ontemporanea dei termini v1; : : : ; vn al posto delle rispettivevariabili x1; : : : ; xn.De�niamo ora il 
on
etto di 
ontesto, 
he sar�a preliminare al seguito dell'e-sposizione:De�nizione 2.23 (Contesto) Un 
ontesto �e un'espressione sintatti
a, 
hedenoteremo 
on C[�℄, in 
ui 
'�e un \bu
o". Un 
ontesto �e tale 
he, per ognit 2 �, C[t℄ 2 �, dove C[t℄ indi
a il 
ontesto a 
ui �e stato rimpiazzato t alposto del \bu
o".Esempi di 
ontesti sono �x: �x, �xyz, non
h�e sempli
emente �, 
he �e il 
on-testo vuoto.Ora, se � �e una relazione sui termini di �, diremo 
he � passa al 
ontesto see solo se, essendo t e u due �-termini,t � u) C[t℄ � C[u℄ per ogni 
ontesto C[�℄Allo stesso modo, la 
hiusura 
ontestuale ~� di una relazione � su � �e la pi�upi

ola relazione 
ontenente � 
he passa al 
ontesto.Siamo ora pronti a trattare la dinami
a del �-
al
olo, vale a dire il pro
essodi ris
rittura 
he lo rende un modello di 
omputazione. Partiremo dallaregola di 
onversione di base, per poi de�nire la sua versione pi�u generale:De�nizione 2.24 (�0-
onversione) De�niamo sui termini di � la seguen-te relazione di ris
rittura: (�x:t)u!0 t[u=x℄
he �e detta �0-
onversione.Un termine s della forma (�x:t)u, 
io�e 
omposto dall'appli
azione di un'a-strazione ad un altro termine, �e detto redex. Il termine 
he risulta dalla�0-
onversione di s �e detto il ridotto di s.De�nizione 2.25 (�-
onversione) De�niamo la �1-
onversione (�-
onversionein un passo) 
ome la 
hiusura 
ontestuale della �0-
onversione. Se u risultadalla �1-
onversione di t, s
riveremot! u
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onversione sar�a allora de�nita 
ome la 
hiusura ri
essiva e transitivadella �1-
onversione. Per la �-
onversione adotteremo la s
ritturat0 � tn+1intendendo 
he o t0 = tn+1, oppure esistono n �-termini t1; : : : ; tn tali 
het0 ! t1 ! : : :! tn ! tn+1Un nome alternativo per la �-
onversione �e quello di �-riduzione; se t� u,diremo in genere 
he t si ridu
e a u.In sostanza, la dinami
a del �-
al
olo �e 
ostituita da un pro
esso di ris
rit-tura, s
omponibile in passi atomi
i (la �1-
onversione), in 
ui ogni volta si
er
a all'interno del termine 
he si vuole ridurre un sotto-termine di formaparti
olare (quello 
he abbiamo 
hiamato redex ); una volta trovatone uno,lo si rimpiazza 
on il suo ridotto, se
ondo una pre
isa regola di sostituzione(la �0-
onversione). Quando non �e pi�u possibile trovare al
un redex all'in-terno del termine 
he si sta elaborando, il pro
esso �nis
e, e si �e arrivati alla
osiddetta forma normale:De�nizione 2.26 (Forma normale) Un termine t �e detto normale se nonesiste al
un termine u tale 
he t! uIn sostanza, t non 
ontiene al
un redex.Allo stesso modo, se t �e un termine normale, e s �e un termine tale 
hes� tdiremo 
he t �e una forma normale di s.Il lettore attento si sar�a ri
ordato 
he, nell'introduzione della presente sezio-ne, avevamo a

ennato al fatto 
he la dinami
a del �-
al
olo fosse in grado digenerare situazioni in 
ui pi�u strategie di ese
uzione di uno stesso program-ma sono possibili. Sapendo 
he i programmi sono i �-termini, e sapendo
he l'ese
uzione di un �-termine 
orrisponde al pro
esso di �-riduzione, orasiamo in grado di veri�
are la 
orrettezza di quanto era stato anti
ipato. E'
hiaro, infatti, 
he all'interno di un singolo �-termine 
i pu�o essere pi�u di unredex e, poi
h�e la �1-
onversione non di
e nulla su quale vada s
elto, lo stes-so termine pu�o essere ridotto in pi�u modi diversi, 
ondu
endo a pi�u terminidiversi. Poi
h�e la �-riduzione sempli
emente itera il pro
edimento, viene dadomandarsi se non sia possibile 
he il pro
esso di riduzione diverga, 
io�e 
heesso porti a due risultati diversi a se
onda di quale strategia di ese
uzionesi s
elga.In merito a 
i�o, vale il seguente teorema fondamentale:
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h-Rosser) Se s, t e u sono tre ter-mini tali 
he s� ts� uallora esiste un termine v tale 
he t� vu� vDimostrazione. Si veda [16℄. �Grazie alla propriet�a di Chur
h-Rosser, detta an
he propriet�a di 
on
uenza,possiamo dimostrare la seguente proposizione:Proposizione 2.6 (Uni
it�a della forma normale) Se un termine t hauna forma normale, allora essa �e uni
a.Dimostrazione. Supponiamo 
he t abbia due forme normali u0 e u00. Perde�nizione di forma normale, abbiamot� u0e t� u00Ma allora, per la 
on
uenza, esiste un altro termine v tale 
heu0 � ve u00 � vOra, poi
h�e abbiamo supposto u0 e u00 normali, non pu�o essere 
he v = u0 ev = u00, e dunque u0 = u00. �Se vediamo la forma normale di un termine 
ome il risultato dell'ese
u-zione di un programma, la propriet�a di Chur
h-Rosser 
i garantis
e dunque
he tale risultato, se esiste, �e uni
o; 
i�o �e senz'altro 
onfortante da un puntodi vista informati
o.Se le varie strategie non 
ontano ai �ni del risultato, esse sono inve
e de-terminanti ai �ni del numero di passi ne
essari ad arrivare a tale risultato.In altri termini, �e possibile studiare la �-riduzione dal punto di vista del-la sua ottimizzazione. Un esempio 
he pu�o 
hiarire le idee �e il seguente.Supponiamo di avere un termine B tale 
heB � �xy:x
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ui rispettive forme normali sono u0 e v0. Consideriamoora il seguente temine: (�b:buv)BPossiamo immaginare almeno due strategie diverse; la prima, e�ettua dap-prima tutti i 
al
oli 
he riguardano B, e poi passa a u e v:(�b:buv)B ! Buv � (�xy:x)uv ! (�y:u)v ! u� u0La se
onda lavora inve
e prima su u e v, e poi ridu
e B:(�b:buv)B ! Buv � Bu0v � Bu0v0 � (�xy:x)u0v0 ! (�y:u0)v0 ! u0E' 
hiaro 
ome la prima strategia sia in generale migliore della se
onda; inparti
olare, quest'ultima e�ettua tutta una serie di 
al
oli su v, 
he potreb-bero dal punto di vista della durata essere pi�u lunghi di tutti i 
al
oli su Be su u messi assieme. Tali 
al
oli alla �ne si rivelano essere 
ompletamenteinutili, visto 
he v0, la forma normale di v, viene sempli
emente \buttatavia".L'ottimizzazione della �-riduzione �e un soggetto di ri
er
a di altissimo inte-resse, all'interno del quale si sta tutt'oggi lavorando. In parti
olare, le ap-pli
azioni dei risultati in questo 
ampo sono di grande aiuto alla 
ostruzionedi interpreti e 
ompilatori funzionali ad alte prestazioni, i quali ridu
anoal minimo possibile i tempi di ese
uzione dei programmi 
he vengono lorosottoposti.Tornando alla forma normale di un termine, nella proposizione 2.6 siamostati ben attenti a spe
i�
are 
he essa �e uni
a a patto 
he esista. Infatti,il �-
al
olo 
ontiene oggetti alquanto bizzarri, per i quali il pro
esso di �-riduzione non porta mai ad una forma normale, qualunque strategia si s
elgaper ridurli.L'esempio tipi
o di un tale termine, non
h�e il pi�u sempli
e, �e il seguente.De�niamo anzitutto � = �x:xxe poniamo 
 = ��Il termine 
 
ontiene 
hiaramente un redex; poi
h�e �e l'uni
o 
he 
'�e, sevogliamo ridurre 
 non abbiamo s
elta:
 = (�x:xx)�! �� = 
La situazione �e un po' inattesa, ma ben 
hiara: abbiamo trovato un termine,non normale, 
he si ridu
e in s�e stesso. Non 
'�e speranza 
he 
 arrivi mai
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hiaramente un programma 
he
i
la all'in�nito, senza possibilit�a di fermarsi.La 
hiave di volta della 
ostruzione sta nel termine �. A ben guardarlo,questo signore 
i sta o�rendo di eseguire un'operazione un po' fuori dal 
o-mune: � 
i di
e infatti, \datemi un programma, e io vi restituir�o il risultatodi questo programma appli
ato a lui stesso". Qualunque 
osa signi�
hi \ap-pli
are un programma a s�e stesso", nel �-
al
olo abbiamo pieno diritto difarlo. In parti
olare, poi
h�e non 
i viene posta al
una restrizione su qualeprogramma dare in input a �, nulla 
i vieta di fare la 
osa pi�u perversa 
he
i viene in mente, 
he �e quella di appli
arlo a lui stesso. . . et voil�a, abbiamo
ostruito un termine 
he 
i
la all'in�nito.Una volta s
operta la presenza di simili meraviglie nel �-
al
olo, possiamogiustamente pensare di 
lassi�
are i termini di � in base al loro 
omporta-mento rispetto alla �-riduzione. Per sequenza di riduzione intenderemo nelseguito una sequenza di appli
azioni della �1-
onversione, la quale terminasolo quando si �e arrivati ad una forma normale.De�nizione 2.27 I termini del �-
al
olo possono essere di tre spe
ie:� un termine t �e detto fortemente normalizzabile se tutte le sequenze diriduzione di t hanno lunghezza �nita� un termine t �e detto normalizzabile se esiste una sequenza di riduzionedi t di lunghezza �nita� un termine t �e detto non normalizzabile se non esiste al
una sequenzadi riduzione di lunghezza �nitaChiaramente, un termine fortemente normalizzabile �e an
he normalizzabile.Esemplari tipi
i delle tre 
lassi di \normalizzazione" sono i seguenti:� (�fx:f(f(fx)))(�x:x)�xy:y �e fortemente normalizzabile, e la sua for-ma normale �e �xy:y� (�xy:y) 
 �fx:f(fx) �e normalizzabile, ma non fortemente normaliz-zabile; la sua forma normale �e �fx:f(fx), ma �e 
hiaro 
he, essendo
iun redex in 
, si pu�o 
ontinuare all'in�nito a s
egliere di ridurre taleredex, produ
endo una sequenza di riduzione 
he non termina mai� abbiamo gi�a visto 
he 
 non �e normalizzabile; un altro esempio ditermine non normalizzabile, ma non 
i
li
o (
io�e 
he non si ridu
e ins�e stesso) �e H = (�x:y(xx))�x:y(xx), per il quale 
hiaramente si haH ! yH ! y(yH)! : : :



64 CAPITOLO 2. MODELLI DI COMPUTAZIONEI termini fortemente normalizzabili 
orrispondono a funzioni totali ; gli al-tri termini inve
e 
orrispondono a funzioni parziali, 
on domini pi�u o menostretti.Prima di 
hiudere il 
apitolo, �e interessante fornire un pi

olo a

enno sullaprogrammazione delle funzioni ri
orsive nel �-
al
olo, 
osa 
he non �e a pri-ma vista a�atto ovvia.Anzitutto, poi
h�e le funzioni ri
orsive sono funzioni su numeri interi, o
-
orre trovare il 
orrispettivo dei numeri nel �-
al
olo. La rappresentazioneuniversalmente pi�u di�usa (ma non l'uni
a possibile) �e quella degli interi diChur
h: 0 = �sz:zn = �sz: s(: : : (s| {z }n z) : : :)Su tale rappresentazione, si possono de�nire in modo sempli
issimo le pro-iezioni: �ni = �x1 : : : xn:xie la funzione su

essore: su

 = �nsz:s(nsz)Per veri�
are il funzionamento di quest'ultima, basta e�ettuare il 
al
olo:su

 n ! �sz:s((�sz: s(: : : (s| {z }n z) : : :))sz)!! �sz:s((�z: s(: : : (s| {z }n z) : : :))z)!! �sz:s(s(: : : (s| {z }n z) : : :)) = n+ 1Naturalmente, si possono de�nire tutte le altre funzioni elementari sui nu-meri interi, 
ome l'addizione, la sottrazione, la moltipli
azione, l'elevamentoa potenza. . .Non senza qual
he diÆ
olt�a te
ni
a, �e possibile dimostrare 
he il �-
al
olo �ein grado di rappresentare tutti gli s
hemi di 
ostruzione delle funzioni ri
or-sive: 
omposizione, ri
orsione primitiva, minimizzazione. In sostanza, valeil seguente teorema:Teorema 2.3 Se f �e una funzione ri
orsiva parziale da Nk a N, allora esisteun �-termine � tale 
he:{ � x1 : : : xk � f(x1; : : : ; xk) se f(x1; : : : ; xk) #



2.3. IL �-CALCOLO 65{ � x1 : : : xk non �e normalizzabile se f(x1; : : : ; xk) "Dimostrazione. Si veda [16℄. �Poi
h�e il �-
al
olo non �e altro 
he un sistema di ris
rittura, non �e diÆ
ileimmaginare di programmare una ma

hina di Turing per
h�e, data in inputuna qual
he rappresentazione di un �-termine, ne 
al
oli la forma norma-le (eventualmente girando all'in�nito se questa non esiste). Dunque, ognifunzione �-de�nibile (
io�e per la quale esiste un �-termine 
he la 
al
ola) �ean
he Turing-
al
olabile; per il teorema 2.1, abbiamo \
hiuso il 
er
hio", edottenuto l'equivalenza tra i tre modelli 
omputazionali.La tesi di Chur
h-Turing pu�o dunque essere riformulata 
ome segue:Proposizione 2.7 (Tesi di Chur
h-Turing, se
onda versione) Una fun-zione �e \
al
olabile" sse �e ri
orsiva sse �e �-de�nibile sse �e Turing-
al
olabile.2.3.2 Il �-
al
olo tipato sempli
eUna delle pe
uliarit�a del �-
al
olo puro �e 
he non 
'�e distinzione tra datie funzioni ; un termine �e sempli
emente un termine, e le variabili vin
olatetramite la �-astrazione possono essere sostituite 
on qualsiasi altro termine,senza al
un vin
olo. E' un po' 
ome se, in un linguaggio di programmazione,una stessa funzione a

ettasse argomenti di qualsiasi natura, siano essi, adesempio, interi, stringhe, alberi... Il termine tipi
o 
he rappresenta questo\polimor�smo" esagerato �e il famoso �, il 
ui input �e 
ontemporaneamentefunzione e argomento della funzione stessa.Quello 
he man
a allora nel �-
al
olo puro �e la nozione di tipo; in e�etti,nel �-
al
olo tutti gli oggetti appartengono ad un uni
o tipo, 
he �e 
ontem-poraneamente dato e funzione. E' possibile per�o de�nire una variante del�-
al
olo in 
ui il 
on
etto di tipo sia espli
itamente presente: si tratta del
osiddetto �-
al
olo tipato, del quale noi introdurremo una versione ristretta
hiamata �-
al
olo tipato sempli
e (STLC, Simply Typed Lambda-Cal
ulus).O

orre prima di tutto de�nire 
he 
os'�e un tipo. I tipi di STLC sonode�niti in modo molto simile alle formule della logi
a:� I simboliX;Y;Z : : :, appartenenti ad un insieme numerabile di simboli,sono i tipi atomi
i di STLC.� Se A e B sono due tipi, allora A ! B �e un tipo, e sar�a il tipo dellefunzioni 
he prendono in input un oggetto di tipo A e restituis
ono unoggetto di tipo B.� Se A e B sono due tipi, allora A � B �e un tipo, e sar�a il tipo delle
oppie ordinate di oggetti di tipo A e B.



66 CAPITOLO 2. MODELLI DI COMPUTAZIONEI termini di STLC possono essere de�niti in modo induttivo 
ome segue:(Var) Sia V = fx; y; z; : : :g un insieme numerabile di simboli di variabile,a 
ias
uno dei quali �e asso
iato un tipo 
ome de�nito sopra. Allora,x; y; z; : : : sono termini di STLC, il 
ui tipo �e quello asso
iato al simbolostesso. Per annotare espli
itamente 
he il tipo asso
iato a x �e A,s
riveremo xA. Per i termini in generale utilizzeremo la notazionet : A per dire 
he t �e un termine di tipo A; ad esempio dunque, xA : A.(�) Sia t : B un termine e x una variabile di tipo A. Allora, �xA:t �e untermine di tipo A ! B, e le eventuali o

orrenze di x in t sarannodette vin
olate.(�) Siano t : A ! B e u : A due termini. Allora, tu �e un termine di tipoB.(Pair) Siano s : A e t : B due termini. Allora, hs; ti �e un termine di tipoA�B.(Proj) Sia t : A � B un termine. Allora, fst(t) e snd(t) sono due terminirispettivamente di tipo A e B.Le regole (�) e (�) di
ono rispettivamente 
ome 
ostruire e 
ome utilizzareun termine di tipo A ! B, 
io�e una funzione 
he da un termine di tipo Ane restituis
e uno di tipo B. Le regole (Pair) e (Proj) di
ono inve
e 
ome
ostruire e utilizzare le 
oppie di termini, 
io�e i termini di tipo A�B.Ci servono ora le regole per la ris
rittura dei termini, analoghe alla �0-
onversione del �-
al
olo. Siano s : A�B, t : B, u : A e v : A! B; le regoledi riduzione sono le seguenti:(�xA:t)u 0 t[u=x℄fst(ht; ui) 0 tsnd(ht; ui) 0 uLa prima �e prati
amente identi
a alla �0-
onversione del �-
al
olo puro; lealtre due inve
e si o

upano di ridurre le 
oppie di termini. Naturalmente,la riduzione si de�nis
e in modo analogo al �-
al
olo puro, 
ome 
hiusurari
essiva, transitiva e 
ontestuale di  0.Per il �-
al
olo tipato sempli
e 
ontinua naturalmente a valere la propriet�adi Chur
h-Rosser. Tuttavia, a di�erenza 
he nel �-
al
olo puro, in STLCtutti i termini sono fortemente normalizzabili; la forma normale si raggiungesempre, non importa quale strategia di riduzione si s
elga.
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i�o �e possibile per
h�e il termine � del �-
al
olo puro non �etipabile: un termine non pu�o essere appli
ato a s�e stesso, qualunque sia ilsuo tipo. Questo ovviamente non dimostra la normalizzazione forte, ma �eun elemento 
hiave per
h�e questa possa veri�
arsi.
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Capitolo 3La 
orrispondenza diCurry-HowardIl presente 
apitolo �e dedi
ato all'illustrazione del legame logi
a/informati
a,stabilito dalla 
osiddetta Corrispondenza di Curry-Howard. Presenteremoanzitutto la versione \
ostruttiva" della Logi
a Classi
a, ossia la Logi
a In-tuizionista; di seguito, introdurremo le Deduzioni Naturali, gli oggetti sin-tatti
i 
he rappresentano e�ettivamente le dimostrazioni delle formule dellalogi
a. Con l'aiuto di queste, mostreremo 
ome ad ogni dimostrazione possaessere asso
iato un termine del �-
al
olo tipato.3.1 La logi
a intuizionista3.1.1 Il problema del weakeningAlla lu
e di quanto visto per il �-
al
olo nella sezione 2.3, l'insieme dellederivazioni di LK pu�o essere visto 
ome un sistema di ris
rittura in 
ui leforme normali sono le derivazioni 
ut-free, e le regole di ris
rittura (ana-loghe alla �-riduzione) sono le regole di riduzione fornite dal Teorema diCut-Elimination (sezione 1.3). Nello stesso modo in 
ui nel �-
al
olo si par-te da un termine 
ontenente dei redex per arrivare alla forma normale (seessa esiste), in logi
a 
lassi
a �e possibile prendere una derivazione di LK
ontenente dei tagli e appli
are la pro
edura di 
ut-elimination �no ad ot-tenere una derivazione 
ut-free. Questa sempli
e intuizione �e alla base ditutto 
i�o 
he diremo nel seguito; 
er
heremo infatti di ridurre il pro
essodi 
ut-elimination ad un pro
esso di 
al
olo, nell'ambito del quale la deri-vazione di partenza 
ostituis
e un programma da eseguire, e la derivazione
ut-free di arrivo rappresenta inve
e il risultato del 
al
olo.La prima di�erenza fondamentale tra �-
al
olo e logi
a 
lassi
a �e 
he que-st'ultima non gode della propriet�a di Chur
h-Rosser. La ragione del proble-69



70 CAPITOLO 3. LA CORRISPONDENZA DI CURRY-HOWARDma �e la presenza della regola strutturale del weakening; prendiamo infattiuna derivazione di questo tipo:��� �� ` � WR� ` A;� ��� �0�0 ` �0 WL�0; A ` �0 
ut�;�0 ` �;�0L'eliminazione del taglio per questa derivazione 
i pone davanti ad unas
elta: possiamo prediligere il ramo 
ontenente �, e ridurre la derivazione a��� �� ` � W�;�0 ` �;�0oppure prediligere �0, e trovare ��� �0�0 ` �0 W�;�0 ` �;�0Entrambe le riduzioni sono perfettamente le
ite; tuttavia, esse danno 
hia-ramente luogo a due derivazioni 
he, a priori, sono totalmente diverse. Lapro
edura di 
ut-elimination per LK dunque non �e 
on
uente; in prospetti-va dell'analogia informati
a 
he vogliamo 
reare, 
i�o �e molto po
o simpati
o:signi�
herebbe 
he i 
al
oli e�ettuati non hanno un risultato ben de�nito,ma ne possono avere pi�u d'uno.Inoltre, questa volta per�o in analogia 
on quanto su

ede nel �-
al
olo, �epossibile trovare derivazioni di LK per le quali, appli
ando una 
erta \stra-tegia" di riduzione, non si arriva mai ad una forma normale. Dal puntodi vista informati
o, il Teorema di Cut-Elimination garantis
e dunque l'esi-stenza di un qual
he risultato al 
al
olo e�ettuato, ma non assi
ura n�e 
hetale risultato sia uni
o, n�e 
he 
i si arrivi sempre eliminando i 
ut in qualsiasiordine.3.1.2 La limitazione delle regole strutturaliIl problema del weakening, 
he in Logi
a Classi
a non ha speranza di risolu-zione, �e inve
e a�rontabile nell'ambito della Logi
a Intuizionista. La Logi
aIntuizionista, nata per motivi 
ompletamente diversi da quelli per i quali
e ne serviremo noi, 
onsiste in una restrizione della logi
a 
lassi
a 
he, nel
al
olo dei sequenti, pu�o essere formulata in modo banale:



3.1. LA LOGICA INTUIZIONISTA 71De�nizione 3.1 (Sequente intuizionista) Un sequente intuizionista �e unsequente � ` � in 
ui j�j � 1.Il 
al
olo dei sequenti intuizionista, 
he 
hiameremo LJ, si ri
ava da LK sem-pli
emente modi�
ando le regole in modo 
he esse agis
ano es
lusivamentesu sequenti intuizionisti. Nel nostro 
aso, partiremo dalla versione propo-sizionale al se
ondo ordine di LK. Il primo ordine infatti non �e di al
unautilit�a a livello 
omputazionale, mentre il se
ondo ordine fornis
e un potereespressivo altissimo; essendo la formulazione delle regole per i quanti�
atoriprati
amente identi
a indipendentemente dall'ordine, tanto vale presentaredirettamente la versione del 
al
olo alla quale faremo sempre riferimento infuturo.E

o dunque le regole di derivazione della nostra versione di LJ; la formulaC 
he 
ompare a destra dei sequenti indi
a una formula 
he pu�o esser
i omeno:I Regole dell'identit�aaxA ` A � ` A A;� ` C 
ut�;� ` CI Regole strutturali�; A;B;� ` C X�; B;A;� ` C �; A;A ` C C�; A ` C � ` C WL�; A ` C � ` WR� ` AI Regole logi
he� ` A :L�;:A ` �; A ` :R� ` :A� ` A B;� ` C )L�;�; A) B ` C �; A ` B )R� ` A) BI Regole logi
he additive(nessuna regola sinistra per T ) T aR� ` T�; A ` C ^aL1�; A ^B ` C �; B ` C ^aL2�; A ^B ` C � ` A � ` B ^aR� ` A ^BFaL�;F ` C (nessuna regola destra per F)



72 CAPITOLO 3. LA CORRISPONDENZA DI CURRY-HOWARD�; A ` C �; B ` C _aL�; A _B ` C � ` A _aR1� ` A _B � ` B _aR2� ` A _BI Regole logi
he moltipli
ative� ` C T mL�;T ` C T mR` T�; A;B ` C ^mL�; A ^B ` C � ` A � ` B ^mR�;� ` A ^BFmLF ` � ` FmR� ` F(nessuna regola moltipli
ativa per _)I Regole logi
he per i quanti�
atori�; A[B℄ ` C 8L�;8X:A ` C � ` A[X℄ 8R� ` 8X:A (?)�; A[X℄ ` C 9L�;9X:A ` C (?) � ` A[B℄ 9R� ` 9X:ALa 
ondizione (?) �e sempre la stessa: la variabile proposizionale X non deveessere libera nel 
ontesto della formula A (� nel 
aso di 8R e � e C nel 
asodi 9L).Si pu�o evidentemente notare 
ome le regole strutturali abbiano sub��to unalimitazione in LJ; in parti
olare, la 
ontrazione pu�o operare solo sul latosinistro del sequente. Osservando l'esempio di riduzione non 
on
uente pre-sentato sopra, 
i a

orgiamo 
he se an
he il weakening fosse sottoposto allastessa restrizione, avremmo risolto il problema della non validit�a della pro-priet�a di Chur
h-Rosser.In logi
a intuizionista, il weakening a destra si pu�o appli
are es
lusivamentenel 
aso in 
ui il lato destro del sequente sia vuoto. Da un'ispezione a

u-rata delle regole di LJ, emerge 
hiaramente 
he esistono solo due modi in
ui un sequente pu�o essere \svuotato" del suo lato destro: l'appli
azione diuna regola FmL, 
he 
rea dal vuoto un sequente 
on zero formule a destra,oppure l'appli
azione di una regola :L. Dall'abolizione di queste due regole
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e la 
osiddetta Logi
a Minimalista, i 
ui sequenti � ` � soddisfano la
ondizione j�j = 1.La logi
a minimalista risolve 
ompletamente il problema della non 
on
uen-za; l'esempio di derivazione dato in pre
edenza non �e pi�u 
ostruibile in LJse non sono mai state utilizzate le due regole FmL e :L. Nel seguito, anzi-
h�e introdurre un nuovo 
al
olo (
he potremmo 
hiamare ad esempio LM),faremo sempre riferimento a derivazioni di LJ in 
ui non si utilizzano mai ledue regole in
riminate. Ci�o 
i permetter�a di 
onfondere logi
a intuizionistae logi
a minimalista, riferendo
i sempre alla prima pur intendendo in verit�ala se
onda. Tale 
onfusione �e ammissibile in ambito informati
o, gia

h�eper le regole per la negazione non �e an
ora stata trovata un'interpretazio-ne 
omputazionale soddisfa
ente, e la 
ostante F �e totalmente negletta inqualsiasi 
ontesto di programmazione1.Diretta 
onseguenza dell'es
lusione delle regole FmL e :L �e l'eliminazio-ne di altre regole, 
he diventano a questo punto inutili gia

h�e, a 
ausa dellapresenza si
ura di esattamente una formula a destra, non 
i si trover�a maiin 
ondizioni di poterle appli
are: le regole in questione sono il famigeratoWR, la :R, e la FmR, 
he es
lude totalmente la presenza di un \falso mol-tipli
ativo" in logi
a intuizionista.Osserviamo in�ne 
he, 
on la logi
a intuizionista, abbiamo 
ambiato 
om-pletamente la semanti
a delle formule. Esempi s
on
ertanti sono le duetautologie 
lassi
he :A_A (il tertium non datur) e ::A) A, le quali nonsono pi�u derivabili in LJ. Questo fatto, apparentemente drammati
o, nonrappresenter�a per noi un grosso problema; d'ora in avanti infatti sposteremosempre di pi�u la nostra attenzione dalle formule (e dunque la loro verit�a edimostrabilit�a), alle dimostrazioni in quanto tali.3.1.3 Cut-elimination in LJPro
ederemo ora 
on la presentazione dettagliata delle regole di riduzioneper l'eliminazione del taglio in LJ. Tuttavia, opereremo su una versionean
or pi�u ristretta del sistema, quella limitata al 
osiddetto frammento ne-gativo della logi
a intuizionista, in 
ui sono presenti solo i 
onnettivi ^, ) e8. Le ragioni di tale s
elta saranno pi�u 
hiare nel seguito; per il momento, asupporto di una tale de
isione possiamo 
hiamare in 
ausa il fatto 
he, al se-
ondo ordine, i 
onnettivi logi
i ^, _ e 9 possono essere espressi in funzione1Ci�o �e vero per le 
ostanti logi
he in generale, ma se per il \vero moltipli
ativo" si pu�ovedere qual
he utilizzo prati
o (in genere nella de�nizione na��ve del tipo dei booleani; inLLL inve
e l'unit�a moltipli
ativa gio
a un ruolo diverso, alquanto 
urioso), a quanto nesappiamo noi il falso non ha mai trovato appli
azione al
una.



74 CAPITOLO 3. LA CORRISPONDENZA DI CURRY-HOWARDdei soli ) e 8:A ^B () 8X:((A) (B ) X))) XA _B () 8X:((A) X)) ((B ) X)) X))9X:A () 8Y:(8X:((A) Y )) Y ))Di 
onseguenza, a livello di espressivit�a logi
a non si hanno problemi nellimitarsi al frammento negativo. Inoltre, gia

h�e le regole strutturali 
e lo
onsentono, 
i sbarazzeremo 
ompletamente di tutta la formulazione mol-tipli
ativa, ovverosia delle regole per la 
ongiunzione moltipli
ativa e delleregole moltipli
ative per T (le regole moltipli
ative per F erano gi�a stateeliminate dalla 
ondizione minimalista). Per questa ragione, non essendo
ipi�u motivo di spe
i�
arla, nelle derivazioni 
he seguiranno non riporteremoa

anto alle regole la formulazione 
ui appartengono.E

o dunque le 8 regole di riduzione per il frammento negativo di LJ:��� �� ` A axA ` A 
ut� ` A �! ��� �� ` AaxA ` A ��� ��; A ` C
ut�; A ` C �! ��� ��; A ` C��� �� ` A ��� �0�0; A;A ` CC�0; A ` C 
ut�;�0 ` C �! ��� �� ` A ��� �� ` A ��� �0�0; A;A ` C
ut�;�0; A ` C 
ut�;�;�0 ` C C�;�0 ` C��� �� ` A ��� �0�0 ` C W�0; A ` C 
ut�;�0 ` C �! ��� �0�0 ` C W�;�0 ` C
T R` V ��� �� ` C T L�;V ` C 
ut� ` C �! ��� �� ` C��� ��; A ` B )R� ` A) B ��� �0�0 ` A ��� �00�00; B ` C)L�0;�00; A) B ` C 
ut�;�0;�00 ` C �! ��� �0�0 ` A ��� ��; A ` B
ut�;�0 ` B ��� �00�00; B ` C
ut�;�0;�00 ` C



3.1. LA LOGICA INTUIZIONISTA 75��� �1� ` A1 ��� �2� ` A2^R� ` A1 ^A2 ��� �0�0; Ai ` C ^Li�0; A1 ^A2 ` C 
ut�;�0 ` C �! ��� �i� ` Ai ��� �0�0; Ai ` C
ut�;�0 ` C i 2 1; 2��� �� ` A[X℄8R� ` 8X:A ��� �0�0; A[B℄ ` C8L�0;8X:A ` C 
ut�;�0 ` C �! ��� �[B=X℄� ` A[B=X℄ ��� �0�0; A[B℄ ` C
ut�;�0 ` CCome al solito, nel 
aso in 
ui non si possa appli
are una di queste regoleper
h�e la formula tagliata non �e 
on
lusione di entrambe le regole 
he sitrovano prima del 
ut, si pu�o dimostrare 
ome in LK 
he la regola del taglio
ommuta 
on tutte le altre, e dunque i 
ut possono sempre essere spinti in s�uverso le foglie dell'albero, �no ad in
ontrare le regole 
he hanno introdottola formula tagliata.In base alle regole di riduzione logi
he e a quelle 
ommutative, si pu�o alloraenun
iare la versione dell'Hauptsatz per LJ:Teorema 3.1 (Teorema di Cut-Elimination per LJ) Se � �e una de-rivazione del sequente � ` A nel frammento negativo di LJ, allora esisteuna pro
edura 
he 
onsente di 
ostruire una derivazione �0 del medesimosequente, tale 
he �0 �e 
ut-free.Il frammento negativo di LJ, 
on le regole di riduzione presentate, 
ostituis
edunque un sistema di ris
rittura nello stile del �-
al
olo. Per esso (e, a dirla verit�a, per tutto LJ in generale) vale la propriet�a di 
on
uenza:Teorema 3.2 (Chur
h-Rosser) Se � �e una derivazione di LJ, ed esisto-no due sequenze di regole di riduzione � e � tali 
he � �! �0 e � �! �00, alloraesiste una derivazione � e due sequenze di riduzione �0 e � 0 tali 
he �0 �0! �e �00 � 0! �.La 
on
uenza di LJ, assieme alla normalizzazione debole garantita dallapro
edura di 
ut-elimination, fornis
ono la propriet�a 
he 
er
avamo, e 
io�e
he tutti i pro
essi di 
al
olo abbiano un uni
o risultato. Tuttavia, nel 
orsodell'eliminazione del taglio potrebbero presentarsi 
ontemporaneamente pi�u
ut, e dunque pi�u regole di riduzione da poter appli
are. Come nel �-
al
olo,potrebbe a priori presentarsi una situazione in 
ui la forma normale nonviene mai raggiunta, e il pro
esso di eliminazione prosegue all'in�nito. Ilseguente risultato, del quale omettiamo la dimostrazione, serve proprio astabilire 
he le s
elte 
he si e�ettuano nel 
orso della normalizzazione nonhanno rilevanza:



76 CAPITOLO 3. LA CORRISPONDENZA DI CURRY-HOWARDTeorema 3.3 (Normalizzazione forte, Girard) La pro
edura di elimi-nazione del taglio in LJ �e fortemente normalizzante, vale a dire non esistonosequenze di riduzione di lunghezza in�nita.La normalizzazione forte �e un risultato importantissimo; essa 
i assi
ura 
hequalsiasi strategia di riduzione avr�a sempre termine, generando sempre lastessa forma normale.3.2 Le deduzioni naturaliIl lettore 
on buona memoria si ri
order�a 
he, quando abbiamo presentatoil 
al
olo dei sequenti per la logi
a 
lassi
a, abbiamo pre
isato 
he le de-rivazioni e�ettuabili al suo interno non sono propriamente dimostrazioni ;una derivazione di LK (o di LJ) 
he si 
on
luda 
on il sequente ` A non �euna dimostrazione di A, ma soltanto una prova del fatto 
he tale dimostra-zione esiste, e 
he essa non utilizza al
una ipotesi per arrivare ad A. Perquanto 
on
erne la dimostrabilit�a, asserire l'esistenza di una dimostrazioneo esibirne una non fa al
una di�erenza, e il Teorema di Completezza �e l�� a
onfermar
elo. Tuttavia, la logi
a intuizionista 
i o�re la possibilit�a di de�-nire degli oggetti 
he siano pi�u identi�
abili a vere dimostrazioni di formule,nei quali sia per
orribile in qual
he modo il ragionamento 
he porta dalleipotesi alla 
on
lusione.Questi oggetti, per il loro 
arattere pi�u vi
ino alla struttura di un ragiona-mento umano, sono state appunto 
hiamate Deduzioni Naturali. Il 
al
olodelle deduzioni naturali in realt�a esiste sia per la logi
a 
lassi
a 
he per quel-la intuizionista, e viene 
hiamato rispettivamente NK e NJ. Tuttavia, nel
aso della logi
a 
lassi
a, le deduzioni naturali non ries
ono ad esprimere lesimmetrie profonde 
he sono inve
e alla base del 
al
olo dei sequenti, e il
al
olo NK non �e dunque molto interessante. Al 
ontrario, NJ ries
e a farfunzionare le 
ose piuttosto bene, fornendo dimostrazioni intuizioniste 
heemulano il 
al
olo dei sequenti in modo tutto sommato a

ettabile. In e�etti,per il frammento negativo della logi
a intuizionista, le deduzioni naturali si
omportano in maniera meravigliosa, ed �e proprio grazie ad esse 
he potremovedere in modo trasparente la 
orrispondenza di Curry-Howard. Viene 
os��svelato il \mistero" della nostra s
elta di limitare la 
ut-elimination per LJalle sole regole logi
he per i 
onnettivi ), ^ e 8: in questo modo potremoottenere una 
orrispondenza perfetta 
on il frammento \buono" di NJ.Comin
iamo allora 
on il de�nire 
os'�e una deduzione naturale:De�nizione 3.2 (Pre-deduzione naturale) Una pre-deduzione natura-le �e un albero i 
ui nodi, in
lusa la radi
e, sono eti
hettati 
on (o

orrenzedi) formule intuizioniste, mentre le foglie sono eti
hettate o da formule, o
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ari
ate, indi
ate 
on [A℄, dove A �e una formula qualunque.La radi
e dell'albero sar�a detta 
on
lusione della deduzione; le foglie nons
ari
ate saranno inve
e dette ipotesi della deduzione.Non tutti gli alberi 
ostruiti 
on formule intuizioniste sono vere deduzioninaturali. Per essere tale, l'albero dev'essere stato 
ostruito se
ondo le regolediNJ, 
he 
i a

ingiamo ad esporre. Nel seguito, un albero T la 
ui radi
e �ela formula A e le 
ui foglie sono formule qualsiasi sar�a indi
ato 
ome segue:��� TASe B �e tra le foglie di T , per evidenziarlo s
riveremoB��� TAE

o dunque le regole di NJ:I AssiomaSe A �e una formula qualsiasi, l'alberoA
he rappresenta l'albero la 
ui radi
e �e 
ontemporaneamente l'uni
afoglia, �e una deduzione naturale.I Eliminazione dell'impli
azioneSe S �e un albero 
on 
on
lusione A, e T un albero 
on 
on
lusioneA) B, allora l'albero la 
ui 
on
lusione �eA A) B E )B�e una deduzione naturale.I Introduzione dell'impli
azioneSe T �e un albero 
on 
on
lusione B, tra le 
ui ipotesi 
ompare almenoun'o

orrenza della formula A non s
ari
ata, l'albero[A℄��� TB I )A) B



78 CAPITOLO 3. LA CORRISPONDENZA DI CURRY-HOWARD�e una deduzione naturale, nella quale sono state s
ari
ate un numeroarbitrario di foglie eti
hettate 
on A.Allo stesso modo, se W �e una formula qualsiasi, 
ontenuta o no tra leipotesi non s
ari
ate di T , an
he ��� TB I )W ) B�e una deduzione naturale.I Eliminazione della 
ongiunzioneSe T �e un albero 
on 
on
lusione A ^B, gli alberi 
on 
on
lusioniA ^B E ^ 1A A ^B E ^ 2Bsono deduzioni naturali.I Introduzione della 
ongiunzioneSe S �e un albero 
on 
on
lusione A e T un albero 
on 
on
lusioneB, allora l'albero 
on 
on
lusioneA B I^A ^BI Eliminazione del quanti�
atore universaleSe T �e un albero 
on 
on
lusione 8X:A, allora l'albero 
on 
on
lusione8X:A E8A[B=X℄I Introduzione del quanti�
atore universaleSe T �e un albero 
on 
on
lusione A[X℄, e la variabile proposiziona-le X non ha al
una o

orrenza libera tra le ipotesi non s
ari
ate di T ,allora l'albero 
on 
on
lusione A[X℄ I88X:A�e una deduzione naturale.



3.2. LE DEDUZIONI NATURALI 79De�nizione 3.3 (Deduzione naturale) Una deduzione naturale �e unapre-deduzione naturale 
ostruita se
ondo le regole fornite sopra.E' evidente la similitudine tra tutte le regole di introduzione di NJ e leregole destre di LJ; in parti
olare, �e 
hiaro 
ome l'operazione di s
ari
areun'ipotesi 
orrisponda all'aver portato la formula 
orrispondente da sinistraa destra del sequente, mediante la regola ) R. Intuitivamente quindi, la
on
lusione di una deduzione naturale �e la formula a destra del sequenteintuizionista, mentre le ipotesi non s
ari
ate sono le formule a sinistra delmedesimo sequente.Sulla base di questa 
onsiderazione, �e possibile 
ostruire una \simulazio-ne" delle regole di LJ mediante deduzioni naturali. Consideriamo il 
asogi�a a

ennato dell'impli
azione. Supponiamo 
he in una derivazione di LJ
i sia una situazione di questo tipo:� ` A �; B ` C )L�;�; A) B ` CQuello 
he sta su

edendo in termini di deduzioni naturali pu�o essere spiega-to 
ome segue: abbiamo una deduzione naturale le 
ui ipotesi non s
ari
atesono le formule di �, e la 
on
lusione �e A, e un'altra deduzione naturale le
ui ipotesi non s
ari
ate sono le formule di � e B, e la 
ui 
on
lusione �e C;a partire da queste, 
ostruiamo la deduzione naturale����A A) B E )B;����CPer 
ontro, se in LJ abbiamo �; A ` B )R� ` A) Bin NJ 
i�o equivale ad aver appli
ato esattamente la regola d'introduzionedell'impli
azione su una deduzione naturale tra le 
ui ipotesi 
'�e A e la 
ui
on
lusione �e B, s
ari
ando una sola o

orrenza di A.Questa \simulazione" �e estendibile a tutto il resto del 
al
olo. Osservia-mo 
he in NJ non 
'�e per�o tra

ia delle regole strutturali; in realt�a, essesono impli
ite nella regola di introduzione dell'impli
azione. La 
ontrazioneequivale infatti alla possibilit�a di poter s
ari
are un numero arbitrario di
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orrenze della stessa formula; in LJ sarebbe 
ome e�ettuare tante 
ontra-zioni seguite da una regola per l'impli
azione a destra. Il weakening inve
e�e impli
ito nella possibilit�a di introdurre l'impli
azione su una premessa ar-bitraria, non 
ontenuta tra le foglie non s
ari
ate della deduzione naturale;di nuovo, in LJ 
i�o equivale appunto a fare un weakening seguito an
ora daun'impli
azione a destra.In NJ man
a an
he un'altra 
osa essenziale: non 
'�e una regola espli
itaper il 
ut. Infatti, tagliare due dimostrazioni �e in NJ un'operazione deltutto naturale, per la quale non serve introdurre una regola. Supponiamodi avere due deduzioni, una, 
he 
hiamiamo �, 
on ipotesi � e 
on
lusioneA, l'altra, 
he 
hiamiamo �, 
on ipotesi �, A e 
on
lusione C; il sempli
e\aggan
io" di � sopra � (fa
endo 
oin
idere la 
on
lusione A dell'una 
onl'ipotesi A dell'altra) 
rea un nuovo albero, 
he �e an
ora una deduzione na-turale, le 
ui ipotesi sono le formule di � e � e la 
ui 
on
lusione �e C. A �ediventato un nodo qualsiasi, n�e ipotesi, n�e 
on
lusione; �e proprio quello 
hesu

ede in LJ 
on l'appli
azione di un 
ut.La di�erenza fondamentale tra i 
ut espli
iti di LJ e quelli impli
iti di NJ �e
he questi ultimi sono sempre \diretti", nel senso 
he non sono mai os
uratida regole strutturali o da altre regole 
he non agis
ono sulla formula tagliata.Di 
onseguenza, l'eliminazione del taglio nelle deduzioni naturali �e qual
osadi tremendamente pi�u sempli
e 
he non nel 
aso gi�a ampiamente esaminatodel 
al
olo dei sequenti. In parti
olare, non servono regole di riduzione perweakening e 
ontrazione, e non o

orre perdere tempo a de�nire tutte quellenoiosissime regole di 
ommutazione di 
ui abbiamo visto un esempio per LK.La situazione �e dunque sempli
issima; in e�etti, si hanno solo tre 
asi daanalizzare, 
orrispondenti alle tre possibili strutture 
he pu�o avere la formu-la su 
ui si fa l'\aggan
io" dei due alberi: A ) B, A ^ B, 8X:A. Il 
asoin 
ui la formula sia atomi
a non �e ridu
ibile; esso 
orrisponde ad un tagliosu un assioma in LJ, ma nelle deduzioni naturali tale taglio non �e visibileper
h�e, per 
os�� dire, �e gi�a normalizzato.Le regole di riduzione sono dunque le seguenti:����A �; [A℄���B I )A) B E )B �! �����; A���B



3.3. DIMOSTRAZIONI E TIPI 81����A1 ����A2I^A1 ^A2 E ^ iAi �! ����Ai i 2 f1; 2g
����A[X℄ I88X:A E8A[B=X℄ �! ���� B=XA[B=X℄Tutte e tre le regole sono 
aratterizzate dalla presenza di una regola diintroduzione seguita immediatamente da una regola di eliminazione. I 
utdunque nelle deduzioni naturali assumono forme quantomeno stupide, e laloro riduzione �e prati
amente ovvia. Solo nella prima regola, quella perl'impli
azione, bisogna fare una pre
isazione: l'albero 
on ipotesi � e 
on-
lusione A viene \aggan
iato" a tutte le o

orrenze di A 
he erano state s
a-ri
ate dalla regola d'introduzione dell'impli
azione; le dupli
azioni generateda tale riduzione sono dovute alla presenza delle 
ontrazioni impli
ite 
he,seppur nas
oste, gio
ano lo stesso ruolo 
he gio
avano nella 
ut-eliminationdi LJ. Analogamente, se la formula s
ari
ata dall'introduzione dell'impli
a-zione non �e tra le foglie dell'albero, signi�
a 
he essa �e stata aggiunta perweakening impli
ito e quindi, proprio 
ome su

edeva nel 
al
olo dei sequen-ti, la deduzione 
on ipotesi � e 
on
lusione A viene sempli
emente buttatavia.3.3 Formule 
ome tipi e dimostrazioni 
ome pro-grammiSiamo giunti �nalmente alla de�nizione della 
orrispondenza di Curry-Howard,
he �e e�ettivamente un isomor�smo tra due strutture 
ompletamente di�e-renti: le deduzioni naturali da un lato (e dunque la logi
a intuizionista) eil �-
al
olo tipato sempli
e dall'altro. La 
orrispondenza di Curry-Howarddunque 
ostruis
e un ponte tra il mondo della logi
a e quello dell'informa-ti
a.Per il momento, restringeremo an
ora di pi�u il frammento di logi
a intui-zionista da prendere in 
onsiderazione; in parti
olare, 
i limiteremo ai soli
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onnettivi ) e ^. Il quanti�
atore universale al se
ondo ordine verr�a rein-trodotto nel prossimo 
apitolo, quando parleremo del Sistema F.Stabiliamo anzitutto la 
orrispondenza formule/tipi:

Corrispondenza formule/tipiLogi
a Intuizionista �-
al
olo Tipato Sempli
eFormule atomi
he Tipi atomi
i:(variabili proposizionali): X;Y;Z; : : :X; Y; Z; : : :A) B A! BA ^B A�B

La formula A ) B 
orrisponde dunque al tipo dei programmi 
he prendo-no in input un oggetto di tipo A e restituis
ono un oggetto di tipo B; laformula A^B 
orrisponde inve
e al tipo delle 
oppie di oggetti di tipo A e B.La seguente inve
e �e la 
orrispondenza dimostrazioni/programmi:
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a Intuizionista �-
al
olo Tipato Sempli
eA xA : A[A℄���B I )A) B �xA:t : A! B
A A) B E )B ts : BA B I^A ^B hs; ti : A�BA ^B E ^ 1A fst(t) : AA ^B E ^ 2B snd(t) : BLa 
orrispondenza dimostrazioni/programmi asso
ia a 
ias
una deduzionenaturale un termine del �-
al
olo tipato sempli
e; una dimostrazione dellaformula A) B pu�o dunque essere vista a tutti gli e�etti 
ome un program-ma 
he fornis
e un risultato ti tipo B utilizzando un input di tipo A.La 
orrispondenza di Curry-Howard 
opre in pieno an
he gli aspetti \di-nami
i" dei due sistemi. Nell'ambito delle deduzioni naturali, sappiamo 
heuna sequenza di due regole 
he introdu
ono e subito dopo eliminano lo stes-so 
onnettivo �e ris
rivibile per mezzo di regole pre
ise in modo da generareun'altra deduzione naturale 
he non 
ontenga pi�u tale sequenza; nel �-
al
olotipato sempli
e abbiamo inve
e le tre relazioni di ris
rittura 
he trasforma-no un 
osiddetto redex in un ben determinato 
ontra
tum. Ebbene, le treregole di riduzione de�nite per le deduzioni naturali 
orrispondono esatta-mente alle tre relazioni di ris
rittura appli
ate sui �-termini 
orrispondenti;in altre parole, se la deduzione �, 
ui �e asso
iato il termine t, si trasformanella deduzione �0, allora a tale deduzione �e asso
iato un �-termine t0 tale
he t si ridu
e a t0, e le regole di riduzione nei due pro
essi di ris
rittura
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orrispondenza esatta.Infatti, ���A [A℄���B I )A) B E )B �! ���A���B
orrisponde alla riduzione (�xA:t)u t[u=x℄E' qui di estrema importanza l'osservazione fatta in pre
edenza, riguardantel'eventualit�a 
he la deduzione 
on 
on
lusione A sia 
opiata un numero ar-bitrario (an
he nullo) di volte, 
orrispondenti al numero di o

orrenze di As
ari
ate dalla regola d'introduzione dell'impli
azione. Infatti, nel �-
al
olo,la notazione t[u=x℄ signi�
a 
he u viene sostituito a x in tutte le sue o

or-renze pre
edentemente vin
olate dalla �-astrazione. Ci�o signi�
a 
he, se x �epresente pi�u di una volta, u va 
opiato pi�u di una volta, mentre se x non �epresente a�atto, di u non 
i sar�a pi�u tra

ia nel 
ontra
tum. In tutto 
i�o,emerge 
hiaramente la 
orrispondenza tra s
ari
are una formula e astrarresu una variabile.Allo stesso modo, ���A ���BI^A ^B E ^ 1A �! ���A
orrisponde alla riduzione fst(hs; ti) s, mentre���A ���BI^A ^B E ^ 2B �! ���B
orrisponde alla riduzione snd(hs; ti) t.Per 
omprendere meglio il funzionamento dell'isomor�smo, mostriamo unesempio banale ma eÆ
a
e. Consideriamo la deduzione naturale (
he 
hia-meremo �) [A℄ I )B ) A I )A) (B ) A)
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orrispondente alla dimostrazione di uno dei 
osiddetti assiomi di Hilbert.Riper
orrendo la deduzione, quello 
he �e stato fatto �e pi�u o meno quantosegue: si �e partiti dall'ipotizzare A, 
he �e una deduzione naturale 
ui 
or-risponde il �-termine x, dove x �e di tipo A. Si �e appli
ata una regola perl'introduzione dell'impli
azione, utilizzando 
ome premessa una formula 
henon �e tra le ipotesi; a tale formula 
orrisponde, ad esempio, la variabile y(di tipo B ovviamente), e dunque il �-termine 
orrispondente alla deduzio-ne naturale 
he abbiamo ottenuto �n qui �e l'astrazione su y di x, e 
io�e�yB :x : B ! A. In�ne, abbiamo e�ettuato un'altra introduzione dell'im-pli
azione, stavolta s
ari
ando l'ipotesi A. A tale ipotesi 
orrispondeva lavariabile x, e dunque il termine risultante, asso
iato all'intera deduzione, �e�xA:�yB :x : A ! (B ! A). Il tipo del termine 
orrisponde esattamentealla 
on
lusione della deduzione naturale; il fatto 
he non 
i siano variabililibere nel �-termine �e in 
orrispondenza inve
e 
on il fatto 
he non 
i sonoipotesi nella deduzione (tutte le foglie sono s
ari
ate).Supponiamo ora di disporre di due derivazioni � e �0, 
on 
on
lusioni rispet-tivamente A e B, 
ui 
orrispondono i �-termini t : A e t0 : B. Utilizziamoora le deduzioni � e �0assieme a � per 
ostruire la seguente dimostrazione:
��� �0B ��� �A [A℄ I )B ) A I )A) (B ) A) E )B ) A E )A
ui �e ovviamente asso
iato il termine ((�xA:�yB:x)t)t0 : A. Osserviamo ora
he quest'ultimo �-termine 
ontiene un redex, e infatti nella deduzione na-turale 
'�e la 
orrispondente 
oppia introduzione/eliminazione. Appli
hiamodunque tutte le trasformazioni possibili alla deduzione:

��� �0B ��� �A [A℄ I )B ) A I )A) (B ) A) E )B ) A E )A �! ��� �0B ��� �A I )B ) A E )A �! ��� �ASe a questo punto proviamo ridurre il �-termine 
orrispondente alla dedu-zione iniziale, s
opriamo 
he la sequenza di passi per arrivare alla formanormale �e in 
orrispondenza perfetta 
on le trasformazioni e�ettuate:((�xA:�yB :x)t)t0  (�yB :t)t0  t
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orrispondente a � �e il 
osiddetto 
ombinatore K
he, assieme al 
ombinatore S := �xA!(B!C):�yA!B :�zA:(xz)(yz) : C, �esuÆ
iente a programmare tutte le funzioni possibili del �-
al
olo tipato sem-pli
e, proprio 
ome i due assiomi di Hilbert 
orrispondenti ai tipi di K edS (A ) (B ) C) e (A ) (B ) C)) ) ((A ) B) ) (A ) C))) sonosuÆ
ienti a derivare (grazie alle regole dell'impli
azione) tutte le tautologiedella logi
a intuizionista.La 
orrispondenza di Curry-Howard apre una serie in
redibile di nuove pos-sibilit�a, stabilendo un legame fortissimo tra i sistemi logi
i e i linguaggi diprogrammazione funzionali. Le due strutture 
oinvolte nell'isomor�smo so-no a priori talmente lontane 
he sembra quasi impossibile l'esistenza di una
orrispondenza 
os�� stretta. Un isomor�smo �e per�o tanto pi�u interessan-te quanto pi�u diverse sono le nature dei due sistemi 
oinvolti, e in questo
aso logi
a e informati
a potrebbero, tramite Curry-Howard, fornir
i l'unasull'altra intuizioni molto profonde, 
ome e�ettivamente �e gi�a avvenuto.3.3.1 Curry-Howard nel 
al
olo dei sequentiTorniamo un momento al 
al
olo dei sequenti. Quando abbiamo introdot-to le deduzioni naturali, abbiamo detto 
he esse possono essere 
onsiderate
ome le dimostrazioni di 
ui parlano i sequenti di LJ; pertanto, NJ e LJnon sono privi di legami, anzi, quello 
he si fa in uno dei due 
al
oli ha unaqual
he 
orrispondenza in quello 
he si fa nell'altro.Tenendo 
onto di 
i�o, 
i si pu�o domandare 
he �ne fa

ia la 
orrispondenzadi Curry-Howard nel 
al
olo dei sequenti. La risposta �e 
he questa �e an
orapienamente valida, an
he se le raÆnatezze di LJ, pur 
onsentendo an
oradi vedere le derivazioni 
ome programmi, non permettono di mettere in 
or-rispondenza biunivo
a la dinami
a dei �-termini 
on quella del pro
esso di
ut-elimination. In parti
olare, in genere un passo di riduzione nel �-
al
olo
orrisponde a pi�u passi nel 
al
olo dei sequenti.Per espli
itare la 
orrispondenza derivazioni/programmi si pu�o formulareuna versione \de
orata" di LJ, in 
ui ogni formula di un sequente vieneappunto de
orata 
on un termine del �-
al
olo. Il �-termine 
he de
orer�a laformula a destra della 
on
lusione della derivazione sar�a proprio il termineasso
iato alla derivazione stessa.E

o dunque la versione annotata di LJ, naturalmente ristretto al solo fram-mento ) e ^:
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axx : A ` x : A � ` s : A x : A;� ` t : C 
ut�;� ` t[s=x℄ : C�; x : A; y : A ` t : C C�; z : A ` t[z=x; z=y℄ : C � ` t : C W�; x : A ` t : C� ` s : A x : B;� ` t : C )L�;�; y : A) B ` t[ys=x℄ : C �; x : A ` t : B )R� ` �xA:t : A) B�; x : A ` t : C ^aL1�; y : A ^B ` t[fst(y)=x℄ : C �; x : B ` t : C ^aL2�; y : A ^B ` t[snd(y)=x℄ : C� ` s : A � ` t : B ^aR� ` hs; ti : A ^BNaturalmente, i tipi dei termini sono an
ora in 
orrispondenza esatta 
on leformule; e

o per
h�e abbiamo utilizzato, ad esempio, A) B anzi
h�e A! B.A titolo di esempio, mostriamo la derivazione dell'assioma di Hilbert A )(B ) A), 
orrispondente alla deduzione � introdotta sopra:axx : A ` x : A Wy : B; x : A ` x : A )Rx : A ` �yB:x : B ) A )R` �xA:�yB:x : A) (B ) A)In realt�a, nel 
al
olo dei sequenti �e s
onveniente astrarre tutte le variabili
he saranno poi gli \input" del programma rappresentato dalla derivazione.Infatti ad una funzione 
ome questa, 
he nel �-
al
olo tipato sempli
e prendeil tipo A! (B ! A), �e pi�u prati
o asso
iare una derivazione 
on 
on
lusioneA;B ` A, 
he 
orrisponderebbe dunque alla sotto-derivazione 
omprendentesolo la regola dell'assioma e del weakening. In questo modo, �e pi�u sempli
e



88 CAPITOLO 3. LA CORRISPONDENZA DI CURRY-HOWARDtagliare gli input della funzione, per poi ridurli mediante le regole della
ut-elimination:���� ` A ���� ` B axA ` A WA;B ` A 
ut�; A ` A 
ut�;� ` A ! ���� ` A axA ` A W�; A ` A 
ut�;� ` A �
� ���� ` A axA ` A 
ut� ` A W�;� ` A ! ���� ` A W�;� ` ALe 
ose dunque 
ontinuano a funzionare, ma in modo un po' diverso. Inparti
olare, in LJ servono pi�u passi di 
ut-elimination per arrivare alla for-male normale rispetto alle deduzioni naturali. In questo esempio spe
i�
o,l'appli
azione multipla della regola 
he s
ambia weakening e 
ut (
'�e un'ap-pli
azione per 
ias
una formula di �) non ha al
una 
orrispondenza in NJ.Nel 
al
olo dei sequenti dunque emergono dinami
he 
he nelle deduzioninaturali (e quindi nel �-
al
olo) non sono visibili. La 
orrispondenza formu-le/tipi dimostrazioni/programmi resta valida, ma non �e un vero e proprioisomor�smo; il 
al
olo dei sequenti �e pi�u \�ne", e in esso appaiono dettagliassenti nel �-
al
olo.Per una trattazione dettagliata della 
orrispondenza di Curry-Howard nel-l'ambito del 
al
olo dei sequenti, rimandiamo il lettore interessato a [15℄.



Capitolo 4Funzioni rappresentabili neisistemi logi
iIn questo 
apitolo 
i o

uperemo di \mettere in prati
a" l'idea fornita dalla
orrispondenza di Curry-Howard, vale a dire il fatto 
he ogni dimostrazionelogi
a possa essere vista 
ome un programma. In parti
olare, introdurremoun sistema di assegnazione di tipi molto potente, 
onos
iuto 
ome SistemaF, e dimostreremo qual �e la potenza espressiva di tale sistema, in termini difunzioni rappresentabili al suo interno.4.1 Il Sistema FIl Sistema F �e stato introdotto nel 1971 da Jean-Yves Girard (si veda [13℄per un'esposizione dettagliata del sistema), ed �e stato pi�u tardi (1974) \ri-s
operto" individualmente da John Reynolds, 
he l'ha 
hiamato �-
al
olopolimor�
o. Il sistema F �e in sostanza un'estensione di STLC, e si ottiene apartire da esso aggiungendo i quanti�
atori al se
ondo ordine.Ovviamente, per poter parlare di 
orrispondenza dimostrazioni/programmi,�e ne
essario lavorare in ambito intuizionista, e tale sar�a dunque il nostro\ambiente di sviluppo" per la tipizzazione di F. Inoltre, proseguendo 
onl'appro

io del 
apitolo pre
edente, 
onsidereremo es
lusivamente il 
osid-detto \frammento negativo" della logi
a intuizionista, 
ostituito dai 
onnet-tivi), ^ e 8 al se
ondo ordine. In realt�a, ^ non �e ne
essario alla de�nizionedi F; tuttavia, noi lo in
luderemo per
h�e pu�o rendere la programmazionepi�u sempli
e. La versione di F 
he trattiamo qui sar�a dunque quella 
ono-s
iuta 
ome Sistema F 
on prodotti. Abbiamo inoltre s
elto di presentarel'assegnazione dei tipi di F nel 
al
olo dei sequenti (dunque in LJ), sapendo
he, sebbene meno esatta, la 
orrispondenza di Curry-Howard 
ontinua afunzionare 
ome per le deduzioni naturali.89
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o dunque l'assegnazione dei tipi di F:axx : A ` x : A � ` s : A x : A;� ` t : C 
ut�;� ` t[s=x℄ : C�; x : A; y : A ` t : C C�; z : A ` t[z=x; z=y℄ : C � ` t : C W�; x : A ` t : C� ` s : A x : B;� ` t : C )L�;�; y : A) B ` t[ys=x℄ : C �; x : A ` t : B )R� ` �xA:t : A) B�; x : A ` t : C ^aL1�; y : A ^B ` t[fst(y)=x℄ : C �; x : B ` t : C ^aL2�; y : A ^B ` t[snd(y)=x℄ : C� ` s : A � ` t : B ^aR� ` hs; ti : A ^B�; x : A[B℄ ` t : C 8L�; y : 8X:A ` t[yB=x℄ : C � ` t : A[X℄ 8R� ` �X:t : 8X:A (?)(?) �e la solita 
ondizione di sempre sull'introduzione a destra del quanti�
a-tore universale.Come �e possibile vedere, la tipizzazione �e identi
a a quella di STLC, sal-vo l'aggiunta della quanti�
azione al se
ondo ordine. Andiamo dunque aguardare nel dettaglio le due regole per il 8.La regola a destra �e detta astrazione universale del tipo X nel terminet. E' molto simile all'astrazione standard del �-
al
olo, ma inve
e di astrar-re variabili, astrae tipi. L'utilizzo dell'astrazione universale �e visibile nellaregola a sinistra, 
he 
orrisponde all'appli
azione universale. Se nell'appli-
azione standard del �-
al
olo si appli
ava un termine ad un altro termine,l'appli
azione universale prevede inve
e di appli
are un termine ad un tipo.
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apire meglio 
ome funzioni la quanti�
azione al se
ondo ordine, e suf-�
iente osservare la regola di riduzione per questo nuovo 
ostrutto sintatti-
o, 
he si aggiunge alle altre tre regole gi�a 
onos
iute, 
he riportiamo per
omodit�a: (�xA:t)u t[u=x℄fst(ht; ui) tsnd(ht; ui) u(�X:t)A t[A=X℄In altre parole, appli
are un termine della forma �X:t ad un tipo 
orrispon-de a sostituire quel tipo ovunque o

orra la variabile proposizionale X int. E

o per
h�e l'altro nome del sistema F �e �-
al
olo polimor�
o: graziealla quanti�
azione al se
ondo ordine, il tipo di un temine pu�o essere para-metrizzato, e de
iso esattamente solo a runtime, proprio 
ome nei linguaggifunzionali polimor�
i 
ome ML.Forniremo nel seguito qual
he esempio per ottenere un minimo di fami-liarizzazione 
on la programmazione in F. Prima di 
omin
iare, fa

iamoqual
he pre
isazione sulla notazione:� La 
onvenzione per la sintassi dei �-termini sar�a esattamente la stessautilizzata per il �-
al
olo puro (si veda 2.3.1).� Per quanto riguarda le formule, il 
onnettivo ^ avr�a la pre
edenza su), e dunque s
riveremo, ad esempio, A ^ B ) C ^ D al posto di(A ^B)) (C ^D).� Il 
onnettivo ) sar�a asso
iativo a destra: 
on la formula A) B ) Csi intender�a la formula A) (B ) C).� Un quanti�
atore al se
ondo ordine posto davanti ad una formula le-gher�a tutte le istanze della variabile quanti�
ata presenti nella formula,vale a dire 
he 8X:X ^Y ) X sar�a equivalente a 8X:((X ^Y )) X).� Nelle derivazioni del 
al
olo dei sequenti, 
ome al solito una linea diderivazione pi�u spessa indi
her�a un 
erto numero (maggiore di uno) diistanze della stessa regola appli
ate 
onse
utivamente.Partiamo dalla rappresentazione dei numeri, 
he �e quella 
onsueta degliinteri di Chur
h. Posto, per il generi
o tipo A,intA := (A) A)) A) Ail tipo degli interi in F sar�a int := 8X:intX



92 CAPITOLO 4. FUNZIONI RAPPRESENTABILI IN LOGICADella formula int esistono infatti in F in�nite derivazioni, 
ias
una asso
iabi-le ad un numero naturale, e 
ias
una \magi
amente" (grazie all'assegnazionedei tipi fornita in pre
edenza) 
orrispondente ad un intero di Chur
h. Perquanto riguarda 0, abbiamo infatti: axz : X ` z : X )R` (�z:z) : X ) X Ws : X ) X ` (�zX :z) : X ) X )R` (�sX)XzX :z) : intX 8R` (�X:�sX)XzX :z) : intPer quanto riguarda il generi
o n, abbiamo inve
e
axz : X ` z : X

axx1 : X ` x1 : X axy : X ` y : X )Lx1 : X; s1 : X ) X ` (s1x1) : X����xn�1 : X; sn�1 : X ) X; : : : ; s1 : X ) X ` (s1(: : : (sn�1xn�1) : : :)) : X)Lz : X; sn : X ) X; : : : ; s1 : X ) X ` (s1(: : : (snz) : : :)) : X )Rsn : X ) X; : : : ; s1 : X ) X ` (�zX :s1(: : : (snz) : : :)) : X ) X Cs : X ) X ` (�zX :s(: : : (sz) : : :)) : X ) X )R` (�sX)XzX :s(: : : (sz) : : :)) : intX 8R` (�X:�sX)XzX : s(: : : (s| {z }n z) : : :)) : intCome �e evidente, i �-termini asso
iati alle derivazioni mediante le regole ditipizzazione 
orrispondono esattamente alla versione tipata degli interi diChur
h.Per non appesantire troppo la notazione, presenteremo le derivazione 
heprogramma il su

essore sugli interi in versione \non de
orata", vale adire 
on i soli tipi (formule), senza riportare in modo espli
ito i termini
orrispondenti:
axX ) X ` X ) X axX ` X axX ` X axX ` X )LX;X ) X ` X )LX ) X;X;X ) X ` X )LintX ;X;X ) X;X ) X ` X CintX ;X;X ) X ` X 8Lint;X;X ) X ` X )Rint ` intX 8Rint ` int



4.1. IL SISTEMA F 93Il �-termine asso
iato alla derivazione sopra �e(�X:�sX)XzX :s(nXsz)) : intdove n : int �e la variabile asso
iata alla formula int a sinistra del sequente 
he
on
lude la derivazione. Aggiungendo una regola ) R, otterremmo un ter-mine di tipo int) int, 
io�e una funzione da interi a interi, 
he �e il giusto tipoper la funzione su

essore. Tuttavia, sappiamo 
he nel 
al
olo dei sequenti�e pi�u \
omodo" las
iare le formule 
he rappresentano gli input a sinistra delsequente, in modo da poterle tagliare direttamente 
on gli argomenti dellafunzione.Per 
ontrollare 
he il nostro su

essore funzioni davvero, e�ettuiamo il 
al-
olo nel 
aso in 
ui l'input sia 0:(�nint�X:�sX)XzX :s(nXsz))0  �X:�sX)XzX :s((�X:�sX)XzX :z)Xsz) �X:�sX)XzX :s((�sX)XzX :z)sz) �X:�sX)XzX :sz = 1E' 
hiaro 
ome l'ese
uzione ri
al
hi esattamente quella gi�a vista nel 
aso nontipato, e dunque 
i risparmiamo di dimostrare 
he il �-termine funzioni nel
aso del generi
o input n.Il tipo degli interi non �e il solo a poter essere rappresentato in F. In prati
a,tutti i tipi induttivi di un normale linguaggio di programmazione funzionaletrovano posto nel sistema. Ad esempio, se poniamo, essendo A una formulaqualsiasi, boolA := A ^A) Ail tipo dei booleani �e rappresentato dalla formulabool := 8X:boolXLa formula bool ha due possibili derivazioni in F, 
he possiamo far 
orri-spondere (arbitrariamente) una al valore booleano true, l'altra a false:axy : X ` y : X ^aL1x : X ^X ` (fst(x)) : X )R` (�xX^X :fst(x)) : boolX 8R` (�X:�xX^X :fst(x)) : bool
axy : X ` y : X ^aL2x : X ^X ` (snd(x)) : X )R` (�xX^X :snd(x)) : boolX 8R` (�X:�xX^X :snd(x)) : boolPossiamo s
egliere, ad esempio, di prendere la prima 
ome true e la se
onda
ome false. Grazie ai booleani, possiamo ora rappresentare 
ostrutti 
ome



94 CAPITOLO 4. FUNZIONI RAPPRESENTABILI IN LOGICAl'\if. . . then. . . else": axt : Y ` t : Y Wt : Y; e : Y ` t : Y axe : Y ` e : Y Wt : Y; e : Y ` t : Y ^aRt : Y; e : Y ` ht; ei : Y ^ Y axx : Y ` x : Y )Lt : Y; e : T; y : boolY ` (yht; ei) : Y 8Lt : Y; e : T; b : bool ` (bY ht; ei) : Y )R` (�bbooltY eY :bY ht; ei) : bool) Y ) Y ) Y 8R` (�Y:�bbooltY eY :bY ht; ei) : 8Y:bool) Y ) Y ) YQuella 
he abbiamo programmato �e una funzione polimor�
a 
he agis
e inquesto modo: preso in input un tipo qualsiasi A, la funzione attende treinput ulteriori, il primo di tipo bool e gli altri due di tipo A; a se
onda delvalore booleano dato in ingresso, viene restituito uno dei due termini di tipoA.Vediamo il tutto 
on un esempio. Supponiamo di disporre di due termi-ni di tipo A, siano essi u e v. Sia inoltre p : bool un termine la 
ui formanormale (essendo booleano) �e o true o false. Possiamo allora 
al
olare(�Y:�bbooltY eY :bY ht; ei)Apuv  (�bbooltAeA:bAht; ei)puv pAhu; viOra, se p true, abbiamo(�X:�xX^X :fst(x))Ahu; vi  (�xA^A:fst(x))hu; vi  fst(hu; vi) use, al 
ontrario, p false, si ha(�X:�xX^X :snd(x))Ahu; vi  (�xA^A:snd(x))hu; vi  snd(hu; vi)  v
he �e il risultato atteso da una funzione if. . . then. . . else 
ome quella da noiprogrammata.Un altro tipo interessante �e quello delle liste di tipo generi
o Y , la 
ui formula
orrispondente �e list := 8Y:8X:(Y ) X ) X)) X ) XIstanziando list su una parti
olare formula A, otteniamo il tipo delle liste ditermini di tipo A: listA := 8X:(A) X ) X)) X ) X



4.1. IL SISTEMA F 95Senza fornire le derivazioni 
orrispondenti, mostriamo di seguito al
une 
o-stanti e funzioni di base sulle liste; ad esempio, la lista vuota �e rappresentatadal termine nil := (�Y:�X:�
Y)X)XnX :n) : listmentre, se t1; : : : ; tk sono k termini di tipo A, la lista 
he li 
ontiene sar�a(�X:�
A)X)XnX :
t1(: : : (
tkn) : : :)) : listALa funzione 
ons, 
he aggiunge un elemento in testa ad una lista, �e rappre-sentata dal termine
ons := (�Y:�tY llist:�X:�
Y)X)XnX :
t(lY X
n)) : 8Y:Y ) list) listYCome al solito, per testare gli esempi possiamo provare a fornire in inputalla funzione 
ons l'intero di Chur
h 2 e la lista vuota, e aspettar
i dunquein us
ita la lista di interi 
ontenente 2 
ome uni
o elemento:
ons int 2 nil  (�tintllist:�X:�
int)X)XnX :
t(lintX
n)) 2 nil �llist:�X:�
int)X)XnX :
2(lintX
n)) nil �X:�
int)X)XnX :
2((�Y:�X:�
Y)X)XnX :n)intX
n) �X:�
int)X)XnX :
2((�X:�
int)X)XnX :n)X
n) �X:�
int)X)XnX :
2((�
int)X)XnX :n)
n) �X:�
int)X)XnX :
2((�nX :n)n) (�X:�
int)X)XnX :
2n) : listintPer quanto riguarda gli esempi di programmazione, 
i fermeremo qui, an-
he se �e 
hiaro 
he le possibilit�a o�erte dal sistema F sono quasi illimitate.Piuttosto, menzioneremo il seguente risultato fondamentale, 
he estende ilrisultato a 
ui si �e fatto 
enno nell'introdurre il �-
al
olo tipato sempli
e:Teorema 4.1 (Normalizzazione forte di F) Se t �e un termine del �-
al
olo tipabile in F (
io�e al quale 
orrisponde una derivazione del sistemaF), allora tutte le strategie di normalizzazione terminano.Dimostrazione. Si veda [13℄. �Il teorema di normalizzazione forte sostanzialmente di
e 
he tutti le deri-vazioni di F rappresentano programmi ben 
ostruiti ; non �e possibile 
he unprogramma di F 
ontenga un 
i
lo in�nito. Naturalmente, valendo sempre la
on
uenza, il risultato di tutte le strategie di normalizzazione �e an
he uni
o.Nella prossima sezione, 
i prenderemo 
ura di des
rivere esattamente il po-tere espressivo di F, stabilendo quali siano e�ettivamente le funzioni 
he vipossono trovare posto.



96 CAPITOLO 4. FUNZIONI RAPPRESENTABILI IN LOGICA4.2 Teoremi di rappresentabilit�aVogliamo ora des
rivere, nel modo pi�u pre
iso possibile, quali funzioni sonorappresentabili all'interno di F, possibilmente in termini di un sottoinsiemedelle funzioni ri
orsive.Comin
iamo 
on un'osservazione: grazie alla normalizzazione forte, sap-piamo 
he tutte le derivazioni di F possono essere ridotte a derivazioni 
ut-free in un numero �nito di passi, indipendentemente dalla strategia di 
ut-elimination s
elta. Ci�o signi�
a 
he un programma fornis
e un risultatoqualunque sia il suo input. Di 
onseguenza, �e 
hiaro 
he in F non potremorappresentare 
he funzioni totali ; una funzione parziale non ha infatti al
unasperanza di trovare posto in F, gia

h�e una derivazione 
he la rappresentidovrebbe ammettere almeno un input 
he, tagliato 
on tale derivazione, dialuogo ad una sequenza di normalizzazione in�nita.Per 
ontro, poi
h�e il 
al
olo della normalizzazione di una derivazione (oil termine ad essa asso
iato) di F �e 
hiaramente una pro
edura e�ettiva per
al
olare il valore di una 
erta funzione per un 
erto input, non 
'�e ombradi dubbio sul fatto 
he le funzioni rappresentate in F siano ri
orsive.Possiamo allora essere tentati di dire 
he F sia in grado di rappresentaretutte e sole le funzioni ri
orsive totali. Tuttavia, il seguente argomento1mostra 
hiaramente 
he non �e questo il 
aso:Teorema 4.2 Esiste una funzione ri
orsiva totale non rappresentabile inF.Dimostrazione. Supponiamo 
he sia rappresentabile, in F, una funzionetotale in grado di enumerare le funzioni ad un argomento rappresentabilinello stesso sistema F. Tale funzione, 
he 
hiamiamo �, sar�a di arit�a 2;avremo 
io�e, se f0; f1; f2; : : : sono le funzioni unarie rappresentabili in F(
hiaramente numerabili):�(i; n) = fi(n) 8i; n 2 NConsideriamo ora la funzione de�nita nel seguente modo:'(n) = �(n; n) + 1 8n 2 N' �e 
hiaramente ri
orsiva totale, ed �e per di pi�u unaria. Ora, se essa non �erappresentabile in F, abbiamo 
on
luso; al 
ontrario, se essa �e rappresenta-1Come si potr�a notare, quello utilizzato �e 
hiaramente un argomento diagonale; ab-biamo 
os�� 
olto l'o

asione per utilizzare questa te
ni
a almeno una volta nella tesi,sembrando
i davvero un pe

ato las
iar fuori dall'esposizione uno dei metodi dimostrativipi�u simpati
i della logi
a e dell'informati
a.



4.2. TEOREMI DI RAPPRESENTABILIT�A 97bile, allora esister�a un 
erto intero m tale 
he�(m;n) = '(n) 8n 2 NSe ora proviamo a 
al
olare ' in m, otteniamo, per de�nizione'(m) = �(m;m) + 1ma, poi
h�e m �e proprio l'indi
e di ' nell'enumerazione, abbiamo an
he'(m) = �(m;m)
he �e un'evidente 
ontraddizione. L'ipotesi 
he � fosse rappresentabile ha
ondotto ad un assurdo, e dunque � �e un esempio di funzione totale nonrappresentabile in F. �Il sistema F �e dunque un po' meno potente di quanto avessimo inizialmen-te sperato. Esso per�o soddisfa un'importante propriet�a di 
orrettezza, 
heenun
iamo per il tipo degli interi, 
he �e quello d'interesse in questo momento:Proposizione 4.1 Un termine 
hiuso e in forma normale t �e tipabile 
onla formula int = 8X:(X ) X)) X ) X se e solo se questo �e un intero diChur
h n per qual
he n 2 N.Dimostrazione. Si veda [13℄2. �La proposizione sopra �e importantissima: in prati
a, 
i garantis
e 
he, se t �eun temine di tipo int) int (ovvero una derivazione � del sequente int ` int),allora la normalizzazione del termine t n (
io�e l'eliminazione del taglio dalladerivazione 
ostruita tagliando � 
on la derivazione del sequente ` int asso-
iata all'intero di Chur
h n) produ
e un termine 
he �e senz'altro an
h'essoun intero di Chur
h; le funzioni programmabili in F sono dunque davverofunzioni \da interi a interi".Per arrivare a parlare del potere espressivo del nostro sistema, o

orre intro-durre la nozione di funzione dimostrabilmente totale3. Nel seguito, se A �e un2In realt�a, 
'�e un pi

olo dettaglio te
ni
o da sottolineare: nella versione enun
iata, ilteorema vale se per il tipo degli interi si �e s
elta la formula 8X:X ) (X ) X) ) X,anzi
h�e la nostra int; 
i�o 
omporta 
he, in questa notazione, gli interi di Chur
h hannole due variabili nel � \s
ambiate": nel 
aso di 2, si ha ad esempio �X:�zXsX)X :s(sz)anzi
h�e il nostro familiare �X:�sX)XzX :s(sz). Con la nostra formula, il teorema 
ontinuaa valere, ma esiste in pi�u an
he il termine �X:�xX)X :x 
he �e 
hiuso, normale e di tipo int,pur non essendo nella forma di un intero di Chur
h. Questa �e una delle pi

ole imperfezionidella sintassi; nell'ambito di una semanti
a estensionale, l'intruso in questione avrebbe lastessa interpretazione di 1, poi
h�e �e �-equivalente ad esso; non avendo nemmeno de�nito
osa sia l'�-equivalenza nel �-
al
olo, preferiamo dimenti
ar
i di questa storia e far �ntadi nulla.3Non abbiamo trovato una traduzione migliore del termine provably total . . .



98 CAPITOLO 4. FUNZIONI RAPPRESENTABILI IN LOGICAsistema di assiomi (an
he detto teoria assiomati
a), s
rivendo A ` F inten-deremo 
he la formula F �e dimostrabile (derivabile nel 
al
olo dei sequenti)a partire dagli assiomi di A.De�nizione 4.1 (Funzione dimostrabilmente totale) Sia A una teo-ria assiomati
a, in 
ui sia rappresentabile, mediante un termine del linguag-gio di A, la funzione fun(i)
he per ogni intero non negativo i fornis
e il \
odi
e" dell'i-esima funzio-ne ri
orsiva (le funzioni ri
orsive sono 
hiaramente numerabili, dunque �epossibile \indi
izzarle" in qual
he modo). Sia inoltre rappresentabile nellinguaggio di A la formula Def1[f;m; n℄il 
ui signi�
ato �e il seguente: la funzione il 
ui 
odi
e �e f �e de�nita in m,e il suo valore �e n.Diremo allora 
he la funzione fi �e dimostrabilmente totale nel sistema Ase e solo se A ` 8m:9n:Def1[fun(i)=f ℄Introdu
iamo ora una teoria assiomati
a famosissima in ambito logi
o, la
osiddetta aritmeti
a di Peano:De�nizione 4.2 (Aritmeti
a di Peano al primo ordine) Sia LPA il lin-guaggio al primo ordine 
ontenente:� il simbolo di 
ostante 0� il simbolo di funzione unario s e i simboli di funzione binari (
heutilizzeremo in notazione in�ssa) + e �� il simbolo di predi
ato =, la sua negazione 6= (
he utilizzeremo entram-bi in notazione in�ssa)Il sistema PA �e 
ostituito dai seguenti assiomi, dove A �e una qualsiasiformula del linguaggio LPA 
ontenente una variabile libera:1. 8x:s(x) 6= 02. 8x:8y:(x = y ) A[x℄ = A[y℄)3. 8x: (A[0℄) 8y: (A[y℄) A[s(y)℄)) A[x℄)4. 8x:x+ 0 = x5. 8x:8y:x+ s(y) = s(x+ y)6. 8x:x � 0 = 0



4.2. TEOREMI DI RAPPRESENTABILIT�A 997. 8x:8y:x � s(y) = x+ s(x � y)In realt�a, noi non avremo bisogno proprio di PA, ma di qual
osa di pi�u.Utilizzeremo ora per la prima volta un linguaggio pi�u 
omplesso di quelliutilizzati �n qui (
ui si �e brevemente a

ennato in 1.1), in 
ui 
ompariranno
ontemporaneamente sia i quanti�
atori al primo 
he al se
ondo ordine; inun qualsiasi linguaggio del genere, possiamo de�nire la seguente formula\parametri
a", 
he 
hiamiamo s
hema di 
omprensione:9X:8x1: : : : 8xn: (X(x1; : : : ; xn), F )dove X �e una variabile di relazione n-aria, F �e una formula qualunque, eovviamente A, B �e un'abbreviazione di (A) B) ^ (B ) A).Possiamo allora �nalmente de�nire il sistema di 
ui abbiamo bisogno:De�nizione 4.3 (Aritmeti
a di Peano al se
ondo ordine) Sia LPA2 l'e-stensione al se
ondo ordine di LPA, e sia X una variabile di relazione una-ria. Il sistema PA2, le 
ui formule sono 
ostruite sul linguaggio LPA2 , �e
ostituito dagli assiomi derivanti dallo s
hema di 
omprensione e dai mede-simi assiomi di PA, tranne 
he per i numero 2 e 3, 
he vengono sostituitidai seguenti:2b. 8X:8x:8y: (x = y ) X(x) = X(y))3b. 8X:8x: (X(0)) 8y: (X(y)) X (s(y)))) X(x))E' possibile dimostrare 
he sia PA 
he PA2 
ontengono la loro rappresenta-zione del predi
ato Def1 de�nito in pre
edenza; abbiamo allora il seguenterisultato:Teorema 4.3 (Espressivit�a di F) Una funzione �e rappresentabile nel Si-stema F se e solo se essa �e dimostrabilmente totale in PA2.Dimostrazione. Si veda [13℄. �Detto in parole pi�u sempli
i, il potere espressivo di F �e mostruoso; in esso�e possibile programmare pi�u funzioni di quante non ne siano e�ettivamente
al
olabili in prati
a. Con questo, intendiamo 
he, dal punto di vista della
omplessit�a 
omputazionale (
he sar�a l'oggetto del prossimo 
apitolo), il si-stema F o�re la possibilit�a di programmare funzioni il 
ui 
al
olo ri
hiedetempi fuori dalla portata di qualsiasi essere umano o, addirittura, superiorialla vita operativa di qualsiasi 
omputer 
he potr�a mai essere 
ostruito.Il sistema F non �e l'uni
o sistema logi
o a poter essere visto 
ome un \lin-guaggio di programmazione". In parti
olare, insistendo sui linguaggi 
he



100 CAPITOLO 4. FUNZIONI RAPPRESENTABILI IN LOGICAammettono la presenza 
ontemporanea del primo e se
ondo ordine di quan-ti�
azione, esiste un sistema 
onos
iuto 
ome Aritmeti
a Funzionale al se-
ondo ordine. L'aritmeti
a funzionale al se
ondo ordine, abbreviata di solito
on AF2, �e un sistema introdotto negli anni '80 dal logi
o fran
ese Jean-Louis Krivine, 
he in sostanza 
ostituis
e un'estensione del sistema F, nelquale viene reintrodotta la quanti�
azione al primo ordine e, 
onseguente-mente, dai simboli proposizionali si passa ai simboli di relazione n-ari.In AF2 
i sono inoltre, 
ome nell'aritmeti
a di Peano, il simbolo di 
o-stante 0 e il simbolo di funzione unario s (
he rappresenta 
ome al solito ilsu

essore), non
h�e i predi
ati di uguaglianza e disuguaglianza. In AF2, iltipo degli interi diventa una formula aperta, 
ontenente una variabile libera(al primo ordine):nat[x℄ := 8X:(X(0)) 8y:(X(y)) X(s(y)))) X(x))Come �e evidente, nat[x℄ non �e altro 
he l'assioma 
he rappresenta il prin
ipiodi induzione in PA2, 
ui �e stata tolta la quanti�
azione sulla variabile x. Se
on sn0 abbreviamo il termine s(: : : s| {z }n (0) : : :)abbiamo 
he la rappresentazione in AF2 del generi
o intero n prende il tiponat[sn0℄. In parti
olare, gli interi di Chur
h inAF2 hanno la seguente forma,non lontana da quella del sistema F:0 := (�zs:z) : nat[0℄n := (�zs: s(: : : (s| {z }n z) : : :)) : nat[sn0℄Osserviamo 
he nella sintassi del �-
al
olo di AF2 viene omessa la tipizza-zione; naturalmente �e possibile fare 
i�o an
he in F.L'aritmeti
a funzionale al se
ondo ordine ha il medesimo potere espressi-vo di F; tuttavia, oltre alla 
on
uenza, alla normalizzazione forte e allapropriet�a di 
orrettezza sugli interi gi�a menzionata per F, essa gode an
hedi una propriet�a pi�u forte, 
he �e la seguente:Teorema 4.4 (Correttezza dei programmi di AF2) Sia E �e un siste-ma di assiomi 
onsistente su N (vale a dire E ` sm0 = sn0) m = n).Se E +AF2 ` t : nat[x℄) nat[f(x)℄allora t �e un programma per f , vale a diret m� n sse E ` f(sm0) = sn0



4.2. TEOREMI DI RAPPRESENTABILIT�A 101Dimostrazione. Si veda [16℄. �La propriet�a di 
orrettezza appena introdotta �e qual
osa di fenomenale:essa asseris
e 
he, in AF2, una derivazione 
he rappresenta una funzioneda interi ad interi �e automati
amente una dimostrazione di 
orrettezza delprogramma rappresentato da quella derivazione. In altre parole, AF2 �eun linguaggio di programmazione in 
ui non si possono fare \errori": la
orrettezza di un programma �e sempre garantita.
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Capitolo 5La 
omplessit�a
omputazionaleQuesto 
apitolo �e dedi
ato alla presentazione dell'argomento 
entrale del-la trattazione, vale a dire la 
omplessit�a 
omputazionale. Introdurremo la
omplessit�a se
ondo la de�nizione 
anoni
a, 
he utilizza le ma

hine di Tu-ring, e de�niremo le 
lassi di 
omplessit�a pi�u importanti. In seguito mostre-remo 
ome sia possibile fornire delle 
aratterizzazioni assiomati
he di tali
lassi di 
omplessit�a, indipendenti dal parti
olare modello di 
al
olo. In�neanalizzeremo la pro
edura di 
ut-elimination dal punto di vista della 
om-plessit�a 
omputazionale, 
er
ando di stabilire l'esistenza di limiti superiorialla lunghezza di una riduzione.5.1 De�nizione di 
omplessit�a e 
lassi di 
omples-sit�aLa 
omplessit�a 
omputazionale �e uno dei 
ampi pi�u importanti dell'infor-mati
a teori
a. Sviluppatasi in modo formale soltanto a partire dagli anni'70, essa si o

upa essenzialmente di studiare il legame tra le risorse 
he unalgoritmo utilizza per risolvere un problema e la dimensione della rappre-sentazione delle istanze del problema stesso.Intuitivamente, le risorse fondamentali di un algoritmo sono due: tempoe spazio. In termini di 
al
olatori elettroni
i, queste si possono tradurre
on
retamente, ad esempio, in numero di 
i
li di 
lo
k e quantit�a di memo-ria ne
essari all'ese
uzione del programma 
he implementa l'algoritmo. Ingenere, gli algoritmi hanno pi�u di un input possibile; possiamo dunque im-maginare di poter 
aratterizzare in qual
he modo la dimensione di 
ias
unaistanza di input, in termini ad esempio di memoria o

upata per rappre-sentarla. Inoltre, prati
amente tutti gli algoritmi 
he servono a risolvereproblemi di un qual
he interesse prati
o sono 
aratterizzati dal fatto, pe-103



104 CAPITOLO 5. LA COMPLESSIT�A COMPUTAZIONALEraltro pi�u 
he ragionevole, 
he pi�u aumenta la dimensione dell'input, pi�uaumentano le risorse ne
essarie per pro
essarlo. L'obiettivo dell'analisi del-la 
omplessit�a 
omputazionale di un algoritmo �e dunque questo: stabilireformalmente quanto aumentano le risorse utilizzate all'aumentare della di-mensione dell'input, esprimendo tale legame per mezzo di una ben pre
isafunzione matemati
a.In realt�a, �e possibile estendere l'ambito del dis
orso non solo agli algorit-mi, ma ai problemi stessi e alle funzioni in generale. L'oggetto di studiodiventa quindi la ri
er
a di limiti inferiori e superiori alla quantit�a di risorsene
essarie alla risoluzione di un problema, trovando quindi quali sono glialgoritmi migliori e peggiori per risolverlo. Allo stesso modo, dai problemisi pu�o generalizzare alle funzioni, gia

h�e ogni 
al
olo della soluzione di unproblema pu�o essere visto 
ome il 
al
olo del valore di un'opportuna funzio-ne.E' 
hiaro per�o 
he la 
omplessit�a 
omputazionale di un problema o di unafunzione, 
os�� 
ome l'abbiamo informalmente de�nita, dipende da 
ome simisurano sia le risorse 
he la dimensione dell'input; in sostanza, essa dipen-de in un 
erto senso dall'hardware su 
ui fa

iamo girare il nostro algoritmo.Del resto, noi 
al
oliamo da se
oli le moltipli
azioni a mano, e dunque nulla
i vieta di analizzare la 
omplessit�a 
omputazionale della funzione \prodot-to" prendendo 
ome dimensione dell'input la lunghezza in base 10 dei duenumeri, 
ome risorsa tempo il numero di moltipli
azioni \elementari" e som-me da dover e�ettuare e 
ome risorsa spazio la porzione di foglio o

upatadal 
al
olo e i milligrammi di gra�te o di in
hiostro impiegati per portarloavanti. . .Qualunque de�nizione dunque �e ammissibile, pur
h�e si pre
isi l'hardwareutilizzato e pur
h�e il tutto sia matemati
amente ben fondato. Tradizional-mente, la s
elta per una formalizzazione rigorosa della 
omplessit�a 
ompu-tazionale �e ri
aduta sulle ma

hine di Turing; queste infatti soddisfano ilrequisito di essere manipolabili a livello matemati
o e, soprattutto, rispettoa tutti gli altri prin
ipali modelli di 
al
olo (quelli presentati nel 
apitolo2), fornis
ono una 
aratterizzazione estremamente minimalista delle risorse
omputazionali: il tempo �e rappresentato dai passi di 
al
olo, la 
ui idioziafa quasi spavento, e lo spazio dalle 
elle di nastro utilizzate; �e diÆ
ile 
on
e-pire qual
osa di an
or pi�u elementare. In parti
olare, utilizzeremo in questasede le ma

hine di Turing multinastro, le quali 
onsentono in generale diimplementare gli algoritmi in modo pi�u sempli
e.La misura della dimensione dell'input sar�a dunque il numero di 
elle dinastro o

upate dalla sua rappresentazione al momento in 
ui la ma

hinaviene avviata. Dobbiamo poi de�nire le funzioni 
he legano tale misura al
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elle o

upate nel 
orso del 
al-
olo, i quali 
aratterizzeranno rispettivamente la 
omplessit�a temporale espaziale del 
al
olo stesso. A priori, qualsiasi funzione ri
orsiva (da interinon negativi a interi non negativi) pu�o andar bene. Tuttavia, la man
an-za di restrizioni alle funzioni utilizzabili 
ome bound di 
omplessit�a portaa 
onseguenze molto spia
evoli a livello teori
o. Di 
onseguenza, �e oppor-tuno dare una de�nizione pre
isa delle funzioni 
he verranno 
onsideratevalide per rappresentare un legame dimensione-input/tempo o dimensione-input/spazio. Nel seguito, utilizzeremo la notazione \O grande" 
on il solitosigni�
ato:De�nizione 5.1 Siano f e g due funzioni da interi non negativi a interinon negativi; se esiste un intero non negativo m e una 
ostante positiva 
tale 
he f(n) � 
 � g(n) per ogni n � mallora diremo 
he f �e dell'ordine di g, e s
riveremof(n) = O(g(n))La de�nizione 
he segue �e tratta da [19℄:De�nizione 5.2 (Funzione di 
omplessit�a propria) Sia f una funzio-ne da interi non negativi a interi non negativi. Diremo 
he f �e una funzionedi 
omplessit�a propria se f �e monot�ona non de
res
ente (
io�e f(n + 1) �f(n) per ogni n) e inoltre �e veri�
ata la seguente 
ondizione: esiste unama

hina di Turing a k nastri Mf , il 
ui alfabeto 
ontiene almeno il sim-bolo 1, tale 
he, per qualunque input x di lunghezza n, Mf termina dopoO(n + f(n)) passi i k nastri sono o

upati da: l'input x, k � 2 stringhe
ostituite da una sequenza di O(f(n)) simboli 1 e una stringa 
ostituita dauna sequenza di 1 di lunghezza esattamente f(n).In sostanza, dato l'input x, se jxj denota la lunghezza di tale input, Mf
al
ola la stringa 1f(jxj), e lo fa in tempo O(jxj + f(jxj)), utilizzando unospazio O(f(jxj)) a parte l'input stesso.La de�nizione di funzione di 
omplessit�a propria serve a togliere di mez-zo al
une funzioni \patologi
he" 
he genererebbero fenomeni molto po
orealisti
i (ad esempio, si potrebbero de�nire funzioni in grado di far 
ollas-sare 
lassi di 
omplessit�a 
ompletamente diverse | la de�nizione esatta di\
lasse di 
omplessit�a" sar�a data fra breve). In e�etti dunque, tutte le fun-zioni di interesse generale sono funzioni di 
omplessit�a proprie: le funzioni
ostanti, i polinomi, la funzione dlog ne, le funzioni \miste" 
ome n log n, gliesponenziali, e an
he le funzioni 
ome pn e n! rientrano tutte nella de�ni-zione data sopra.Possiamo a questo punto de�nire le 
lassi di 
omplessit�a:
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omplessit�a propria. Denoteremo
on TIME(f)SPACE(f)l'insieme dei problemi risolvibili da una ma

hina di Turing deterministi-
a rispettivamente in tempo e spazio O(f(n)), dove n �e la misura dellarappresentazione dell'input. ConNTIME(f)NSPACE(f)denoteremo inve
e l'insieme dei problemi risolvibili da una ma

hina di Tu-ring non deterministi
a rispettivamente in tempo e spazio O(f(n)), doven �e sempre la misura dell'input. Allo stesso modo, parleremo delle 
lassiFTIME(f), FSPACE(f) (tempo e spazio deterministi
i), FNTIME(f) eFNSPACE(f) (tempo e spazio non deterministi
i) quando 
onsidereremoil 
aso pi�u generale delle funzioni anzi
h�e dei problemi.E' 
hiaro 
he qualunque 
lasse di 
omplessit�a in ambito di funzioni in
ludestrettamente la 
orrispondente 
lasse in ambito di problemi; poi
h�e per�oquest'ultimo tipo di 
lasse �e largamente pi�u noto, nel seguito utilizzeremosempre la di
itura, ad esempio, TIME pur riferendo
i a FTIME.Le 
lassi di 
omplessit�a pi�u note e studiate sono, ad esempio:P = PTIME = [k>0TIME(nk)e NP = NPTIME = [k>0NTIME(nk)
he rappresentano la 
lasse dei problemi (o funzioni) 
al
olabili in tempopolinomiale rispettivamente da un algoritmo deterministi
o o non determi-nisti
o. Ci sono poi: PSPACE = [k>0SPACE(nk)NPSPACE = [k>0NSPACE(nk)EXP = EXPTIME = [k>0TIME(2nk)NEXP = NEXPTIME = [k>0NTIME(2nk)
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lassi sub-lineariL = LOGSPACE = SPACE(log n)e la sua 
ontroparte non deterministi
aNL = NLOGSPACE = NSPACE(log n)C'�e poi un'altra 
lasse po
o 
onsiderata per le appli
azione prati
he, ma digrande interesse teori
o, 
he �e la 
lasse delle 
osiddette funzioni elementari.Sia tow(b; k; n) la funzione 
os�� de�nita:tow(b; k; n) = � n se k = 0btow(k�1;n) se k > 0In sostanza, tow(b; k; n) �e una torre di esponenziali di altezza k; in parti
o-lare, tow(2; k; n) = 222...2n
on k iterazioni dell'esponenziale. La 
lasse delle funzioni elementari �edunque ELEMENTARY = [k>0 tow(2; k; n)Le funzioni elementari ri
hiedono tempi mostruosi per essere 
al
olate an-
he su dimensioni risibili dell'input; il 
ontesto in 
ui tale 
lasse fu de�nitaera quello della ri
orsivit�a, e 
i�o giusti�
a un termine apparentemente moltopo
o appropriato 
ome \elementare". Naturalmente, esistono funzioni ri-
orsive de�nibili in modo molto sempli
e 
he non sono neppure elementari.Quando si parla di funzioni elementari, non ha pi�u importanza la distin-zione tra determinismo e non-determinismo, e non ha pi�u senso nean
hede�nire limiti di 
omplessit�a spaziale. Per quanto riguarda le altre 
lassi, ilrapporto fra non determinismo e non determinismo �e al 
ontrario uno deiproblemi aperti pi�u importanti della teoria della 
omplessit�a 
omputaziona-le; la famosa equivalenza P ?= NP �e l'esponente pi�u illustre di tale problema,ma an
he le equivalenze 
ome L ?= NL e EXP ?= NEXP sono altrettantolontane dall'essere veri�
ate o smentite.5.2 Caratterizzazioni assiomati
he di 
lassi di 
om-plessit�aCome abbiamo visto, lo studio della 
omplessit�a 
omputazionale di un pro-blema o di una funzione si e�ettua 
onsiderando gli algoritmi implementati
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hine di Turing. Questa �e una s
elta 
he, sebbene bengiusti�
ata, porta a favorire in modo arbitrario un modello di 
al
olo sopratutti gli altri; 
os�� fa
endo, se si vuole stabilire un risultato di 
omplessit�a
omputazionale nell'ambito di un altro modello, si deve ne
essariamente de-�nire una qual
he traduzione 
he rapporti il tutto alle ma

hine di Turing.A partire dagli anni '60 si �e 
omin
iata a 
onsiderare la possibilit�a di astrarrela de�nizione di 
omplessit�a dalle ma

hine di Turing, fornendo delle 
arat-terizzazioni puramente assiomati
he delle 
lassi di 
omplessit�a. L'appro

io�e identi
o a quello della teoria della ri
orsione; l'obiettivo �e 
atturare una
erta 
lasse di 
omplessit�a de�nendola in termini di un 
erto numero difunzioni di base 
he, 
ombinate per mezzo di una serie di s
hemi, generinotutte le funzioni appartenenti alla 
lasse stessa. Il vantaggio �e grandissimo:la de�nizione di 
lasse di 
omplessit�a rimane quella 
anoni
a, basata sullema

hine di Turing, ma �e allo stesso tempo possibile rapportare tutti glialtri modelli di 
omputazione ad uno s
hema 
ompletamente astratto, 
omequello delle funzioni ri
orsive. Si ha in prati
a a disposizione una de�nizionema
hine-independent delle 
lassi di 
omplessit�a.La prima 
aratterizzazione assiomati
a ad essere de�nita �e quella di Kalmar(vedi [21℄), 
he si o

upa di de�nire la 
lasse delle funzioni elementari:De�nizione 5.4 La 
lasse ELEMENTARY �e il pi�u pi

olo insieme 
on-tenente le seguenti funzioni di base:� funzioni 
ostanti� proiezioni� addizione� moltipli
azione� sottrazione (o predi
ato di uguaglianza)e 
hiusa rispetto a� 
omposizione� somme e prodotti limitatiIn seguito, si �e rius
iti a fornire 
aratterizzazioni assiomati
he per altre 
lassidi 
omplessit�a, a partire dalla 
aratterizzazione di P fornita da Cobham in[6℄:De�nizione 5.5 Sia j � j la funzione 
os�� de�nita:jnj = � 1 se n = 0blog2 n
+ 1 se n > 0La 
lasse P �e il pi�u pi

olo insieme 
ontenente le seguenti funzioni di base:
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ostante 0� proiezioni� su

essori binari s0 e s1, de�niti 
ome segue:si(n) = 2n+ i i 2 f0; 1g� \smash fun
tion" �(m;n) = 2jmj�jnje 
hiuso rispetto a� 
omposizione� ri
orsione limitata: se hi (i 2 f0; 1g), g e u sono in P, allora lafunzione f de�nita 
onf(0; n) = g(n)f(m;n) = � h0(bm2 
; n; f(bm2 
; n)) se m mod 2 = 0h1(bm2 
; n; f(bm2 
; n)) se m mod 2 = 1 
on m 6= 0�e an
h'essa in P se e soltanto sef(m;n) � u(m;n) per ogni m;nCome si vede, la 
aratterizzazione di Cobham �e un po' parti
olare per
h�elavora sugli interi nella loro rappresentazione binaria; del resto, quando siparla di 
omplessit�a in genere si s
arta a priori la rappresentazione unaria,per
h�e troppo s
onveniente. Tuttavia, questa non �e la sola pe
uliarit�a dellade�nizione. Lo s
hema di ri
orsione prevede infatti una postilla alquantos
omoda, 
he �e quella di dover veri�
are 
he la funzione 
he si sta de�nendosia in ogni punto limitata da una funzione 
he �e gi�a nella 
lasse. Questo tral'altro �e l'uni
o motivo per 
ui quella strana smash fun
tion viene introdottatra le funzioni di base; senza di questa non si potrebbe de�nire nulla perri
orsione.Re
entemente (all'inizio degli anni '90), Bellantoni e Cook [4℄ hanno pre-sentato una 
aratterizzazione della 
lasse P 
he evita i problemi della de-�nizione di Cobham. L'intuizione 
hiave di Bellantoni e Cook �e quella diseparare gli argomenti delle funzioni in argomenti normali e argomenti sa-fe; intuitivamente, questi ultimi possono in
uire sul risultato solo in modolineare, mentre per gli altri non �e previsto al
un vin
olo. La limitazione altempo polinomiale si ottiene quindi mediante la safe re
ursion1, 
he per-mette di iterare le funzioni solamente passandole in argomento safe.1L'arti
olo originale parla di predi
ative re
ursion on notation, ma in seguito �e stataadottata una variet�a di altri nomi, tra i quali an
he ri
orsione rami�
ata, non
h�e quelloutilizzato da noi.



110 CAPITOLO 5. LA COMPLESSIT�A COMPUTAZIONALELe funzioni de�nite sono dunque nella formaf(x1; : : : ; xm; a1; : : : ; an)dove x1; : : : ; xm sono gli argomenti normali e a1; : : : ; an quelli safe. La 
lassedelle funzioni 
al
olabili in tempo polinomiale 
orrisponder�a al sottoinsieme
ostituito dalle funzioni a soli argomenti normali, del tipo f(x1; : : : ; xm; ),
ostruite nel modo seguente:De�nizione 5.6 La 
lasse P �e il pi�u pi

olo insieme 
ontenente le seguentifunzioni base:� funzione 
ostante 0� proiezioni:�m;nj (x1; : : : ; xm;xm+1; : : : ; xm+n) = xj 1 � j � m+ n� su

essori binari: si(; a) = 2a+ 1 i 2 f0; 1g� prede
essore: p(; a) = ja2k� 
ondizionale: C(; a; b; 
) = � b se a mod 2 = 0
 altrimentie 
hiuso rispetto a� safe re
ursion: se hi (i 2 f0; 1g) e g sono in P, alloraf(0; x; a) = g(x; a)f(y; x; a) = � h0(by2
; x; a; f(by2
; x; a)) se y mod 2 = 0h1(by2
; x; a; f(by2
; x; a)) altrimenti y 6= 0�e an
h'essa in P� safe 
omposition: se h, r1; : : : ; rp e t1; : : : ; tq sono in P, alloraf(x; a) = h(r1(x; ); : : : ; rp(x; ); t1(x; a); : : : ; tq(x; a))�e in P.



5.3. LA COMPLESSIT�A DELLA CUT-ELIMINATION 111Osserviamo 
he, poi
h�e le funzioni polinomiali saranno alla �ne quelle asoli argomenti normali, deve essere possibile 
ostruire delle versioni non-safedelle funzioni di base, al
une delle quali operano inve
e solo su argomenti\si
uri". Ci�o �e possibile grazie alla 
omposizione; nel 
aso del prede
essore,possiamo ad esempio de�nire la funzionep0(x; ) = p(;�1;01 (x; ))e in modo analogo si possono 
ostruire le versioni normali dei su

essori e del
ondizionale. Il fatto fondamentale per�o �e 
he il 
ontrario non �e possibile;una funzione ad un argomento normale non pu�o essere trasformata in unafunzione ad un argomento safe, naturalmente tale 
he questa 
al
oli an
orala stessa 
osa. E

o per
h�e le funzioni di base lavorano su argomenti safe; de-�nire una funzione safe �e qual
osa di pi�u forte 
he de�nirla in modo normale.La safe re
ursion ha permesso di fornire de�nizioni assiomati
he per altreimportanti 
lassi di 
omplessit�a, 
ome ad esempio PSPACE. Al momentoattuale, la 
aratterizzazione di Bellantoni-Cook �e un argomento 
entrale diri
er
a nel 
ampo della logi
a. Si sta tentando infatti di trovare l'interpre-tazione della safe re
ursion nell'ambito dei sistemi logi
i, 
he al momentosembrano non rius
ire ad esprimere uno s
hema di questo tipo.5.3 La 
omplessit�a della 
ut-eliminationNei 
apitoli 3 e 4 abbiamo visto 
ome, tramite l'isomor�smo di Curry-Howard, esista una 
orrispondenza tra dimostrazioni e �-
al
olo, e 
ome siapossibile dunque rappresentare e 
al
olare funzioni all'interno dei sistemi lo-gi
i. Ora 
he abbiamo introdotto il 
on
etto di 
omplessit�a 
omputazionale,�e indubbiamente d'interesse studiare i sistemi logi
i an
he da questo puntodi vista. Quello 
he 
i si pu�o domandare �e se esiste un limite superiore alla
omplessit�a delle funzioni (e quindi dei programmi) de�nibili mediante lalogi
a; poi
h�e l'ese
uzione di un programma in logi
a 
orrisponde all'elimi-nazione dei tagli dalle derivazioni, la questione si sposta immediatamentein un ambito pi�u generale, 
he �e quello di analizzare la 
omplessit�a dellapro
edura di 
ut-elimination.In questo senso, lavorando quindi strettamente nel 
ampo della teoria delledimostrazioni, senza al
un riferimento espli
ito all'informati
a, si pu�o 
er
a-re un legame tra la dimensione 
he una derivazione ha prima dell'inizio della
ut-elimination e la dimensione di una delle sue forme normali2, tentando2A livello di teoria delle dimostrazioni non ha importanza 
he le derivazioni rappresen-tino programmi. L'analisi dunque pu�o essere fatta nel 
aso pi�u generale possibile, 
he �equello della logi
a 
lassi
a, nel quale sappiamo 
he la pro
edura di 
ut-elimination non �e
on
uente.
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al
olo dei sequenti 
lassi
o non �e 
ompli
atissimo arrivare a dimo-strare l'esistenza di un upper bound iperesponenziale. Anzitutto, o

orrede�nire una qual
he misura della 
omplessit�a di una derivazione di LK.A tal s
opo s
eglieremo qual
osa di molto intuitivo, vale a dire l'altezzadell'albero di derivazione:De�nizione 5.7 L'altezza di una derivazione � di LK, 
he denoteremo
on h(�) �e il numero di regole 
he 
ompaiono nel ramo pi�u alto dell'alberodi �.Possiamo ora dimostrare la seguente proposizione:Proposizione 5.1 (Upper-bound iperesponenziale) Appli
ando la pro-
edura di 
ut-elimination ad una derivazione � di LK, tale 
he h(�) = � etale 
he Æ �e il grado massimo dei 
ut presenti in �, si ottiene una derivazione
ut-free � la 
ui altezza �e limitata dalla seguente maggiorazione:h(�) � tow(k; Æ; �)dove k � 2 e tow �e la funzione de�nita al termine della sezione 5.1.Dimostrazione. In 1.3 abbiamo visto 
he l'eliminazione del taglio 
onsistenell'iterare una pro
edura in grado di normalizzare derivazioni quasi-
ut-free(de�nizione 1.16). Tale pro
edura �e des
ritta nel 
ru
iale lemma 1.1, per ilquale si pu�o fare la seguente analisi di 
omplessit�a. Pur non avendo mo-strato espli
itamente tutte le regole di riduzione, non �e diÆ
ile 
onvin
ersi
he le trasformazioni indotte dalle riduzioni strutturali sono le pi�u 
osto-se in termini di aumento dell'altezza della derivazione. In parti
olare, la
ontrazione aggiunge alla �ne un numero di nuove 
ontrazioni pari al nu-mero di formule presenti nel 
ontesto della formula tagliata (vedi pagina34). Il numero di formule �e senz'altro limitato dall'altezza dell'albero diderivazione; questa parti
olare regola dunque, alla peggio, dupli
a l'altez-za dell'albero. Abbiamo dunque 
he l'appli
azione di una qualsiasi regoladi riduzione strutturale 
ausa un aumento lineare dell'altezza. Se �0 �e laderivazione dopo l'appli
azione di una tale regola, si ha dunque:h(�0) � k�per qual
he k intero �ssato. Le regole di riduzione logi
he e 
ommutati-ve non 
omportano inve
e aumenti signi�
ativi dell'altezza; al 
ontrario, inqual
he 
aso questa si ridu
e.La dimostrazione del lemma 1.1 in sostanza itera l'appli
azione delle re-gole di riduzione strutturali e 
ommutative �no ad arrivare a 
reare un 
ut
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ui la formula tagliata �e stata appena introdotta in entrambe le premesse.A quel punto, si appli
a una regola di riduzione logi
a e si fa diminuire ilgrado di 1. La \migrazione" dei 
ut verso le regole 
he introdu
ono le o

or-renze della formula tagliata 
osta al massimo un aumento lineare per ognis
ambio; alla peggio, si faranno proprio � s
ambi (ri
ordiamo 
he � �e l'altez-za originale dell'albero), dunque, se �00 �e la sotto-derivazione quasi-
ut-freein 
ui il grado del 
ut �e stato abbassato di un'unit�a, avremoh(�00) � k�Abbassare il grado dei 
ut ha dunque un 
osto esponenziale; poi
h�e o

orrefar s
endere il grado �no a zero, tale operazione esponenziale sar�a iterata almassimo un numero di volte pari al grado del 
ut di grado maggiore, 
he �eÆ. Otteniamo allora il bound desiderato:h(�) � tow(k; Æ; �)�L'esatto valore di k nel bound fornito dipende da 
ome vengono de�nitele regole di riduzione: in [13℄, viene posto k = 4; in [5℄, k = 2 per LKe k = 4 per LJ. Si osservi 
he, ad ogni modo, pur essendo 
ias
una dellefunzioni tow(k; Æ; �) elementare in �, poi
h�e il grado massimale di una de-rivazione non pu�o essere maggiorato in generale, non esiste una funzioneelementare 
he limiti in assoluto l'esplosione dell'altezza di una derivazione
ut-free, e dunque il bound �e iperesponenziale.Nel 
aso della logi
a proposizionale, �e possibile trovare delle strategie di
ut-elimination 
he operano in tempo elementare, addirittura esponenziale.I lavori di Orevkov [18℄ e Statman [23℄ pongono inve
e un limite inferiorealla 
omplessit�a dell'eliminazione del taglio nella logi
a del primo ordine,negando la possibilit�a 
he strategie simili possano essere trovate in questo
aso. A tal proposito, de�niamo la funzione iperesponenziale 
omehyp(n) = tow(2; n; 1)ed enun
iamo il seguente risultato:Teorema 5.1 (Lower bound iperesponenziale, Orevkov) Esiste una se-quenza di formule al primo ordine (Ck)k2N tali 
he per ogni k esiste in LKuna derivazione di ` Ck di altezza lineare in k, la 
ui forma normale hainve
e altezza almeno pari a hyp(k).Dimostrazione. La dimostrazione di questo teorema �e estremamente te
-ni
a, e va oltre gli s
opi della trattazione. La prova originale di Orevkov pu�oessere trovata in [18℄; un'altra versione, non esageratamente pi�u 
omprensi-bile, si pu�o trovare in [5℄. �



114 CAPITOLO 5. LA COMPLESSIT�A COMPUTAZIONALEIl teorema appena enun
iato restituis
e in qual
he modo importanza \dedut-tiva" alla regola del taglio. Come abbiamo gi�a detto pi�u volte, inizialmentesembra 
he questa sia indispensabile a formalizzare qualsiasi ragionamento;l'Hauptsatz ha inve
e 
ontraddetto spudoratamente quest'intuizione, rive-lando l'inutilit�a dei 
ut. La presenza di lower-bound iperesponenziali alladimensione delle prove 
ut-free 
i porta inve
e di nuovo verso la posizione dipartenza: �e vero 
he si pu�o fare tutto senza modus ponens, ma il prezzo dapagare �e talmente alto 
he una deduzione 
he non utilizzi tale strumento pu�odiventare fa
ilmente di una lunghezza non gestibile. Basti ri
ettere sul fatto
he hyp(5) �e un numero 
he in base 10 o

upa 
ir
a 20.000 
ifre. . . in terminitemporali, in questo 
aso (
he �e tutto sommato uno dei meno drammati
i
he 
i si possa immaginare, visto 
he 5 non �e 
erto il pi�u grande numero diregole logi
he 
on
epibili per derivare qual
osa d'interessante. . . ), si passe-rebbe da tempi dell'ordine, ad esempio, dei mi
rose
ondi a tempi dell'ordinedi un migliaio di volte l'et�a dell'Universo.Il risultato di Orevkov ha inve
e un'interpretazione perentoria se letto nel-l'otti
a di Curry-Howard: le funzioni rappresentabili in logi
a intuizionistanon sono, in generale, 
ontenute in nessuna 
lasse di 
omplessit�a. Il tempodi ese
uzione della pro
edura di 
ut-elimination �e infatti strettamente legatoalla dimensione della forma normale: dimensioni iperesponenziali signi�
anotempi iperesponenziali.Il motivo prin
ipale dell'e�etto disastroso 
he la 
ut-elimination ha sullagrandezza delle prove �e, 
ome abbiamo evidenziato nella dimostrazione di5.1, la presenza delle regole strutturali. La logi
a 
lassi
a non o�re strumentisuÆ
ientemente potenti per 
ontrollare il loro potere espressivo; e

o per
h�eal suo interno non �e possibile immaginare al
una possibilit�a di 
aratterizzarele 
lassi di 
omplessit�a in modo puramente logi
o.Una speranza �e inve
e data dalla Logi
a Lineare, introdotta nella met�a deglianni '80. Nata per tutti altri motivi, questa o�re �nalmente la possibilit�adi manipolare in modo pi�u a

urato le regole strutturali, e las
ia dunqueaperta la possibilit�a di de�nire sistemi logi
i 
orrispondenti in modo esat-to a determinate 
lassi di 
omplessit�a, proprio 
ome le 
aratterizzazioni diKalmar e Bellantoni-Cook 
orrispondono esattamente a ELEMENTARYe FP.
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Capitolo 6La logi
a lineareIl presente 
apitolo �e dedi
ato all'introduzione (piuttosto rapida e super�-
iale) della Logi
a Lineare, il sistema del quale 
i serviremo nel resto dellatrattazione, grazie al quale �e possibile a�rontare a livello puramente logi
ola de�nizione delle 
lassi di 
omplessit�a introdotte nel 
apitolo pre
edente.6.1 Le regole strutturaliQuando abbiamo presentato il 
al
olo dei sequenti per la logi
a 
lassi
a,del quale nel seguito utilizzeremo la versione \one-sided" de�nita in 1.2.1,abbiamo fornito due formulazioni per le regole logi
he 
he introdu
ono i 
on-nettivi ^, _ e i rispettivi elementi neutri T e F . Abbiamo 
hiamato questedue formulazioni additiva e moltipli
ativa, e abbiamo fatto spesso aÆda-mento sulla loro equivalenza dal punto di vista dimostrativo: in LK, se unsequente �e derivabile, allora �e derivabile fa
endo uso di sole regole additiveo di sole regole moltipli
ative.Ci o

uperemo ora di dimostrare tale equivalenza, vale a dire 
he derive-remo le regole di una formulazione a partire da quelle dell'altra. In tuttoquesto, vedremo 
ome le regole strutturali gio
hino un ruolo fondamentale.Partiamo anzitutto dall'esprimere le regole moltipli
ative utilizzando quelleadditive. Per la 
ostante T , la 
osa �e ovvia: la regola T m non �e 
he un 
asoparti
olare della 
ontroparte additiva (vale a dire il 
aso in 
ui la lista � �evuota). Per la 
ongiunzione, �e possibile 
ostruire la seguente derivazione:` �; A W` �;�; A ` �; B W` �;�; B ^a` �;�; A ^B117



118 CAPITOLO 6. LA LOGICA LINEAREAllo stesso modo, �e 
hiaro 
ome la regola Fm non sia altro 
he un 
aso par-ti
olare di weakening; per la disgiunzione, abbiamo la seguente derivazione:` �; A;B _a1` �; A _B;B _a2` �; A _B;A _B C` �; A _BLe regole moltipli
ative sono dunque perfettamente simulabili per mezzodelle sole regole additive e delle regole strutturali.Passiamo dunque al 
aso 
ontrario; vogliamo mostrare 
ome le regole mol-tipli
ative possano, sempre grazie alle regole strutturali, sostituire quelleadditive. Partiamo sempre dalla 
ostante T :T m` T W` �;TPer quanto riguarda la 
ongiunzione, abbiamo` �; A ` �; B ^m` �;�; A ^B C` �; A ^BNon 
'�e al
una regola additiva per F da simulare, ma in 
ompenso 
i sonodue regole per la disgiunzione, ottenibili in modo del tutto analogo:` �; A W` �; A;B _m` �; A _B ` �; B W` �; A;B _m` �; A _BLa formulazione additiva e quella moltipli
ativa sono dunque perfettamenteequivalenti in LK, modulo le regole strutturali. Senza queste ultime, nonsarebbe pi�u possibile derivare una formulazione a partire dall'altra. L'equi-valenza delle due versioni ha perfettamente senso a livello di dimostrabilit�a;se 
onsideriamo, ad esempio, la 
ongiunzione, �e naturale 
he aver ottenuto Ae B a partire da due 
ontesti diversi o averle ottenute a partire dallo stesso
ontesto non 
ambia nulla ai �ni del signi�
ato di A ^B.Tuttavia, se analizziamo le due formulazioni sotto l'otti
a della 
ut-elimination,
i rendiamo 
onto 
he queste hanno 
omportamenti 
ompletamente diver-si. Nella formulazione moltipli
ativa, un taglio 
ongiunzione/disgiunzione si



6.2. IL CALCOLO DEI SEQUENTI LINEARE 119ridu
e 
reando due nuovi 
ut, 
he 
ontinueranno poi ad essere ridotti \inparallelo":��� �1` �; A ��� �2` �; B̂m` �;�; A ^B ��� �3` �;:A;:B_m` �;:A _ :B 
ut` �;�;� �! ��� �2` �; B ��� �1` �; A ��� �3` �;:A;:B
ut` �;�;:B 
ut` �;�;�La formulazione additiva inve
e rende 
hiaramente l'idea di una \s
elta" tradue possibili rami di ese
uzione; in questo 
aso viene s
elto il ramo �1:��� �1` �; A ��� �2` �; B̂a` �; A ^B ��� �3` �;:A _a1` �;:A _ :B 
ut` �;� �! ��� �1` �; A ��� �3` �;:A
ut` �;�Questa profonda di�erenza 
omputazionale viene 
ompletamente o�us
atadalle regole strutturali. Queste ultime hanno an
h'esse un 
hiaro signi�
a-to dal punto di vista della 
ut-elimination: la 
ontrazione serve a dupli
areuna parte di dimostrazione, 
he, nell'otti
a di Curry-Howard, 
orrisponde adupli
are un input; allo stesso modo, il weakening serve inve
e a 
an
ellareun input.E' proprio su questi punti 
he la Logi
a Lineare apporta al
une novit�a fon-damentali; le regole strutturali vengono modi�
ate in modo da mantene-re separati i 
omportamenti additivo e moltipli
ativo dei 
onnettivi logi
i,
onsentendo di dupli
are o 
an
ellare solo determinate formule.6.2 Il 
al
olo dei sequenti lineareLa Logi
a Lineare, introdotta nella met�a degli anni '80 da Jean-Yves Girard[10℄, si presenta 
ome la \logi
a dietro alla logi
a", nel senso 
he 
ostituis
eun raÆnamento della Logi
a Classi
a, le 
ui 
aratteristi
he 
onsentono difar emergere strutture 
he in quest'ultimo sistema rimangono, per 
os�� dire,nas
oste.La logi
a lineare nas
e da uno studio approfondito di una parti
olare 
las-se di oggetti, 
hiamati spazi 
oerenti, la 
ui origine �e legata alla ri
er
a diuna semanti
a denotazionale per la logi
a intuizionista. La semanti
a de-notazionale, 
ome la semanti
a dei modelli presentata nel 
apitolo 1, servea dare un \signi�
ato" agli oggetti 
he vengono manipolati in un sistemalogi
o. Grossolanamente, la di�erenza tra le semanti
he dei modelli e lesemanti
he denotazionali sta nel fatto 
he queste ultime non attribuis
ono
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ato solo alle formule, ma an
he e soprattutto alle dimostrazionidi tali formule. In altre parole, in ambito denotazionale non ha pi�u mol-ta importanza stabilire se una formula �e \vera" o \falsa", ma piuttostoha importanza attribuire un signi�
ato alla struttura delle derivazioni, inparti
olare stabilendo le propriet�a 
he una dimostrazione 
onserva sotto ilpro
esso di 
ut-elimination. Possiamo vedere le 
ose in questo modo: lasemanti
a \tradizionale" si o

upa di ri
er
are 
os'�e 
he �e invariante sotto leregole di derivazione; la semanti
a denotazionale si o

upa inve
e di studiare
os'�e 
he �e invariante sotto le regole 
he trasformano una derivazione in unaequivalente, ad esempio per mezzo della 
ut-elimination.Un'introduzione 
ompleta alla logi
a lineare dovrebbe dunque senz'altropassare attraverso gli spazi 
oerenti; tuttavia, in questa sede non �e possibileanalizzare la questione in modo 
os�� approfondito, e quindi presenteremo lalogi
a lineare direttamente 
ome un 
al
olo 
he nas
e sostanzialmente daLK, al quale sono state per�o apportate al
une modi�
he.Introdu
iamo anzitutto la sintassi delle formule della logi
a lineare (
he daqui in poi abbrevieremo spesso 
on LL)1:De�nizione 6.1 Sia V = fX;Y;Z; : : :g un insieme numerabile di variabiliproposizionali. Le formule di LL sono de�nite nel seguente modo:� X;Y;Z; : : : e X?; Y ?; Z?; : : : sono formule di LL� Le 
ostanti logi
he >, 0, 1 e ? sono formule di LL� Se A e B sono formule, allora A & B, A� B, A 
 B e A P B sonoformule.� Se A �e una formula, !A e ?A sono formule.La negazione lineare (o duale, o ortogonale) �e il 
onnettivo de�nito dalleseguenti leggi di De Morgan:(A & B)? := A? �B?(A�B)? := A? & B?(A
B)? := A? P B?(A P B)? := A? 
B?(!A)? := ?A?1La de�nizione 
he diamo prende in 
onsiderazione il solo frammento proposizionale,per
h�e �e qui 
he emergono le novit�a 
ru
iali della logi
a lineare rispetto alla logi
a 
lassi
a;l'introduzione dei quanti�
atori a qualsiasi ordine �e, dal punto di vista sintatti
o, identi
aal 
aso 
lassi
o.



6.2. IL CALCOLO DEI SEQUENTI LINEARE 121(?A)? := !A?L' impli
azione lineare (o entails) �e il 
onnettivo de�nito 
ome segue:A( B := A? P BIniziamo dunque 
on il presentare il gruppo delle regole dell'identit�a per il
al
olo dei sequenti di LL:ax` A?; A ` �; A ` �; A? 
ut` �;�Le regole dell'identit�a sono dunque sostanzialmente identi
he a quelle di LK,
on l'uni
a di�erenza 
he qui si 
onsidera la negazione lineare delle formule.Le regole strutturali sono inve
e ridotte alla sola regola di s
ambio, identi
aan
he in LK: ` �; A;B;� X` �; B;A;�Le regole logi
he sono an
h'esse prati
amente identi
he a quelle di LK, 
on ladi�erenza fondamentale 
he esse introdu
ono per�o 
onnettivi diversi a se
on-da della formulazione. Comin
iamo dalla 
ongiunzione additiva. L'elementoneutro di tale 
onnettivo �e > (top), la 
ui regola �e>` �;>La 
ongiunzione additiva, 
he �e rappresentata dal 
onnettivo & (with), hainve
e la regola ` �; A ` �; B &` �; A & BL'elemento neutro della disgiunzione additiva (0, zero) non ha una regolad'introduzione nel 
al
olo dei sequenti lineare, esattamente 
ome su

edevain LK. Il 
onnettivo 
orrispondente �e � (plus), e esso ha inve
e due regole:` �; A �1` �; A�B ` �; B �2` �; A�BPassiamo ora alla formulazione moltipli
ativa. L'elemento neutro della 
on-giunzione �e 1 (uno), la 
ui regola �e 1` 1



122 CAPITOLO 6. LA LOGICA LINEAREIl 
onnettivo 
orrispondente alla 
ongiunzione moltipli
ativa �e 
 (times, otensore), 
on la seguente regola:` �; A ` �; B 
` �;�; A
BAllo stesso modo, l'elemento neutro della disgiunzione moltipli
ativa �e ?(bottom), 
on la 
orrispondente regola` � ?` �;?Il 
onnettivo 
he rappresenta la disgiunzione moltipli
ativa �e una delle pe-
uliarit�a della logi
a lineare, e si indi
a 
on il simbolo P (par). La regola
orrispondente �e ` �; A;B P` �; A P BAbbiamo 
os�� terminato l'esposizione di tutte le regole logi
he 
he dis
endo-no direttamente da LK. Le altre regole 
ostituis
ono la novit�a assoluta diLL, e servono a re
uperare in modo pi�u \
ontrollato" le regole strutturalidella 
ontrazione e del weakening 
he �n'ora sembrano essere s
omparse;ri
ordiamo 
he �e proprio grazie a questa s
omparsa 
he i 
onnettivi additivie moltipli
ativi hanno potuto prendere vita propria indipendente.La regole 
he stiamo per introdurre riguardano due nuovi 
onnettivi, 
he
hiameremo esponenziali. Il primo �e ? (why not), la 
ui regola �e` �; A ?D` �; ?ALa regola appena introdotta viene 
hiamata dereli
tion. Il se
ondo esponen-ziale �e ! (of 
ourse), e la regola 
orrispondente �e detta promotion:` ?�; A !P` ?�; !Adove ?� rappresenta una sequenza di formule 
he sono tutte della forma ?Cper qual
he formula C.Possiamo a questo punto introdurre la versione lineare delle regole strut-turali: ` �; ?A; ?A ?C` �; ?A ` � ?W` �; ?ALa morale della 
ontrazione e del weakening in logi
a lineare �e 
hiara: le soleformule a poter essere 
ontratte (
io�e le sole risorse a poter essere dupli
ate,



6.3. ALCUNE CONSIDERAZIONI SU LL 123in otti
a Curry-Howard) sono le formule esponenziali; allo stesso modo, unaformula pu�o essere introdotta per weakening (
io�e una risorsa pu�o essere
an
ellata) solo se �e an
h'essa esponenziale.Per quanto riguarda i quanti�
atori, non 
ambia prati
amente nulla rispettoa LK. Considerando ad esempio la quanti�
azione al se
ondo ordine (
he�e di gran lunga pi�u interessante a livello 
omputazionale), basta anzituttoestendere le leggi di De Morgan 
on le due seguenti:(8X:A)? := 9X:A?(9X:A)? := 8X:A?e introdurre poi le due solite regole per la quanti�
azione universale ed esi-stenziale, 
he non riportiamo per
h�e davvero identi
he a quelle di LK.Come per la logi
a 
lassi
a, an
he in logi
a lineare �e possibile dimostra-re al
une equivalenze fondamentali, 
ome ad esempio la distributivit�a fra i
onnettivi. Indi
ando 
on A$ B la formula (A( B) & (B( A), abbiamoA
 (B � C)$ (A
B)� (A
C)A P (B & C)$ (A P B) & (A P C)Non �e inve
e vero 
he 
 si distribuis
e su P e 
he & si distribuis
e su �.Le propriet�a di distributivit�a fornis
ono ai due gruppi di 
onnettivi il loronome: proprio 
ome la moltipli
azione si distribuis
e sull'addizione, 
os�� i
onnettivi moltipli
ativi si distribuis
ono su quelli additivi.Le seguenti equivalenze logi
he2 sono inve
e quelle 
he danno ai 
onnettiviesponenziali il loro nome: !(A & B)$ !A 
 !B?(A�B)$ ?A P ?BSe vediamo i 
onnettivi moltipli
ativi 
ome dei prodotti, quelli additivi 
o-me delle somme e quelli esponenziali 
ome, appunto, degli esponenziali, leformule di sopra non esprimono nient'altro 
he la ben nota equivalenza2a+b = 2a � 2b6.3 Al
une 
onsiderazioni su LLE' opportuno fare al
une osservazioni fondamentali riguardo alla logi
a ap-pena introdotta. In primo luogo, �e 
hiaro 
ome la logi
a lineare 
ontinui2In realt�a queste, 
ome an
he le pre
edenti, sono molto di pi�u 
he sempli
i equivalen-ze logi
he; si tratta infatti di isomor�smi denotazionali, radi
ati dunque nella strutturaprofonda della semanti
a di LL (a tal proposito, si veda [10℄.



124 CAPITOLO 6. LA LOGICA LINEAREsempre di pi�u nella direzione, gi�a intrapresa dalla logi
a intuizionista, di farperdere quasi 
ompletamente rilevanza al signi�
ato \
lassi
o" delle formu-le. In logi
a lineare, non ha al
un senso parlare della verit�a o della falsit�a diuna formula, per
h�e non esiste pi�u una semanti
a dei modelli 
ome quellaper la logi
a 
lassi
a3. Questa situazione �e tipi
a della visione moderna dellalogi
a; l'interesse non �e pi�u quello di dimostrare la verit�a o la falsit�a di unaformula, ma di 
onsiderare piuttosto la struttura delle dimostrazioni stesse,il 
he, nell'otti
a di Curry-Howard, signi�
a ad esempio studiare le propriet�a
omputazionali dei sistemi logi
i.Dal punto di vista della derivazione di formule, �e 
omunque importanteil fatto 
he la logi
a lineare 
ostituis
e un raÆnamento della logi
a 
lassi
a,in 
ui quindi non si perde nulla. Infatti, �e possibile trovare una traduzionedalle formule 
lassi
he a quelle di LL tale 
he, se una 
erta formula A �e de-rivabile in LK, allora la sua traduzione �e derivabile nel 
al
olo dei sequentilineare; la stessa 
osa �e vera an
he per LJ.Se per�o non ha molto senso 
er
are di fornire un'intuizione sul signi�
a-to di una formula 
ome A & B a partire da un qual
he signi�
ato di A edi B, �e al 
ontrario di grandissimo interesse 
er
are di s
oprire il signi�
ato
he ha una dimostrazione di tale formula a partire dal signi�
ato delle dimo-strazioni delle sue sottoformule. In tal senso, possiamo dare una spiegazioneintuitiva di tre dei 
onnettivi \pi�u sempli
i" della logi
a lineare:& Una dimostrazione di A & B �e una 
oppia di dimostrazioni, una di A euna di B, le quali derivano tali formule a partire dalle stesse premesse.Ci�o signi�
a, in termini 
omputazionali, 
he le due formule presentiin A & B utilizzano le stesse risorse; la 
ongiunzione additiva quindiindi
a la presenza 
ontemporanea di due possibilit�a, delle quali per�osolo una sar�a resa disponibile, gia

h�e entrambe 
onsumano lo stessoinsieme di risorse. Un programma di tipoA & B dunque mette l'utentedi fronte ad una s
elta: �e lui a dover selezionare quale dei due outputottenere, se quello di tipo A o quello di tipo B. Osserviamo dunque
ome la 
ongiunzione additiva abbia un evidente \
ontaminazione"disgiuntiva.
 Una dimostrazione di A
 B �e una 
oppia di dimostrazioni, una di Ae una B, le quali per�o derivano tali formule a partire da due premes-se diverse. Da un punto di vista informati
o, i due possibili outputdi A 
 B dipendono dunque da due risorse separate, o 
omunque da3In realt�a an
he LL ha una sua semanti
a per le formule, la 
osiddetta semanti
adelle fasi. In base ad essa �e possibile dimostrare gli analoghi, per il 
al
olo dei sequentilineare, dei teoremi di 
orrettezza e 
ompletezza gi�a visti per LK in 1.2. Naturalmente,la semanti
a delle fasi si basa su strutture pare

hio pi�u 
omplesse 
he i sempli
i valori diverit�a utilizzati in logi
a 
lassi
a.



6.3. ALCUNE CONSIDERAZIONI SU LL 125due istanze della stessa risorsa, il 
he �e la stessa 
osa; la 
ongiun-zione moltipli
ativa dunque mette a disposizione entrambe i risultati,
ontemporaneamente. E' importante notare 
ome quest'idea metta inlu
e un legame tra il tensore e il parallelismo 
omputazionale.� Una dimostrazione di A � B �e una dimostrazione di A oppure unadimostrazione di B. Essendo il duale del 
onnettivo & , la disgiun-zione additiva indu
e in ambito 
omputazionale una situazione dualerispetto a quella della 
ongiunzione additiva. An
he in questo 
asoinfatti, solo uno dei due risultati sar�a disponibile, ma la s
elta non di-pende dall'utente: 
hi ha davanti una dimostrazione di A�B non pu�ode
idere se la dimostrazione da 
ui essa proviene �e una dimostrazionedi A o di B.Il 
onnettivo P, 
he �e la disgiunzione moltipli
ativa, ha un signi�
ato moltomeno fa
ile da intuire. Il modo pi�u sempli
e di vedere le 
ose �e quello di
onsiderare il 
onnettivo (, 
he 
ome abbiamo visto �e de�nito proprio intermini del par: A( B := A? P BUna dimostrazione di A( B �e una funzione 
he indu
e dimostrazioni di Ba partire da dimostrazioni di A, ma la 
osa fondamentale �e 
he il pro
essoper mezzo del quale si ottiene la dimostrazione \in output" utilizza la dimo-strazione \in input" esattamente una volta. In termini 
omputazionali, unprogramma di tipo A( B �e un programma 
he 
al
ola un risultato di tipoB utilizzando un input di tipo A esattamente una volta. Un programma
he abbia tale propriet�a si di
e lineare (in un parti
olare input). Questafunzione C �e ad esempio senz'altro lineare nel parametro x, ma non lo �e iny: int f(int x, int y)f // siano g ed h due funzioni linearireturn g(y, h(x, y));gNell'introdurre questo 
on
etto di linearit�a, abbiamo in e�etti trovato unadi�erenza radi
ale tra l'impli
azione lineare ( e l'impli
azione 
lassi
a (ointuizionista)); nell'interpretazione 
omputazionale di LJ, i programmi ditipo A ) B sono infatti an
ora funzioni da oggetti di tipo A a oggetti ditipo B, ma essi possono utilizzare il loro input un numero arbitrario di volte,an
he nullo. E' questo uno dei punti 
ru
iali di tutta la logi
a lineare, 
he �ealla base della sua stessa nas
ita. Il sistema sintatti
o LL �e infatti s
aturitoin primo luogo da un'analisi della semanti
a denotazionale del 
onnettivo) della logi
a intuizionista, per il quale si �e s
operta una de
omposizionein termini di due 
onnettivi pi�u primitivi: l'impli
azione lineare, appunto,e una modalit�a del tutto assente in logi
a 
lassi
a, la quale 
onsente di
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he una risorsa verr�a utilizzata un numero arbitrario, an
he nullo,di volte. Tale modalit�a �e il 
onnettivo esponenziale !, grazie al quale si pu�os
rivere l'isomor�smo denotazionale 
he abbiamo appena des
ritto:A) B ' (!A)( BL'impli
azione lineare e gli esponenziali mettono in lu
e il vero signi�
atodell'impli
azione 
lassi
a: A) B signi�
a 
he si pu�o ottenere B a partire daA, utilizzandola per�o un numero qualsiasi di volte. In ambito matemati
o,
i�o ha perfettamente senso. Supponiamo infatti 
he A esprima il 
on
etto \t�e un triangolo rettangolo" e 
he B sia inve
e \il quadrato del lato pi�u lungodel triangolo t �e pari alla somma dei quadrati degli altri due lati"; in tal
aso A) B non �e null'altro 
he il Teorema di Pitagora. Supponiamo ora diaver dimostrato 
he un qual
he triangolo t sia rettangolo; 
hi mai avrebbea lamentarsi se, nel 
orso della dimostrazione del Teorema di Pitagora pert, utilizzassimo una, due, o die
i volte il fatto 
he esso �e rettangolo? Unavolta 
he t �e rettangolo, lo �e per sempre, indipendentemente dal numero divolte 
he questa sua propriet�a �e invo
ata per dimostrarne qual
he altra. Al-lo stesso modo, 
hiunque troverebbe alquanto singolare una geometria nellaquale, una volta appli
ato il Teorema di Pitagora a t, questo 
essasse im-provvisamente di essere un triangolo rettangolo.Una delle novit�a fondamentali della logi
a lineare �e proprio questa: in LL �epossibile esprimere il deterioramento delle risorse: in A( B, l'aver fornitoA per ottenere B 
omporta la perdita di A nel pro
esso, e aÆn
h�e questopossa mettersi in moto serve esattamente un'istanza di A, n�e una di pi�u, n�euna di meno. Al 
ontrario, in (!A)( B, si pu�o ottenere B soltanto da unarisorsa !A 
he sia disponibile in quantit�a arbitrarie; !A non verr�a dunqueesaurita nel 
orso del pro
esso, proprio 
ome un triangolo rettangolo restatale dopo avervi appli
ato il Teorema di Pitagora.Questo 
ontrollo pi�u raÆnato 
he la logi
a lineare mette a disposizione nei
onfronti dell'utilizzazione delle risorse, apre possibilit�a in
on
epibili a livello
lassi
o. In parti
olare, vedremo 
ome grazie ad un'analisi approfondita dei
onnettivi esponenziali sia possibile trovare in essi una sorta di \manopoladi 
ontrollo" della 
omplessit�a 
omputazionale di LL.



Capitolo 7Le proof-netIn questo 
apitolo introdurremo una sintassi alternativa per le dimostrazionidella logi
a lineare, le 
osiddette proof-net. Le proof-net (o reti dimostra-tive) sono l'analogo delle deduzioni naturali per la logi
a intuizionista; esseries
ono infatti a presentare le dimostrazioni del 
al
olo dei sequenti in modoil pi�u possibile parallelo. Vedremo dapprima la de�nizione di proof-net nelsolo frammento moltipli
ativo della logi
a lineare, sistema nel quale tale for-malismo �e parti
olarmente elegante; in seguito, estenderemo la de�nizioneall'intera logi
a lineare.7.1 Il frammento moltipli
ativo7.1.1 La de�nizione induttivaAbbiamo visto in 3.2 
ome per la logi
a intuizionista sia possibile rappre-sentare le dimostrazioni per mezzo di alberi parti
olari, detti deduzioni na-turali. Le deduzioni naturali hanno la propriet�a di essere, per 
os�� dire, pi�u\essenziali" delle derivazioni di LJ, nel senso 
he ad una singola deduzionenaturale possono 
orrispondere pi�u derivazioni; �e 
ome se LJ 
ostringessead esibire informazioni sulle dimostrazioni 
he non sono in e�etti ne
essa-rie. A ben guardare, l'informazione ridondante del 
al
olo dei sequenti �ela sequenzialit�a: si pensi ad esempio a quante derivazioni diverse esistonodel sequente A1 ^ A2; A3 ^ A4; : : : ; A2n�1 ^ A2n ` C a partire dal sequenteA1; A3; : : : ; A2n�1 ` C, 
ias
una delle quali introdu
e le formule A2i in or-dine diverso mediante regole ^aL1; tutte queste derivazioni 
orrispondonoad un'uni
a deduzione naturale in NJ, nella quale dalle foglie A2i�1 ^ A2ivengono eliminate le formule A2i mediante quella 
he possiamo vedere 
omeun'appli
azione parallela, 
ontemporanea, di regole E ^ 1. Abbiamo an
hevisto 
ome questa propriet�a delle deduzioni naturali 
onsenta di mettere inlu
e in modo pi�u limpido il pro
esso di 
ut-elimination, 
os�� da poter 
ostrui-re un vero e proprio isomor�smo 
on la riduzione dei termini del �-
al
olo,mettendo in piedi la 
orrispondenza fondamentale tra dimostrazioni e pro-127
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he nas
e a questo punto, nell'otti
a della logi
a lineare, �ese sia possibile 
ostruire un formalismo simile per questo nuovo sistema lo-gi
o, il quale nas
e gi�a di per s�e 
on un fortissimo legame verso i pro
essidi 
al
olo. La risposta �e a�ermativa, an
he se, nel 
aso generale dell'interalogi
a lineare, non �e an
ora del tutto soddisfa
ente.Iniziamo allora 
on il 
onsiderare un sottosistema estremamente sempli
edi LL, 
he �e il 
osiddetto frammento moltipli
ativo, a 
ui 
i si riferis
e 
onl'abbreviazione MLL (Multipli
ative Linear Logi
). Le formule di MLLsono de�nite nel seguente modo:De�nizione 7.1 Sia fX;Y;Z; : : :g un insieme numerabile di variabili pro-posizionali. Le formule di MLL sono generate induttivamente 
ome segue:� X;Y;Z; : : : e X?; Y ?; Z?; : : : sono formule di MLL� se A e B sono due formule di MLL, A
B e A P B sono formule diMLL.La negazione lineare (ortogonale) �e de�nita mediante le seguenti leggi di DeMorgan: (A
B)? := A? P B?(A P B)? := A? 
B?Il 
al
olo dei sequenti di MLL �e quello di LL ristretto alle sole quattro re-gole ax, 
ut, 
 e P.Possiamo a questo punto fornire una de�nizione induttiva, 
he ri
al
a in mo-do espli
ito le regole del 
al
olo dei sequenti, dell'equivalente delle deduzioninaturali per MLL, 
he 
hiameremo proof-net :De�nizione 7.2 (Proof-net moltipli
ativa, versione induttiva) Una proof-net moltipli
ativa �e un grafo orientato 
ostituito da quattro tipi di nodi (ax,
ut, 
 e P), i 
ui ar
hi sono eti
hettati da (o

orrenze di) formule di MLL.Gli ar
hi entranti in un nodo sono detti premesse del nodo, mentre quellius
enti sono detti 
on
lusioni. Gli ar
hi 
he non sono premesse di al
unnodo saranno detti 
on
lusioni della proof-net, 
os�� 
ome le formule 
he lieti
hettano. Le proof-net sono de�nite induttivamente nel modo seguente:ax Il seguente grafo, 
on un nodo e due 
on
lusioni A e A?, �e una proof-net:
ax

A A

T
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ut Se p �e una proof-net tra le 
ui 
on
lusioni 
'�e la formula A, e q �eun'altra proof-net tra le 
ui 
on
lusioni 
'�e la formula A?, il seguentegrafo �e una proof-net:
A

T

cutA

p q


 Se p �e una proof-net tra le 
ui 
on
lusioni 
'�e la formula A, e q �eun'altra proof-net tra le 
ui 
on
lusioni 
'�e la formula B, il seguentegrafo �e una proof-net:
p q

A B

A    BP Se p �e una proof-net tra le 
ui 
on
lusioni 
i sono le formule A e B,il seguente grafo �e una proof-net:
A B

A     B

&

&

p

Le proof-net non sono dunque alberi 
ome le deduzioni naturali, ma gra�;
i�o appare piuttosto naturale se si 
onsidera 
he i sequenti di MLL (e, pi�uin generale, di LL) hanno pi�u di una 
on
lusione. Osserviamo inoltre 
he, ine�etti, le 
on
lusioni di una proof-net sono ar
hi us
enti 
he non entrano inal
un nodo, la qual 
osa �e un po' s
omoda dal punto di vista formale visto
he le strutture de�nite in questo modo non sono propriamente gra�; tut-tavia, la situazione pu�o essere re
uperata agevolmente dando per s
ontatal'esistenza di un altro tipo di nodi aventi un solo ar
o entrante, 
ostituitoappunto da una 
on
lusione della proof-net. In questo modo, le strutture



130 CAPITOLO 7. LE PROOF-NETdimostrative diventano dei veri e propri gra�; tuttavia, nel seguito dellatrattazione 
i dimenti
heremo di questi inutili \nodi 
on
lusione".E' 
hiaro 
he ad ogni derivazione del 
al
olo dei sequenti diMLL pu�o essereasso
iata una proof-net: basta riper
orrere l'albero di derivazione e appli
a-re la 
ostruzione iterativa delle proof-net des
ritta nella de�nizione. An
heil vi
eversa �e vero:Teorema 7.1 (Sequenzializzazione delle proof-net di MLL) Se � �e unaproof-net di MLL 
on 
on
lusioni A1; : : : ; An, allora esiste nel 
al
olo deisequenti di MLL una derivazione del sequente ` A1; : : : ; An.Dimostrazione. La dimostrazione si pu�o trovare in [10℄. �7.1.2 I 
riteri di 
orrettezza e le de�nizioni strutturaliLe proof-net de�nite nella sezione pre
edente sembrano e�ettivamente essere
i�o 
he 
er
avamo: in esse non 
'�e pi�u al
una tra

ia della sequenzialit�adelle regole appli
ate. Tuttavia, la de�nizione induttiva �e an
ora di per s�esequenziale, nel senso 
he una proof-net viene 
ostruita passo passo proprio
ome una derivazione del 
al
olo dei sequenti. Al 
ontrario, trovando
i difronte ad un grafo orientato gi�a 
ostruito, i 
ui nodi siano dei quattro tipidati nella de�nizione, non sarebbe per noi fa
ile dire se questo sia o no unaproof-net, 
io�e se sia possibile sequenzializzarlo in una derivazione del 
al
olodei sequenti. Iniziamo allora 
on l'introdurre il 
on
etto di proof-stru
ture:De�nizione 7.3 (Proof-stru
ture moltipli
ativa) Una proof-stru
ture(o struttura dimostrativa) moltipli
ativa �e un grafo orientato 
ostituito danodi a 
ui �e asso
iata un'arit�a e una 
oarit�a, indi
anti rispettivamente ilnumero di ar
hi entranti e il numero di ar
hi us
enti. Gli ar
hi entrantisaranno detti premesse del nodo, gli ar
hi us
enti 
on
lusioni. Tali nodi sidistinguono in quattro tipi:ax Il nodo assioma, 
on zero premesse e due 
on
lusioni, eti
hettate 
onle formule A? e A
ut Il nodo 
ut, 
on due premesse, eti
hettate dalle formule A e A?, e zero
on
lusioni
 Il nodo tensore, 
on due premesse eti
hettate dalle formule A e B euna 
on
lusione eti
hettata dalla formula A
BP Il nodo par, 
on due premesse eti
hettate dalle formule A e B e una
on
lusione eti
hettata dalla formula A P BGli ar
hi 
he sono 
on
lusione di un nodo ma non sono premessa di al
unaltro nodo sono dette le 
on
lusioni della proof-stru
ture.
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hiaro 
he una proof-net �e senz'altro una proof-stru
ture, mentre il vi
e-versa non �e assolutamente vero; il 
uore della teoria delle proof-net �e proprioquesto: 
er
are delle propriet�a puramente strutturali per 
aratterizzare leproof-net a partire dalle proof-stru
ture, senza ri
orrere alla de�nizione in-duttiva.Ci�o 
he stiamo 
er
ando dunque �e un 
riterio di 
orrettezza 
he 
i 
onsentadi dire 
he una proof-stru
ture �e e�ettivamente una proof-net, 
io�e 
he que-sta rappresenta una derivazione di MLL. Ad oggi sono 
onos
iuti diversi
riteri di questo tipo; quello pi�u sempli
e da des
rivere �e il 
osiddetto 
rite-rio ACC introdotto da Danos e Regnier in [9℄. Per des
rivere tale 
riterio, �ene
essario introdurre i 
on
etti di swit
hing e di grafo di 
orrettezza:De�nizione 7.4 (Swit
hing) Sia � una proof-stru
ture di MLL. Unoswit
hing di � �e una funzione 
he asso
ia ad ogni nodo P di � uno deidue nodi di � la 
ui 
on
lusione �e premessa del P stesso.De�nizione 7.5 (Grafo di 
orrettezza) Sia � una proof-stru
ture, e sun suo swit
hing. Il grafo di 
orrettezza di � sotto lo swit
hing s, 
hedenoteremo 
on R(�; s), �e il grafo non orientato 
ostruito a partire da � nelseguente modo:� Ad ogni nodo di � 
orrisponde un nodo di R(�; s).� Se (a; b) �e un ar
o di �, dove b non �e un nodo P, allora fa; bg �e unar
o non orientato di R(�; s); se inve
e (a0; b) e (a1; b) sono due ar
hiin
identi su un nodo P, allora fs(b); bg �e un ar
o non orientato diR(�; s).In sostanza, uno swit
hing vede ogni nodo P 
ome un interruttore, e nelgrafo di 
orrettezza vengono eliminati quegli ar
hi 
he 
ollegano i nodi Palle premesse \disabilitate" dall'interruttore. Osserviamo 
he ad ogni proof-stru
ture � 
ontenente n nodi P sono asso
iabili 2n swit
hing, e dunque2n gra� di 
orrettezza. In �gura 7.1.2 �e mostrata una sempli
issima proof-stru
ture 
on un solo nodo P e 
on i suoi due possibili gra� di 
orrettezza.E

o dunque la de�nizione della 
ondizione ACC:De�nizione 7.6 (Condizione ACC) Si di
e 
he una proof-stru
ture �soddisfa la 
ondizione ACC (o, pi�u sempli
emente, 
he �e ACC) se per ognipossibile swit
hing s di �, R(�; s) �e un grafo a
i
li
o e 
onnesso (ovverosiaun albero). ACC in e�etti sta per A
y
li
-Conne
ted.Il 
riterio di 
orrettezza ACC, 
he 
onsente di fornire un de�nizione noninduttiva delle proof-net, �e il risultato del seguente teorema:



132 CAPITOLO 7. LE PROOF-NET
ax ax

&

A A B B

A     B A      B

T T

T T &Figura 7.1: Una sempli
e proof-net moltipli
ativa 
on i suoi due possibili gra� di
orrettezza.Teorema 7.2 (Danos-Regnier) Una proof-stru
ture � �e una proof-net see soltanto se essa soddisfa la 
ondizione ACC.Dimostrazione. La dimostrazione di questo teorema si 
ompone di dueparti, la validit�a e la 
ompletezza del 
riterio. La validit�a �e l'impli
azionese una proof-stru
ture �e una proof-net, allora essa �e ACC, la 
ompletezza�e l'impli
azione inversa, se una proof-stru
ture �e ACC, allora essa �e unaproof-net. La dimostrazione della validit�a �e piuttosto sempli
e, e 
onsta inun'induzione sulla struttura delle proof-net. La 
orrettezza inve
e �e unaquestione molto pi�u 
ompli
ata, nella quale non possiamo entrare in detta-glio. Una dimostrazione della 
ompletezza di ACC pu�o essere trovata in [9℄.�La de�nizione migliore di proof-net pu�o dunque essere data nel modo se-guente:De�nizione 7.7 (Proof-net moltipli
ativa, versione ACC) Una proof-net �e una proof-stru
ture 
he soddisfa ACC.Osserviamo 
he, pur essendo molto elegante, questa de�nizione �e ben lontanadal fornire un 
riterio 
on
reto per veri�
are 
he una proof-stru
ture sia unaproof-net; infatti, 
ome abbiamo gi�a fatto notare in pre
edenza, una proof-stru
ture 
on n nodi P possiede 2n gra� di 
orrettezza, e per veri�
areACC �e ne
essario 
ontrollare l'a
i
li
it�a e la 
onnessione di tutti. An
he sequeste due operazioni possono essere portate avanti in tempo polinomiale,la veri�
a di ACC resta un'operazione 
he ri
hiede, nel 
aso di un algoritmodeterministi
o, un tempo O(p(s) � 2s), dove s �e la dimensione della proof-stru
ture (
io�e il suo numero di nodi) e p un polinomio. In realt�a, �e possibile
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riteri di 
orrettezza perMLL molto pi�u eÆ
ienti, addirittura linearinella dimensione (si veda [14℄).7.1.3 La 
ut-eliminationIl grandissimo vantaggio di disporre di una sintassi \parallela" per la logi
a�e quello di poter des
rivere il pro
esso di 
ut-elimination in modo molto pi�ulimpido di quanto non sia possibile nel 
al
olo dei sequenti. In parti
olare,per MLL, l'eliminazione del taglio 
onsiste in un pro
esso di ris
rittura digra�, governato da due sole regole:
cut

p p

A A

ax

[ax]

T A
A

cut

cut

cut

p q r p q r

&

A B B A A B B A

TT

A   B

& T T

T T

B       A

&

[   /   ]

Non �e diÆ
ilissimo veri�
are 
he la ris
rittura mediante le due regole di 
ut-elimination preserva la 
ondizione ACC; di 
onseguenza, la proof-stru
tureottenuta dopo l'appli
azione di un numero qualsiasi di regole di riduzione �euna proof-net se quella originale lo era (si veda [9℄).Per MLL, la 
ut-elimination gode di tutte le buone propriet�a immagina-bili per un pro
esso di riduzione: �e 
on
uente, fortemente normalizzante,e per di pi�u tutte le sequenze di normalizzazione 
onvergono nello stessonumero di passi. Osservando le due regole di ris
rittura, �e fa
ile 
onstatare
he il numero di nodi di una proof-net si ridu
e sempre ad ogni passo di eli-minazione del taglio; ogni passo dunque \
onsuma" un pezzo di proof-net,e quindi qualsiasi riduzione per una proof-net � non pu�o essere 
ostituitada un numero di passi superiore al numero di nodi di �. Composto 
on lepropriet�a elen
ate sopra, questo ragionamento indu
e un bound sub-linearealla durata della 
ut-elimination inMLL: se � �e una proof-net di dimensio-ne (numero di nodi) s, tutte le strategie di normalizzazione 
ondu
ono allastessa forma normale, nel medesimo numero di passi, e tale numero di passi�e O(s). La dimostrazione dettagliata di tutti questi risultati �e in [10℄.
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a lineareIl funzionamento delle proof-net nel frammento moltipli
ativo �e talmentelimpido ed elegante 
he sarebbe meraviglioso rius
ire ad estendere il for-malismo all'intera logi
a lineare. Sfortunatamente, nel 
aso generale nonsi �e an
ora arrivati a soluzioni altrettanto buone, e sotto molti aspetti �eimprobabile 
he si ries
a a fare di meglio. Tuttavia, per quanto riguardagli aspetti fondamentali strettamente legati al 
al
olo e, 
onseguentemente,alla 
omplessit�a 
omputazionale, l'estensione delle proof-net a tutta LL si
omporta 
omunque in modo pi�u 
he soddisfa
ente.Comin
iamo dunque 
on il fornire l'estensione delle proof-stru
ture alla lo-gi
a lineare 
ompleta, 
on i quanti�
atori al se
ondo ordine, e senza 
ostantilogi
he. La de�nizione 
he segue �e adattata da [25℄:De�nizione 7.8 (Pre-proof-stru
ture) Una pre-proof-stru
ture �e un gra-fo orientato i 
ui ar
hi sono eti
hettati da (o

orrenze di) formule di LL, ei 
ui nodi sono provvisti di un'arit�a e di una 
oarit�a, 
orrispondenti rispetti-vamente al numero di ar
hi entranti, dette premesse del nodo, e al numerodi ar
hi us
enti, dette 
on
lusioni. I nodi sono di uno dei tipi seguenti:ax Un nodo assioma ha due 
on
lusioni eti
hettate da due formule duali,e nessuna premessa
ut Un nodo 
ut ha due premesse eti
hettate da due formule duali, enessuna 
on
lusione
 Un nodo tensore ha due premesse e una 
on
lusione. Se la premessasinistra del nodo �e eti
hettata dalla formula A e la premessa destra daB, allora la 
on
lusione sar�a eti
hettata 
on la formula A
BP Un nodo tensore ha due premesse e una 
on
lusione. Se la premessasinistra del nodo �e eti
hettata dalla formula A e la premessa destra daB, allora la 
on
lusione sar�a eti
hettata 
on la formula A P B! Un nodo of 
ourse (o bang) ha una premessa e una 
on
lusione, laquale �e eti
hettata 
on l'of 
ourse dell'eti
hetta della premessa?D Un nodo dereli
tion ha una premessa e una 
on
lusione, la quale �eeti
hettata 
on il why not dell'eti
hetta della premessa?W Un nodo weakening non ha al
una premessa e ha una 
on
lusione,eti
hettata 
on ?A, dove A �e una formula.?C Un nodo 
ontrazione ha due premesse e una 
on
lusione, tutte eti
het-tate dalla stessa formula ?A



7.2. ESTENSIONE ALL'INTERA LOGICA LINEARE 135pax Un nodo pax (porta ausiliaria) ha una premessa e una 
on
lusione,entrambe eti
hettate dalla stessa formula ?A�1 e �2 Un nodo plus uno [ plus due℄ ha una premessa e una 
on
lusione, tali
he se A �e l'eti
hetta della premessa, allora A�B [B�A℄ �e l'eti
hettadella 
on
lusione, dove B �e una formula. In generale, parleremo sem-pli
emente di un nodo � (plus) quando non sar�a ne
essario spe
i�
arese si tratti di un �1 o �2.& Un nodo with ha due premesse e una 
on
lusione. Se la premessasinistra del nodo �e eti
hettata dalla formula A e la premessa destra daB, allora la 
on
lusione sar�a eti
hettata 
on la formula A & B
oad Un nodo 
ontrazione additiva ha due premesse e una 
on
lusione, tutteeti
hettate dalla medesima formula8 Un nodo per ogni ha una premessa e una 
on
lusione, tali 
he se lapremessa �e eti
hettata dalla formula A, allora la 
on
lusione �e eti
het-tata da 8X:A[X℄. La variabile X sar�a detta variabile propria del nodoper ogni9 Un nodo esiste ha una premessa e una 
on
lusione, tali 
he se la pre-messa �e eti
hettata da A[B=X℄, dove B �e una qual
he formula, allorala 
on
lusione �e eti
hettata da 9X:ASia ora G un grafo orientato ottenuto utilizzando i nodi appena des
ritti, etale 
he:(�) ogni ar
o di G �e 
on
lusione di un uni
o nodo;(�) ogni ar
o di G �e premessa di al pi�u un nodo.Gli ar
hi di G 
he non sono premesse di al
un nodo sono dette 
on
lusionidi G. Diremo 
he G �e una pre-proof-stru
ture se soddisfa le tre 
ondizioniseguenti:1. S
atola ! ( !-box):(a) a 
ias
un nodo of 
ourse n �e asso
iato un (uni
o) sotto-grafo B!di G (
he soddisfa (�) e (�)), tale 
he una delle 
on
lusioni diB! �e la 
on
lusione di n e tutte le altre 
on
lusioni (potrebberoan
he non esser
ene altre) �e 
on
lusione di un nodo pax. B! �edetta s
atola esponenziale ed �e rappresentata 
ome in �gura 7.2;diremo 
he n �e la porta prin
ipale (pal in breve) di B!(b) a 
ias
un nodo pax n �e asso
iata una s
atola esponenziale B! diG tale 
he una delle 
on
lusioni di B! �e la 
on
lusione di n (vedi�g. 7.2); diremo 
he n �e una porta ausiliaria di B!
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?C1 ?Cn A

?C1 ?Cn !A

pax pax !Figura 7.2: Una s
atola esponenziale.
C1 Cn A C1 Cn B

A&BC1 Cn

coad coad &Figura 7.3: Una s
atola additiva.2. S
atola additiva:(a) a 
ias
un nodo with n �e asso
iato un (uni
o) sotto-grafo B di G(
he soddisfa (�) e (�)), tale 
he una delle 
on
lusioni di B �e la
on
lusione di n e tutte le altre 
on
lusioni (potrebbero an
he nonesser
ene altre) �e 
on
lusione di un nodo 
ontrazione additiva.B �e detta s
atola additiva ed �e rappresentata 
ome in �gura 7.2;diremo 
he n �e la porta & di B(b) a 
ias
un nodo 
ontrazione additiva n �e asso
iata una s
atola ad-ditiva B di G tale 
he una delle 
on
lusioni di B �e la 
on
lusionedi n (vedi �g. 7.2); diremo 
he n �e una porta 
oad di B3. Condizione di ins
atolamento: due s
atole qualsiasi (additive o espo-nenziali) sono disgiunte, oppure sono l'una 
ontenuta nell'altra.Gli ar
hi di una pre-proof-stru
ture 
he non sono premessa di al
un nodosono dette 
on
lusioni della pre-proof-stru
ture.I nodi P, 
, !, ?D, �1, �2, & , 8 e 9 sono detti nodi logi
i.
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h�e gli ar
hi di una pre-proof-stru
ture sono orientati \dagli assiomi ver-so le 
on
lusioni", potremo parlare senza ambiguit�a di una 
ammino 
he\sale" o 
he \s
ende" nella pre-proof-stru
ture. Per lo stesso motivo, nellerappresentazioni gra�
he di 
ui 
i serviremo nel seguito si utilizzeranno, persempli
it�a di notazione, ar
hi non orientati.Parleremo spesso di s
atole, nodi o ar
hi di una pre-proof-stru
ture � 
on-tenuti in una s
atola B (additiva o esponenziale) di �. Nel 
aso dei nodi,non 
onsidereremo le porte di B 
ome nodi 
ontenuti in B. S
rivendo \unnodo n [un ar
o a℄ di una s
atola B (additiva o esponenziale)" di una datapre-proof-stru
ture, sottintenderemo sempre 
he n [a℄ �e 
ontenuto in B op-pure 
he n [a℄ �e una porta [
on
lusione℄ di B. Se B �e una s
atola (additivao esponenziale) di �, allora la pi�u grande e la pi�u pi

ola s
atola di � 
on-tenente B �e 
hiaramente de�nita, grazie alla 
ondizione di ins
atolamentodella de�nizione 7.8.Diremo 
he un nodo o un ar
o di una pre-proof-stru
ture � �e a profondit�aesponenziale [additiva℄ n in � se esso �e 
ontenuto in esattamente n s
atoleesponenziali [additive℄ di �. Nel 
aso di una s
atola (additiva o esponenziale)B, diremo 
he B �e a profondit�a esponenziale [additiva℄ n se essa �e 
ontenutain esattamente n s
atole esponenziali [additive℄, tutte diverse da B.Osserviamo inoltre 
he, se � �e una pre-proof-stru
ture e B una sua s
a-tola additiva o esponenziale, una 
onseguenza immediata della de�nizione7.8 �e 
he il 
ontenuto di B �e an
h'esso una pre-proof-stru
ture.De�nizione 7.9 (Proof-stru
ture) Sia � una pre-proof-stru
ture. Dire-mo 
he � �e una proof-stru
ture se:(i) se una variabile appare libera nella formula 
he eti
hetta una delle
on
lusioni di �, allora questa non �e la variabile propria di al
un nodo8 di �(ii) 
ias
un(a o

orrenza di un) nodo 8 usa una variabile propria diversa(iii) se X �e la variabile propria di un nodo 8 di una s
atola B di �, alloratutte le o

orrenze di X sono 
ontenute in B(iv) per ogni s
atola B di �, la pre-proof-stru
ture 
ontenuta in B �e unaproof-stru
ture.Un'osservazione importante: dietro alla de�nizione 7.9 si nas
onde il fe-nomeno della ridenominazione delle variabili; se ad esempio abbiamo dueproof-stru
ture �1 e �2 e vogliamo 
onnettere una 
on
lusione di �1 
on una
on
lusione di �2 per mezzo di un nodo 
, aÆn
h�e il grafo 
os�� ottenuto
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ondizioni della de�nizione si pu�o essere 
ostretti a dover rinomi-nare al
une variabili 
he appaiono libere nelle formule di �1 e/o di �2.A questo punto �e 
hiaro 
he, modulo ridenominazione delle variabili, a 
ia-s
una derivazione di LL �e asso
iabile una proof-stru
ture; possiamo dunquede�nire le proof-net della logi
a lineare 
ompleta nel modo seguente:De�nizione 7.10 (Proof-net) Una proof-net �e una proof-stru
ture 
heproviene da una derivazione di LL.La de�nizione sopra sembra prendere una \s
or
iatoia" rispetto alla de�ni-zione mediante ACC data per le proof-net di MLL a partire dalle proof-stru
ture moltipli
ative. In e�etti si tratta davvero di una s
or
iatoia: �epossibile infatti introdurre 
riteri di 
orrettezza an
he per le proof-stru
turenel 
aso generale, in modo da separare mediante soli 
riteri strutturali quelle
he vengono da derivazioni del 
al
olo dei sequenti (
io�e quelle 
he 
hiamia-mo proof-net) da quelle 
he inve
e non rappresentano dimostrazioni. Perde�nire tali 
riteri si deve per�o pagare un 
osto altissimo in termini di 
om-plessit�a; 
i�o 
i spinge, in questa sede, a ignorare 
ompletamente la questionerimandando il lettore interessato al lavoro di Tortora [25℄, il quale esponeapprofonditamente i risultati pi�u re
enti in merito.An
he per le proof-net di LL �e possibile de�nire una pro
edura di 
ut-elimination a partire da un 
erto numero di passi elementari di riduzione,i quali sono, 
ome per MLL, regole di ris
rittura di gra� 
he produ
onoproof-net a partire da proof-net. Riportiamo nel seguito la rappresentazionegra�
a di tutti i passi elementari di riduzione:
cut

p p

A A

ax

[ax]

T A
A

cut

cut

cut

p q r p q r

&

A B B A A B B A

TT

A   B

& T T

T T

B       A

&

[   /   ]
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cut

cut

p p1 2

A A

A  &A1 2

1 2
q

qp
i

i&coad

A

T

i

A      A2

TT

1

A Ai i

T

[&/    ]

cut

cut

A  [B]

T

A  [B]

T

A E

p q p[B/X] q

A

  X.A

A

X.A

E T

A[B/X]
[ / ]

A E

p q p q

A

!A

?A

?A

AA

T

T

Tpax ! ?D
cut

cut

[!/?]

p

A

!A

?A

T

pax !

cut

q

?C

p

A

!A

pax !

?C
cut

cut

[c]

?A

T

?A

T

?A

T

q

?A

T

p

A

!A

pax !

?B ?B n1

?B ?B n1

!A ?A

T

pax pax ! ?W

cut

?W ?W
q

qp

[w]

p

pax !

A

!A

q

?A

T

p

pax !

A

!A

q

?A

Tpax pax !

?A

T

cut

pax pax !

cut

[pax]
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une 
onsiderazioni sul signi�
ato 
omputazionale deipassi elementari di riduzione, in base al quale si pu�o 
omprendere meglioan
he la semanti
a dei 
onnettivi della logi
a lineare, e la grande novit�a 
hequesti introdu
ono rispetto alle loro 
ontroparti 
lassi
he.Il passo [ax℄ �e il 
ardine della 
ut-elimination; �e questo a far \sparire" de�ni-tivamente i 
ut, terminando il pro
esso di 
omuni
azione innes
ato dall'avertagliato la 
on
lusione di una proof-net 
on quella di un'altra proof-net.Come abbiamo gi�a osservato per il 
al
olo dei sequenti, l'intero pro
esso di
ut-elimination pu�o essere visto 
ome una \migrazione" dei 
ut verso gliassiomi.L'eliminazione del taglio [P =
℄ innes
a un pro
esso \parallelo" in 
ui idue nuovi 
ut si possono ridurre in modo il pi�u possibile indipendente. L'e-liminazione di un taglio [ & =�℄ rappresenta 
hiaramente la s
elta di unadelle due sotto-proof-net 
ontenute in una s
atola additiva, operata da partedel nodo �, 
he pu�o essere naturalmente un �1 o un �2; i tagli additivi pos-sono dunque essere visti 
ome la base di un'ese
uzione 
ondizionale, 
ome inuna sorta di \if. . . then. . . else". Il passo [8=9℄ �e l'\appli
azione universale"del sistema F; esso 
onsente di appli
are una funzione polimorfa ad un tipo,in modo da ottenere una funzione 
he opera su quel tipo spe
i�
o.I tagli esponenziali sono inve
e la 
aratteristi
a fondamentale di LL, 
hepermette di esprimere in dettaglio l'utilizzo delle risorse nel 
orso della 
om-putazione. Essenzialmente, una s
atola esponenziale pu�o essere vista 
omeuna risorsa non-lineare (nel senso dato nella sezione 6.3), inesauribile; questapu�o essere 
an
ellata, dupli
ata, e in�ne a

eduta per essere utilizzata. I trepassi [w℄, [
℄ e [!=?℄ rappresentano 
ias
uno una di queste tre situazioni.Il passo [pax℄ non ha un vero e proprio 
ontenuto 
omputazionale; �e sempli
e-mente una di quelle 
he nei sistemi di ris
rittura vengono dette \
onversioni
ommutative" (
ommuting 
onversions). E' in e�etti un residuo delle famo-se \riduzioni 
ommutative" del 
al
olo dei sequenti, 
he abbiamo in
ontratoquando abbiamo dis
usso la 
ut-elimination per LK e LJ, le quali servivanoa far \salire" un 
ut in modo 
he alla �ne questo in
ontrasse le regole 
heintrodu
evano la formula tagliata. La presenza di un tale \relitto" �e dovutaal fatto 
he, in realt�a, le s
atole esponenziali sono dei veri e propri sequen-ti: in generale, le s
atole (sia esponenziali 
he additive) 
ostituis
ono unmomento di \sin
ronizzazione" delle proof-net 
on il 
al
olo dei sequenti, e
reano dunque una situazione in 
ui il parallelismo tipi
o delle proof-net vie-ne perso, e si ritorna alla sequenzialit�a propria inve
e del 
al
olo dei sequenti.A dir la verit�a, i 
ut di tipo [pax℄ non sono gli uni
i tagli 
ommutativipossibili; non sono infatti state prese in 
onsiderazione le s
atole additive,
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are la seguente situazione:
A A

A AB C

B&C

T T

T

cut

coad &

dove A non �e 
on
lusione di un nodo assioma. Le riduzioni dei tagli di questotipo, 
hiamate [

ad℄ (
onversione 
ommutativa additiva), presentano nonpo
he diÆ
olt�a ad essere de�nite; noi non entreremo in dettaglio, las
iandoal lettore 
urioso la fa
olt�a di do
umentarsi in [25℄.Tra l'altro, le riduzioni 
ommutative additive sono responsabili di spia
e-voli fenomeni di non 
on
uenza in LL. Tuttavia, �e stato dimostrato 
hela pro
edura di normalizzazione 
osiddetta lazy, 
he noi per�o 
hiameremoadditive-lazy1, la quale 
onsiste nell'appli
are tutti i passi elementari di ri-duzione ad e

ezione di [

ad℄ e in 
ui non si normalizzano tagli interni as
atole additive, �e 
on
uente (si vedano [3℄ e [26℄). Inoltre, dalle 
onside-razioni fatte da Girard in [10℄ (dove tra l'altro si introdu
e il termine lazyper questo tipo di normalizzazione), se nelle 
on
lusioni della proof-net 
hesi vuole ridurre non 
i sono sottoformule positive della forma A & B, allo-ra la pro
edura additive-lazy termina 
on una forma normale, 
i�o d�a luogoa proof-net 
ut-free. Questo fatto �e di estrema importanza per
h�e, 
omevedremo, tale situazione si appli
a a tutte le proof-net 
he rappresentanofunzioni 
he operano su tipi di dato di un qual
he interesse, 
ome ad esem-pio interi, stringhe, booleani, alberi, e

. Di 
onseguenza, da un punto divista strettamente 
omputazionale, il passo di riduzione [

ad℄ pu�o esserelas
iato inde�nito, e questa sar�a proprio la s
elta 
he faremo noi.In realt�a, in merito ai tagli 
ommutativi additivi vale un risultato an
o-ra pi�u forte, dimostrato da Tortora in [25℄: nel 
aso in 
ui una proof-net non
ontenga 
on
lusioni 
on o

orrenze positive del 
onnettivo & , la riduzioneadditive-lazy e la riduzione 
he utilizza an
he i passi [

ad℄ 
ondu
ono allastessa forma normale. Ci�o signi�
a 
he l'aggiunta del passo [

ad℄, �e davverouna questione 
he, ai nostri s
opi, pu�o essere messa in se
ondo piano.1Questo per distinguerla dalle strategie di normalizzazione per il �-
al
olo 
he hannolo stesso nome
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Capitolo 8I sistemi logi
i a bassa
omplessit�aIn questo 
apitolo e�ettueremo una \ri
ognizione" sullo stato attuale dellari
er
a nel 
ampo della 
aratterizzazione di 
lassi di 
omplessit�a mediantesotto-sistemi della logi
a lineare. Cer
heremo dunque di ri
apitolare breve-mente i risultati trovati �no a questo momento, introdu
endo in un qual
hedettaglio i sistemi pi�u utilizzati.8.1 La 
omplessit�a della riduzione delle proof-netCome a

ennato nel 
apitolo 6, in logi
a lineare si possono \tradurre" tuttele derivazioni sia della logi
a 
lassi
a 
he della logi
a intuizionista. Di 
on-seguenza, non possiamo aspettar
i 
he LL di per s�e possa risultare in al
unmodo \meglio" (dal punto di vista della 
omplessit�a della 
ut-elimination)dei sistemi LK e LJ. A priori, dunque, an
he in logi
a lineare l'eliminazionedei tagli da una dimostrazione produ
e derivazioni la 
ui dimensione non�e maggiorabile da nessuna funzione elementare, e quindi an
he in terminitemporali (per l'osservazione fatta in 5.3), la pro
edura di 
ut-eliminationin LL risulta essere iperesponenziale.Tuttavia, in logi
a lineare abbiamo a disposizione uno strumento inesistentenegli altri sistemi, 
he abbiamo visto essere molto vantaggioso nella rap-presentazione dell'eliminazione dei tagli dalle derivazioni: stiamo parlandonaturalmente delle proof-net, introdotte nel 
apitolo pre
edente. Quando siparla di proof-net, esistono due grandezze fondamentali 
he ne 
aratterizza-no la struttura, gi�a introdotte in 7.1 e 7.2: la prima �e la dimensione (o size),
he 
orrisponde al numero di nodi presenti nella proof-net stessa, la se
onda�e inve
e la profondit�a, 
he in questo momento sar�a per noi es
lusivamenteesponenziale. Ri
ordiamo 
he la profondit�a esponenziale, riferita ai nodi, �esempli
emente il numero di s
atole esponenziali dentro le quali un nodo si143



144 CAPITOLO 8. I SISTEMI LOGICI A BASSA COMPLESSIT�Atrova, mentre riferita all'intera proof-net �e nient'altro 
he la profondit�a delsuo nodo di profondit�a massima. Se � �e una proof-net, indi
hiamo 
on ℄(�)la sua dimensione, e 
on �(�) la sua profondit�a.Ora, la 
osa pi�u naturale 
he viene in mente �e 
aratterizzare la 
omples-sit�a della pro
edura di 
ut-elimination mettendo in relazione la dimensionedi una proof-net 
on il numero di step elementari di riduzione ri
hiesti pereliminare tutti i 
ut. Infatti, in base alla 
orrispondenza di Curry-Howardsappiamo 
he una proof-net (essendo una dimostrazione) �e un programma,e il pro
esso di 
ut-elimination �e l'ese
uzione di tale programma. Se pren-diamo una proof-net 
ut-free �, di
iamo di 
on
lusioni (almeno) A? e B, ela tagliamo 
ontro un'altra proof-net 
ut-free � 
on 
on
lusione (almeno) A,possiamo 
onsiderare � 
ome il programma e � 
ome il suo input; la proof-net � risultante dal 
ut delle due �e dunque il programma appli
ato al suoinput, mentre la proof-net 
ut-free � ottenuta dopo l'eliminazione del taglio�e il risultato restituito dal programma. Supponiamo ora di aver trovato unafunzione f tale 
he il numero di step elementari di riduzione ne
essario perarrivare da � a � sia O(f(℄(�))); poi
h�e ℄(�) = ℄(�)+ ℄(�)+1 (
'�e solo un 
utin pi�u rispetto alle due) e poi
h�e, qualunque sia la proof-net � s
elta 
omeinput, la dimensione di � resta 
ostante, possiamo ben dire 
he il numerodi step ri
hiesti �e an
he O(f(℄(�))). Caratterizzare la 
omplessit�a della ri-duzione di una proof-net in funzione della sua dimensione equivale dunquea trovare il legame tra \tempo di ese
uzione" e dimensione dell'input, 
he �eesattamente 
i�o 
he si vuol fare in un'analisi di 
omplessit�a temporale.Seguendo questo appro

io, �e possibile iniziare a fare qual
he osservazio-ne. AÆn
h�e in una proof-net � sia possibile eseguire uno step elementaredi riduzione, dev'esser
i in � almeno un nodo 
ut. Il numero di nodi 
utpresenti in � �e senz'altro limitato da ℄(�); allo stesso modo, se � ! �0, ilnumero di 
ut presenti in �0 �e an
h'esso limitato da ℄(�0). Di 
onseguenza,se si ries
e a trovare in 
he modo la riduzione di un 
ut in
uis
e sulla dimen-sione della proof-net ridotta, si pu�o an
he stimare la lunghezza del pro
essodi 
ut-elimination.Osservando gli step elementari di riduzione di LL de�niti a pagina 138,possiamo dividere le riduzioni in due 
lassi, una 
ostituita dalle regole di ri-s
rittura 
he diminuis
ono la size, l'altra da regole 
he, in generale, la fannoaumentare:{ [ax℄, [P =
℄, [ & =�℄, [8=9℄, [!=?℄, [w℄ e [pax℄ fanno tutti, in genera-le, diminuire la size della proof-net ridotta rispetto alla proof-net dipartenza+ [
℄ �e l'uni
o step in grado di far aumentare in ogni 
aso la dimensionedella proof-net ridotta
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luso, 
ome al solito,lo step [
oad℄.In LL, il responsabile dell'esplosione della 
omplessit�a del pro
esso di 
ut-elimination viene messo indis
utibilmente allo s
operto: l'analisi della ri-duzione dei 
ut sulle 
ontrazioni �e la 
hiave per 
atturare la 
omplessit�adell'eliminazione del taglio. Se, infatti, eliminiamo dalla logi
a lineare i
onnettivi esponenziali, 
ostruendo quella a 
ui in genere 
i si riferis
e 
onl'abbreviazione MALLq (Multipli
ative-Additive Linear Logi
 with quanti-�ers | i quanti�
atori possono essere a qualsiasi ordine, noi diamo sempreper s
ontato 
he si tratti del se
ondo ordine), otteniamo il seguente risultato:Teorema 8.1 Sia � una proof-net di MALLq, tale 
he ℄(�) = s. Allora,la pro
edura di 
ut-elimination additive-lazy appli
ata a � 
ondu
e ad unaproof-net 
ut-free in O(s) step elementari di riduzione.Dimostrazione. Gli uni
i step elementari di riduzione appli
abili inMALLqappartengono alla 
lasse di step 
he 
ondu
ono sempre ad una proof-net ri-dotta di dimensione pi�u pi

ola di quella di partenza. Di 
onseguenza, se� ! �0, avremo ℄(�0) < ℄(�), e 
os�� via dopo ogni step appli
ato. Poi
h�ead ogni istante il numero di 
ut non pu�o e

edere la size della proof-net, epoi
h�e s �e un bound superiore alla dimensione di qualsiasi proof-net gene-rata nel 
orso della 
ut-elimination, la pro
edura termina in un numero distep addirittura sub-lineare in s, vale a dire 
he il numero di step appli
ati�e strettamente minore della dimensione di �. �I soli programmi a poter essere rappresentati in MALLq sono dunque pro-grammi la 
ui ese
uzione impiega un tempo lineare nell'input. Il problema�e 
he MALLq �e un sistema terribilmente inespressivo, e al suo interno pra-ti
amente non trova posto al
un programma interessante; ad esempio, inMALLq non �e nean
he possibile rappresentare adeguatamente gli interi diChur
h.L'aggiunta degli esponenziali 
onsente di re
uperare il potere espressivo per-duto, tornando per�o ai livelli del sistema F, e dunque fa
endo
i us
ire daqualsiasi 
lasse di 
omplessit�a de�nibile. Tuttavia, dei quattro step di ridu-zione elementari introdotti dalla presenza dei 
onnettivi esponenziali, sap-piamo 
he quello davvero problemati
o �e es
lusivamente [
℄. Tale step �e ingrado di dupli
are un pezzo di proof-net; per l'esattezza 
i�o 
he viene dupli-
ato �e il 
ontenuto di una s
atola esponenziale. Iterare n volte una funzione
he dupli
a l'input signi�
a banalmente 
ostruire una funzione esponenzia-le, 2n nel nostro 
aso. Nell'ambito delle proof-net, la seguente situazione
orrisponde proprio all'iterazione 
he abbiamo in mente:
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?C ?C

pax pax pax pax! !

?C

cut

pax pax !

cutSe supponiamo 
he le s
atole 
he formano la \
atena" siano n e, per sem-pli
it�a, 
he esse siano tutte identi
he, �e 
hiaro 
he una volta ridotte tutte le
ontrazioni otterremo una proof-net 
ontenente in totalePni=1 2i = 2(2n�1)
opie della nostra s
atola: il !-box \pi�u a destra" viene sempli
emente du-pli
ato, quello alla sua sinistra viene inve
e quadrupli
ato, e 
os�� via �no al!-box \pi�u a sinistra", del quale avremo esattamente 2n repli
he.Abbiamo 
os�� s
operto una dinami
a esponenziale nel pro
esso di 
ut-eliminationdelle proof-net. In realt�a, una volte es
luse (
ome nel nostro 
aso) le ridu-zioni 
ommutative additive, la dinami
a in questione �e l'uni
a in grado digenerare esplosioni esponenziali nella size delle proof-net; infatti, solo l'at-tivazione di un taglio su una 
ontrazione pu�o dupli
are una s
atola, e solola ripetuta attivazione di tanti tagli del genere \in 
as
ata" pu�o iterare ladupli
azione.Sappiamo 
he in LL �e possibile fare molto di pi�u; ad esempio, si dovrebbepoter iterare la dinami
a esponenziale per ottenerne una iperesponenziale.Tuttavia, il \prototipo" di dinami
a iperesponenziale �e molto pi�u 
omplessodi quello della dinami
a esponenziale appena des
ritta, e non �e dunque il
aso di entrare nei dettagli in questa sede. Possiamo per�o, in modo intuitivo,mettere in lu
e quella 
he �e la 
aratteristi
a fondamentale delle dinami
heiperesponenziali. Abbiamo visto 
he la \
atena" disegnata sopra, 
ompostada n s
atole, una volta normalizzata genera O(2n) 
opie di tali s
atole; perottenere un pro
esso iperesponenziale o

orrerebbe a questo punto esserein grado di prendere queste O(2n) s
atole e 
ostruire una simile 
atena 
onesse, in modo da ottenere, dopo la normalizzazione, O(22n) s
atole, e 
os��via. Il problema �e 
he a partire dalle O(2n) s
atole generate dalla riduzionedella 
atena non �e possibile 
reare un'altra 
atena, per il sempli
e fatto 
hela \struttura" 
he esse formano ora non 
ontiene pi�u tagli su 
ontrazioni,mentre nelle 
atene in questione �e indispensabile 
he le s
atole siano tagliatel'una 
ontro l'altra tramite 
ut su 
ontrazioni.Si pu�o allora immaginare la seguente situazione. Supponiamo di aver 
o-struito una proof-net �(n) 
he, se fatta interagire 
on un !-box, 
rea una\
atena esponenziale" (
io�e una struttura 
apa
e di generare una dinami-
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a esponenziale 
ome quella 
he abbiamo visto) 
omposta da n 
opie dellas
atola. Supponiamo 
he dentro questa s
atola 
i sia proprio �(1) e 
he,fa
endo interagire due di queste s
atole tagliando la porta prin
ipale di una
on la porta ausiliaria dell'altra, si 
rei un'uni
a s
atola (e questo �e si
uroper
h�e lo step [pax℄ non 
an
ella s
atole) 
ontenente �(2), la quale intera-gendo 
on un'altra s
atola an
ora generi una s
atola 
on dentro �(3), e 
os��via. Per sempli
it�a, 
hiameremo !�(n) la proof-net 
ostituita da un !-box
ontenente �(n). Abbiamo dunque 
he, fa
endo interagire !�(1) 
on �(n),si ottiene una 
atena esponenziale 
ostituita da n 
opie di !�(1), la quale,eliminando i tagli sulle 
ontrazioni, 
ondu
e ad una \
atena senza 
ontra-zioni" 
ontenente O(2n) 
opie di !�(1). Queste ultime, interagendo fra loro,si normalizzeranno alla �ne in !�(O(2n)).Ri
apitolando il tutto, dall'interazione di !�(1) 
on �(n) abbiamo ottenu-to !�(O(2n)); osserviamo 
he il fatto 
he l'\input" di �(n) debba essere unbox �e assolutamente ne
essario, poi
h�e solo i box possono essere 
opiati, eper 
reare una 
atena esponenziale di lunghezza n non si pu�o fare a menodi 
opiare n volte un box. Con !�(O(2n)) siamo arrivati quasi al punto dipartenza, ma soltanto \quasi". Ci�o 
he vorremmo fare ora infatti �e ripetereil gio
o tagliando !�(O(2n)) 
on !�(1), ottenendo !�(O(22n)); 
hiaramen-te per�o 
i�o �e impossibile, visto 
he 
ontro !�(1) pu�o essere tagliata �(�),e non !�(�). �E questo il punto 
hiave delle dinami
he iperesponenziali 
hevolevamo mettere in lu
e: le 
atene esponenziali non possono produrre 
hes
atole, e dunque per iterare il pro
esso bisogna ne
essariamente, all'iniziodi ogni iterazione, \aprire" tali s
atole. Aprire una s
atola signi�
a eseguireuno step [!=?℄, 
io�e far interagire un nodo dereli
tion 
on la porta prin
ipaledella s
atola della quale si vuole a

edere l'interno. In questo 
aso, pos-siamo supporre 
he, prima di essere fatta interagire di nuovo 
on !�(1), laproof-net !�(O(2n)) si ritrovi ad essere tagliata 
ontro una dereli
tion, inmodo da tirar fuori �(O(2n)) dalla s
atola per poter 
os�� iterare il pro
esso.Come abbiamo gi�a sottolineato, tutto 
i�o �e stato des
ritto in modo moltoinformale, ma 
i�o 
he 
i interessa �e di aver fornito l'intuizione fondamentalesulle dinami
he 
he 
onsentono, nel 
orso della riduzione di una proof-net,di generare normalizzazioni non elementari.In sintesi, i risultati trovati �nora sulla 
omplessit�a della riduzione delleproof-net sono i seguenti:(a) per ottenere dinami
he iperesponenziali serve lo step [!=?℄(b) per ottenere dinami
he esponenziali bisogna 
ostruire una 
atena dis
atole legate tra loro per mezzo di tagli su 
ontrazionivedremo nel seguito 
ome l'aver isolato queste due sempli
i \regole" si riveliestremamente utile per 
ontrollare la 
omplessit�a in logi
a lineare.
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omplessit�a in logi
a lineare8.2.1 I sistemi aÆniIl primo sotto-sistema a bassa 
omplessit�a della logi
a lineare ad essere in-trodotto �e stato quello noto 
on il nome di Light Linear Logi
 (abbreviato
on LLL), introdotto da Girard in [12℄1. In sostanza, LLL sfrutta le in-tuizioni di 
ui abbiamo parlato nella sezione pre
edente in modo da inibirele dinami
he esponenziali, 
ondu
endo 
os�� ad un sistema 
he 
orrispondeesattamente alla 
lasse P, vale a dire la 
lasse delle funzioni2 
al
olabili intempo polinomiale da una ma

hina di Turing deterministi
a. Inoltre, li-beralizzando una 
erta regola di LLL, si ottiene una logi
a 
he 
orrispondeesattamente alla 
lasse ELEMENTARY, 
ui �e stato dato il nome di ELL(Elementary Linear Logi
).Tuttavia, il sistema originale di Girard presenta pare

hie 
ompli
azioni,prima fra tutte un 
al
olo dei sequenti un po' parti
olare, in 
ui non esi-stono solo formule ma an
he \blo

hi di formule" e \formule s
ari
ate", iltutto per far funzionare le 
ose in modo 
he l'isomor�smo fondamentale de-gli esponenziali (!A
!B ' !(A & B)) sia derivabile an
he in LLL. In questasede preferiamo dunque introdurre direttamente la variante \aÆne" di LLL,
he ha il pregio di essere enormemente pi�u sempli
e.La Logi
a AÆne (introdotta da Asperti in [1℄) �e sempli
emente la logi
alineare in 
ui la regola del weakening �e 
ompletamente liberalizzata; in altreparole, si pu�o introdurre per weakening una formula qualsiasi, non ne
essa-riamente esponenziale. Naturalmente, la 
ontrazione resta possibile solo suformule di tipo ?A, altrimenti il sistema 
ollasserebbe sulla ve

hia logi
a
lassi
a.La logi
a aÆne ha due grandissime di�erenze rispetto alla logi
a lineare.In primo luogo, aver liberalizzato il weakening fa riapparire lo spettro dellanon 
on
uenza nella riduzione delle derivazioni; per questo motivo, poi-
h�e siamo interessati es
lusivamente agli aspetti 
omputazionali della logi
aaÆne, 
i sposteremo de�nitivamente nel suo frammento intuizionista, deno-minato IAL (Intuitionisti
 AÆne Logi
). In se
ondo luogo, e questa inve
e�e una di�erenza \in positivo", la liberalizzazione del weakening rende la
ongiunzione moltipli
ativa \pi�u forte" di quella additiva (diviene 
io�e de-rivabile A 
 B ` A & B); di 
onseguenza, il frammento additivo diventa1A dir la verit�a 
'erano gi�a stati altri tentativi in pre
edenza, il pi�u noto dei quali �eBLL (Bounded Linear Logi
), tutti per�o lontani dall'essere davvero soddisfa
enti.2Ad essere pre
isi 
i�o 
orrisponderebbe a FP, di 
ui P �e un sottoinsieme (ogni problema�e una funzione, mentre non vale il vi
eversa, 
ome abbiamo gi�a dis
usso in 2.1); tuttavia,essendo la nomen
latura FP molto meno 
onos
iuta, d'ora in poi 
onfonderemo le due
ose.
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ativo (naturalmentenon �e vero il vi
eversa), e i 
onnettivi & e � non servono pi�u. Questa�e naturalmente una grossa sempli�
azione dal punto di vista della sintassidi IAL. Per 
hiarezza, riportiamo qui di seguito il 
al
olo dei sequenti delframmento intuizionista della logi
a aÆne:I Regole dell'identit�a axA ` A � ` A �; A ` C 
ut�;� ` CI Regole strutturali�; A;B;� ` C X�; B;A;� ` C � ` C W�; A ` CI Regole logi
he moltipli
ative�; A;B ` C 
L�; A
B ` C � ` A � ` B 
R�;� ` A
B� ` A �; B ` C (L�;�; A( B ` C �; A ` B (R� ` A( BI Regole logi
he esponenziali�; A ` C ?D�; !A ` C !� ` A !P!� ` !A�; !A; !A ` C ?C�; !A ` CI Regole logi
he per i quanti�
atori�; A[B℄ ` C 8L�;8X:A ` C � ` A 8R� ` 8X:A (?)La regola (?) �e sempre la solita: X non dev'essere libera in �.Naturalmente, an
he per IAL sono de�nibili le proof-net, 
he di�eriran-no da quelle di ILL per l'assenza3 dei nodi e delle s
atole additive, e per lapresenza di un nodo weakening liberalizzato, 
he pu�o avere 
ome 
on
lusioneuna formula A qualsiasi, inve
e 
he obbligatoriamente una formula ?A. An-
he la 
ut-elimination resta prati
amente identi
a, limitandola al frammentomoltipli
ativo e modi�
ando lo step [w℄ in modo 
he questo 
an
elli non so-lo s
atole esponenziali ma, pi�u generi
amente, sotto-proof-net qualsiasi. In3Molto gradita!
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olare, in IAL troviamo senz'altro lo step [!=?℄, eseguibile qualora ven-ga tagliata la porta prin
ipale di un !-box 
on un nodo dereli
tion.Il lettore 
on buona memoria ri
order�a senz'altro la \regola" (a) espostaalla �ne della sezione pre
edente: per generare dinami
he iperesponenziali�e strettamente ne
essario lo step [!=?℄. Eliminare la possibilit�a di eseguiretale step signi�
a far passare la logi
a nel dominio delle funzioni elementari,poi
h�e �e sempre possibile 
ostruire \individualmente" torri esponenziali dialtezza qualsiasi, ma non �e pi�u possibile rappresentare un pro
esso 
he legeneri tutte. Come fare dunque per mettere in prati
a tale intuizione? Lasoluzione �e pi�u sempli
e di quanto si possa pensare: basta eliminare le regoledella dereli
tion e della promotion, e rimpiazzarle 
on un uni
a regola 
hele \ingloba" entrambe: � ` A !!� ` !ALa regola in questione, denominata soft-promotion, 
ostringe a dover \in-s
atolare" una proof-net ogni volta 
he si voglia e�ettuare una dereli
tionsu una sua 
on
lusione; non solo, 
on la soft-promotion la dereli
tion �e \to-tale", 
io�e non pu�o pi�u essere e�ettuata su una sola formula.�E 
hiaro 
he, in presenza della soft-promotion, nelle proof-net non esistonopi�u nodi dereli
tion; le pax di un !-box diventano, per 
os�� dire, dereli
tione porte ausiliarie al tempo stesso. I due step elementari di riduzione [!=?℄ e[pax℄ verranno dunque rimpiazzati da un uni
o step [!mrg℄, in base al qualedue s
atole esponenziali sempli
emente si \fondono" in un'uni
a s
atola, 
onil taglio tra le due 
he entra in questa nuova s
atola e mette in 
omuni
a-zione quelle 
he erano le premesse della porta prin
ipale di una s
atola edella porta ausiliaria dell'altra. Dal punto di vista del 
al
olo dei sequenti,su

ede quanto segue:� ` A !!� ` !A �; A;` C !!�; !A ` !C 
ut!�; !� ` !C �! � ` A �; A;` C 
ut�;� ` C !!�; !� ` !COsserviamo 
he, senza lo step [!=?℄, non �e pi�u possibile aprire al
una s
atola;in sostanza, la profondit�a di una proof-net resta prati
amente inalterata nel
orso della 
ut-elimination. Tutto quello 
he pu�o su

edere �e 
he uno step[w℄ elimini qual
he s
atola, possibilmente fa
endo diminuire la profondit�a
omplessiva della proof-net, ma 
i�o non ha al
un e�etto nell'otti
a della di-nami
a iperesponenziale 
he vogliamo proibire.�E possibile dimostrare 
he, 
on quest'intuizione dell'inibizione della dereli
-tion, abbiamo e�ettivamente 
olto nel segno: la logi
a 
he abbiamo appena
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ome IEAL (Intuitionisti
 Elementary AÆne Logi
), 
orri-sponde esattamente alla 
lasse delle funzioni 
al
olabili in tempo elementare.Naturalmente, veri�
ando 
he non �e pi�u possibile generare dinami
he ipere-sponenziali dimostreremmo solo la 
orrettezza di IEAL; al �ne di realizzarela 
orrispondenza, o

orre una prova della 
ompletezza del sistema rispettoa ELEMENTARY, vale a dire 
he tutte le funzioni 
al
olabili in tempoelementare sono rappresentabili in IEAL. Ci�o pu�o essere fatto, ad esempio,sfruttando la 
aratterizzazione assiomati
a di Kalmar, di 
ui abbiamo par-lato in 5.2.Con IEAL abbiamo var
ato il primo 
on�ne di 
omplessit�a possibile, visto
he ELEMENTARY �e la pi�u grande 
lasse di 
omplessit�a di un qual
heinteresse. Tornando alle osservazioni fatte nella sezione pre
edente (in par-ti
olare alla \regola" (b)), notiamo 
he in IEAL �e an
ora possibile, 
omedel resto potevamo aspettar
i, 
ostruire \
atene" di s
atole in modo 
he laloro riduzione generi una dinami
a esponenziale. Se rius
issimo a proibirean
he queste 
on�gurazioni, avremmo fatto un salto enorme: avendo impe-dito ogni dinami
a esponenziale, saremmo s
esi addirittura nel mondo deltempo polinomiale. An
he realizzare quest'idea �e quasi banale (dal puntodi vista sintatti
o). Poi
h�e le nostre \
atene esponenziali" sono basate sulfatto 
he ogni s
atola, prima di essere tagliata 
ontro un'altra, manda le
on
lusioni delle sue porte ausiliarie in una 
ontrazione, una buona idea �equella di restringere il 
ontesto della regola di soft-promotion (
io�e la parte asinistra del sequente) in modo 
he esso 
ontenga al massimo una formula. Intermini di proof-net, 
i�o 
orrisponde all'aver forzato tutti i !-box ad avere almassimo una porta ausiliaria; poi
h�e per realizzare una 
atena esponenzialeservono box 
on almeno due porte ausiliarie, 
os�� fa
endo abbiamo s
ongiu-rato il peri
olo 
he si possano mai formare simili 
on�gurazioni.La regola della soft-promotion va dunque rimpiazzata 
onB ` A !!B ` !Adove B pu�o an
he non esser
i. Questa restrizione fortissima alla soft-promotionha per�o un e�etto 
ollaterale molto spia
evole: il sistema perde drammati
a-mente potere espressivo, tanto da non poter pi�u rappresentare al suo internooggetti fondamentali 
ome gli interi di Chur
h. In altre parole, il sistema�e senz'altro 
orretto dal punto di vista della 
omplessit�a polinomiale, 
omelo eraMALLq per le funzioni lineari, ma �e ben lontano dall'essere 
ompleto.Per re
uperare il potere espressivo bisogna ri
orrere ad un nuovo 
onnetti-vo esponenziale (gi�a presente in LLL, la quale so�re dello stesso problema)denominato neutral, e rappresentato dal simbolo x(per questo motivo 
i siriferis
e ad esso an
he 
on il termine paragrafo), per il quale si introdu
e la
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onnettivo paragrafo �e autoduale, vale a dire 
he, per qualsiasi formula A,(xA)? = xA?Questa nuova modalit�a esponenziale indu
e la 
omparsa nelle proof-net diun'altra s
atola, il 
osiddetto x-box. Naturalmente, si pu�o de�nire uno stepdi riduzione elementare per i tagli x/x, 
he possiamo 
hiamare [xmrg℄ e 
he �esostanzialmente identi
o a [!mrg℄, salvo il fatto 
he le s
atole 
oinvolte sonoentrambe x-box. Pu�o 
hiaramente veri�
arsi 
he la porta prin
ipale di un!-box venga tagliata 
on la porta ausiliaria di un x-box; 
i�o non 
ausa asso-lutamente problemi, visto 
he la riduzione di questo taglio ([!xmrg℄), 
omeal solito, \fonde" le due s
atole in un uni
o x-box e fa \entrare" il tagliodentro tale s
atola.La de�nizione autoduale di x non �e an
ora del tutto stabilita. In e�etti,le interpretazioni semanti
he di LLL sembrerebbero spingere in una direzio-ne non autoduale del 
onnettivo; tuttavia, da un punto di vista strettamenteinformati
o, le due soluzioni sono del tutto equivalenti. La 
osa fondamen-tale infatti �e 
he i x-box non possono essere dupli
ati ; non avendo porte !,non possono infatti essere tagliati 
ontro al
una 
ontrazione. Il paragrafodunque ha un utilizzo es
lusivamente espressivo: esso non in
uis
e minima-mente sulle dinami
he di 
omplessit�a.La logi
a 
os�� de�nita, 
he prende il nome di ILAL (Intuitionisti
 LightAÆne Logi
, [1℄, [2℄), �e 
i�o 
he 
er
avamo. An
he per ILAL si possonodimostrare i due risultati ri
hiesti per la 
orrispondenza 
on la 
lasse dellefunzioni polinomiali: le funzioni programmabili nel sistema sono in
luse inP (
orrettezza) e l'insieme di tali funzioni in
lude P (
ompletezza). Sfor-tunatamente, per quest'ultima dimostrazione non esistono 
aratterizzazioniassiomati
he interpretabili in logi
a 
ome quella di Kalmar; di 
onseguenza,la prova si basa su una tediosissima 
odi�
a delle ma

hine di Turing poli-nomiali in ILAL, per la quale invitiamo il lettore 
urioso a do
umentarsi in[22℄ e [2℄. Dal 
anto nostro, la sezione 9.4 del prossimo 
apitolo sar�a dedi
a-ta ad una dimostrazione presso
h�e identi
a, e dunque non approfondiremoulteriormente la questione in questo momento.8.2.2 Altri sistemiTornando alla logi
a lineare, abbiamo gi�a detto 
ome esistano due sistemibasati su di essa, detti LLL e ELL, i quali 
orrispondono rispettivamentea P e ELEMENTARY. Re
entemente, Danos e Joinet hanno 
ondotto
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azione del lavoro di Girard, dimostrando 
he esiste una
aratterizzazione logi
a di ELEMENTARY basata su un sistema 
ostitui-to da un sottoinsieme delle proof-net di LL. In sostanza, anzi
h�e de�nire unnuovo sistema logi
o, Danos e Joinet hanno imposto una sempli
e 
ondizio-ne sulle proof-net della logi
a lineare (detta 
ondizione di strati�
azione),per mezzo della quale di possono \separare" tutte quelle la 
ui normaliz-zazione �e elementare e il 
ui potere espressivo �e suÆ
ientemente elevato dain
ludere tutta la 
lasse ELEMENTARY. La de�nizione del sistema, 
henoi 
hiameremo ELL per distinguerlo da quello originale di Girard, 
on ladimostrazione della sua 
orrettezza e 
ompletezza �e esposta dagli autori in[8℄. Noi non s
enderemo ulteriormente in dettagli, gia

h�e il prossimo 
api-tolo sar�a interamente dedi
ato alla de�nizione di un sistema, 
he abbiamo
hiamato LLL, il quale sostanzialmente estende l'appro

io di Danos e Joi-net a LLL, 
ostituendo dunque una 
aratterizzazione logi
a della 
lasse P.Tutti sistemi a bassa 
omplessit�a visti �nora, assieme a quello 
he presente-remo nel prossimo 
apitolo, seguono quello 
he potremo 
hiamare appro

iolight. In parti
olare, nel de�nire un sistema a 
omplessit�a polinomiale, abbia-mo osservato 
ome sia fondamentale l'interdizione di \
atene esponenziali",le quali presentano un'appli
azione iterata dello step [
℄. Ma un 
ut ridottoda tale step, 
ome tutti i 
ut, ha due premesse: una �e la porta prin
ipale diun !-box, l'altra �e una 
ontrazione.Quello 
he abbiamo 
hiamato \appro

io light" si o

upa in sostanza diinibire 
ut di questo tipo agendo sulle s
atole: restringendo l'uso della de-reli
tion e limitando il numero di pax dei !-box si 
ostringono le s
atole adavere una struttura tale da rendere impossibile la formazione di strutture ingrado di generare dinami
he esponenziali. Come abbiamo pi�u volte sottoli-neato, la 
hiave di queste dinami
he �e 
he un !-box non solo viene dupli
atoma, tramite le sue porte ausiliarie 
ontratte, diventa lui stesso il \motore"della su

essiva dupli
azione di un'altra s
atola, e 
os�� via. La morale del-l'appro

io light �e dunque la seguente: i !-box sono gli uni
i a poter esseredupli
ati, ma non possono essi stessi dupli
are.Se 
i rivolgiamo all'altra premessa del 
ut, possiamo immaginare di potermodi�
are in qual
he modo, piuttosto 
he le s
atole, le 
ontrazioni, 
os�� daottenere un risultato analogo. Questa strada alternativa, 
he 
hiameremoappro

io soft, �e stata intrapresa 
on su

esso da Yves Lafont in [17℄, nelquale viene de�nito un sistema a 
omplessit�a polinomiale denominato ISLL(Intuitionisti
 Soft Linear Logi
).La de�nizione di SLL �e molto elegante. In primo luogo, si rimpiazzanole quattro regole esponenziali della logi
a lineare (?P, ?D, ?C e ?W) 
on le
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ente 
onos
enza):� ` A !!� ` !A �; A(n) ` C mux�; !A ` C �; !!A ` C dig�; !A ` CNella se
onda regola, detta multiplexing, A(n) = A; : : : ; A| {z }n ; la terza regola �einve
e detta digging.Non �e diÆ
ile dimostrare 
he mediante queste tre regole (e il 
ut) si possonosimulare le quattro regole esponenziali originali, e vi
eversa. Di 
onseguenza,�n qui non abbiamo fatto null'altro 
he \ride�nire" ILL. Il nostro sistema side�nis
e allora 
ome segue: ISLL �e sempli
emente questa \riformulazione"di ILL dalla quale viene tolta la regola del digging. �E qui 
he ritroviamol'intuizione di quello 
he abbiamo 
hiamato \appro

io soft". Consideriamoinfatti la seguente derivazione:�; !A; !A ` C mux�; !!A ` C dig�; !A ` CCome si vede, questa �e la simulazione della regola della 
ontrazione nella\riformulazione soft" di LL. La morale �e 
he, una volta eliminato il digging,la 
ontrazione non esiste pi�u nella sua forma 
onsueta. Al posto suo, esistesolo il multiplexing, 
he �e una forma \indebolita" di 
ontrazione. Infatti,
ontrarre una formula mediante multiplexing 
ostringe ne
essariamente adaumentare la profondit�a dell'eventuale proof-net 
on 
ui la 
on
lusione delmultiplexing stesso sar�a tagliata. Ci�o signi�
a 
he se proviamo a 
ostruireuna delle nostre famigerate \
atene esponenziali" in ISLL, s
opriamo 
he,ogni volta 
he vogliamo tagliare le porte ausiliarie 
ontratte di una s
atola
ontro la porta prin
ipale di un'altra s
atola, questa dev'essere ne
essaria-mente pi�u profonda dell'altra, di esattamente un livello. Non �e dunque pos-sibile generare una 
atena \uniforme" di qualunque lunghezza, poi
h�e pi�uaumenta la lunghezza, pi�u aumenta la profondit�a ri
hiesta. Tutto 
i�o �e veroan
he in tutti i sistemi polinomiali light, an
he se l�� il fenomeno prende unapiega leggermente diversa (il lettore �e invitato a 
ontrollare 
osa su

ede inquesto 
aso).Ovviamente, oltre ad essere 
orretto, il sistema ISLL �e an
he 
ompletorispetto alle funzioni polinomiali; si veda [17℄ per i dettagli. Osserviamo
he, in ISLL, la 
ompletezza non ri
hiede l'aggiunta di al
un 
onnettivo, laqual 
osa presenta indubbiamente al
uni vantaggi a livello sintatti
o.Possiamo a questo punto fornire un \quadro riassuntivo" dei sistemi a bassa
omplessit�a trovati �no a questo momento:
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io soft Appro

io light{ ILL LL IALELEMENTARY ELL ELL IEALP ISLL LLL LLL ILALIl sistema LLL menzionato nella tabella, 
orrispondente alla 
lasse P efa
ente parte di sistemi light, sar�a l'oggetto del prossimo 
apitolo.
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Capitolo 9Una nuova 
aratterizzazionelogi
a di PVerr�a nel seguito presentata una variante sempli�
ata della Light Linear Lo-gi
 (LLL), il sistema a 
omplessit�a polinomiale introdotto da Girard. L'ap-pro

io utilizzato �e quello di 
aratterizzare LLL in termini di un sottoinsie-me delle derivazioni della logi
a lineare 
ompleta, in modo analogo a quantofatto da Danos e Joinet per ELL.9.1 Il sistema LLL9.1.1 Motivazioni prin
ipaliIl sistema 
he stiamo introdu
endo vuole essere in qual
he modo una sem-pli�
azione della Light Linear Logi
 (LLL, [12℄) 
he, 
ome abbiamo visto,
ostituis
e una 
aratterizzazione della 
lasse PTIME delle funzioni 
al
o-labili in tempo polinomiale da una ma

hina di Turing deterministi
a. Lalogi
a di Girard presenta infatti al
uni elementi, dal punto di vista sintat-ti
o, 
he ne limitano la 
hiarezza; in parti
olare, il 
al
olo dei sequenti a\strati" (moltipli
ativo, additivo ed esponenziale, 
aratterizzati rispettiva-mente dai separatori `;', `,' e `[ ℄') e le proof-net 
on 
on
lusioni additivepossono risultare di diÆ
ile 
omprensione e manipolazione.Oltre ad aumentare la 
hiarezza di LLL, questo lavoro si pone l'obiettivo,
ertamente pi�u importante, di trovare una 
aratterizzazione delle funzionipolinomiali senza modi�
are (o modi�
ando in modo presso
h�e irrilevante)le regole della logi
a lineare 
ompleta LL, sempli
emente imponendo al
une
ondizioni 
he ne restringono l'utilizzo e, dunque, il potere espressivo. Ilsistema quindi, al 
ontrario di LLL, non si presenter�a 
ome una \nuova"logi
a, ma piuttosto 
ome un sottoinsieme di (una versione estesa di) LL:le derivazioni a 
omplessit�a polinomiale saranno esattamente le derivazioni157
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he soddisfano al
uni 
riteri strutturali. In tal senso, questo lavoroestende alle funzioni polinomiali l'appro

io di Danos e Joinet esposto in[8℄, dove si fornis
e una 
aratterizzazione delle funzioni ri
orsive elementariin termini di un sottoinsieme delle derivazioni della logi
a lineare 
ompleta,de�nendo 
os�� un sistema 
on lo stesso potere espressivo di quello abbozzatoda Girard in [12℄, al quale noi 
i riferiremo 
ome ELL (Elementary LinearLogi
)1.9.1.2 Il sistema LLL: le 
ondizioni di strati�
azionePer de�nire 
orrettamente LLL o

orre prima aggiungere alla logi
a lineareuna modalit�a aggiuntiva, il 
onnettivo esponenziale `x' (neutral, o paragrafo):De�nizione 9.1 Il sistema LLx �e la logi
a lineare 
ompleta alla 
ui sintassi�e aggiunto il 
onnettivo x tale 
he, se A �e una formula,(xA)? := x(A?)e 
on la seguente regola per il 
al
olo dei sequenti:` ?�;� x` ?�; x�Il 
onnettivo neutral non trova al
un uso signi�
ativo in LLx; esso servees
lusivamente a re
uperare il potere espressivo delle modalit�a esponenziali\tradizionali" quando l'utilizzo di queste, 
ome avviene in LLL, sia soggettoa limitazioni.Naturalmente, an
he le derivazioni di LLx possono essere tradotte nellasintassi alternativa delle proof-net, 
he �e esattamente la stessa di LL, ma
on l'aggiunta di una nuova s
atola esponenziale, il x-box :De�nizione 9.2 Se � �e una proof-net 
on 
on
lusioni ?�, j�j = m e �,j�j = n, la rete �0 ottenuta 
ostruendo attorno a � una s
atola 
on m porteausiliarie (pax) ed n porte neutral (x), �e una proof-net 
on 
on
lusioni ?� ex� (�gura 9.1.2). In LLx, 
on il termine s
atola esponenziale 
i riferiremodunque (a meno 
he non sia spe
i�
ato altrimenti) sia ad un !-box 
he adun x-box.Sempre nell'ambito delle proof-net, diamo le due seguenti de�nizioni preli-minari:1In questa sede abbiamo s
elto di 
hiamare tale sistema ELL (in analogia 
on il no-stro LLL) per distinguerlo dal sistema originale di Girard, 
he 
ontinueremo a 
hiamaresempli
emente ELL.
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?C1 ?Cn $A1 $Am

A1?C1 ?Cn Am

$$paxpaxFigura 9.1: La struttura tipi
a di un x-box. Nella �gura, il simbolo $ rimpiazza x.De�nizione 9.3 (Ramo esponenziale) Consideriamo un 
ammino orien-tato di una proof-net i 
ui ar
hi sono tutti eti
hettati 
on la stessa formuladi tipo ?A. Essendo orientato, un si�atto 
ammino p possiede sempre unasorgente e un target, 
he sono rispettivamente il nodo la 
ui 
on
lusione �eil primo ar
o di p e il nodo la 
ui premessa �e l'ultimo ar
o di p. Chiamere-mo ramo esponenziale un 
ammino di questo tipo tale 
he la premessa dellasorgente, o non 
'�e, oppure non �e eti
hettata 
on ?A, e la 
on
lusione deltarget, o non 
'�e, oppure non �e nean
he questa eti
hettata 
on ?A.La sorgente di un ramo esponenziale pu�o dunque essere uno tra i seguentitre tipi di nodi: dereli
tion, assioma o weakening ; il target pu�o essere unnodo qualunque, ad e

ezione ovviamente dei nodi 
he non hanno premesse(assioma e weakening) e dei nodi pax, 
ontrazione e 
ontrazione additiva.Osserviamo inoltre 
he due o pi�u rami esponenziali possono avere un trattoin 
omune, ad esempio nel 
aso in 
ui due istanze di una formula esponenzialevengano 
ontratte in una sola.De�nizione 9.4 (Pax-tree) A 
ias
una porta ausiliaria (pax gate) di unas
atola esponenziale di qualsiasi tipo, la 
ui premessa (non
h�e 
on
lusione)�e ?A, viene asso
iato un albero, detto pax-tree, la 
ui radi
e �e la porta au-siliaria stessa e le 
ui foglie sono i nodi 
he hanno introdotto la formula?A.I nodi di un pax-tree possono essere pax, 
ontrazioni o 
ontrazioni additive,mentre le foglie possono essere dereli
tion, assiomi o weakening.Siamo ora pronti a de�nire formalmente il sottoinsieme di LLx 
he 
hia-meremo LLL, e 
he 
orrisponder�a esattamente alle funzioni della 
lassePTIME:De�nizione 9.5 (LLL) Sia � l'insieme delle proof-net di LLx; l'insiemedelle proof-net di LLL �e il sottoinsieme di � 
ostituito da tutte le proof-net
he soddisfano le seguenti 
ondizioni:



160 CAPITOLO 9. UNA NUOVA CARATTERIZZAZIONE DI Pi. Ogni !-box ha al massimo una porta ausiliaria (pax).ii. (
ondizione di strati�
azione a s
endere, Danos-Joinet) Ogni ra-mo esponenziale la 
ui sorgente �e un nodo dereli
tion [assioma℄ attra-versa esattamente un [zero℄ box esponenziale[i℄ (di qualsiasi tipo, sia!-box 
he x-box).iii. (
ondizione di strati�
azione a salire) Tra le foglie del pax tree diogni !-box 
'�e al massimo una foglia dereli
tion.Nella 
ondizione iii si parla del pax tree di un !-box per
h�e, per la 
ondizionei, questo �e sempre uni
o (pu�o al limite essere vuoto). Inoltre, per la ii, inLLL i pax-tree non possono pi�u avere tra le foglie al
un nodo assioma.9.1.3 Caratteristi
he logi
he di LLLE' opportuno a questo punto analizzare le 
aratteristi
he logi
he del sistemaappena de�nito. Come tutti i sistemi 
he seguono l'appro

io light, LLL sibasa sull'eliminazione di due prin
ipi base della logi
a lineare, la dereli
tion(!A( A) e il digging (!A( !!A), la 
ui rimozione �e garantita dalla 
ondizio-ne di strati�
azione a s
endere. Inoltre, sempre seguendo l'appro

io light,LLL ri�uta lamultifuntorialit�a dell'of 
ourse (!A
 !B( !(A
B)), rimpiaz-zandola 
on la multifuntorialit�a del nuovo 
onnettivo neutral, xA 
 xB (x(A
B); tale 
aratteristi
a �e imposta dalla 
ondizione i.Purtroppo, la medesima 
ondizione �e responsabile di un \e�etto 
ollaterale"
he, pur essendo inno
uo dal punto di vista 
omputazionale, pu�o risultarespia
evole in ambito semanti
o: LLL non veri�
a l'isomor�smo fondamen-tale degli esponenziali, !A
 !B ' !(A & B). In parti
olare, pur rimanendovero 
he !(A & B) ( !A
 !B, a 
ausa della 
ondizione i non �e pi�u pos-sibile derivare il vi
eversa, !A
 !B ( !(A & B). Quest'ultimo prin
ipio�e inve
e derivabile in LLL, dove le a
robazie sintatti
he del 
al
olo dei se-quenti \multi strato" sembrano essere state 
ostruite proprio attorno adesso. Come a

ennato po
'anzi, la man
ata veri�
a dell'isomor�smo basedegli esponenziali non 
ostituis
e tuttavia un danno 
omputazionale, 
osa
onfermata dal fatto 
he nessuno degli altri sistemi polinomiali (
i riferiamoa LAL e SLL) ries
e a 
atturare tale propriet�a.La 
ondizione di strati�
azione a salire non ha inve
e una diretta 
onse-guenza logi
a. Essa serve piuttosto a inibire la possibilit�a di un !-box didupli
are altri !-box, innes
ando 
os�� dinami
he esponenziali. In altre paro-le, il prin
ipio di base di LLL, 
he poi �e an
he quello di tutti sistemi light,�e 
he i !-box sono i soli a poter essere dupli
ati, ma non possono essi stessidupli
are.



9.2. CUT-ELIMINATION IN LLL 161La presenza della promozione \tradizionale" al posto della soft-promotionpreferita dai sistemi sia light 
he soft, e dunque la possibilit�a di utilizzarein modo \temporaneo" la dereli
tion, permette di mantenere l'utilizzo delweakening limitatamente alle formule esponenziali. Il prin
ipio base del wea-kening resta quindi !A( 1, al 
ontrario di quanto a

ade in logi
a aÆne,in 
ui il weakening �e liberalizzato (A ( 1), e in LLL, in 
ui, a

anto alweakening tradizionale, esiste uno strano weakening additivo, 
he altro non�e 
he una forma temporanea di weakening liberalizzato. An
he il prin
ipiobase della 
ontrazione (!A( !A
 !A) resta invariato, a di�erenza di SLL,in 
ui la 
ontrazione 
ostringe ne
essariamente ad aumentare la profondit�aesponenziale (!!A ( !A
 !A). LLL si presenta dunque 
ome una \via dimezzo" tra i vari sistemi polinomiali oggi esistenti.9.2 Cut-elimination in LLL9.2.1 Instabilit�a di LLLEssendo un sempli
e sottoinsieme di LLx, LLL gode senz'altro della 
ut-elimination; �e suÆ
iente de�nire, in modo piuttosto ovvio, un passo di ridu-zione per i tagli x/x. Purtroppo per�o le 
ose non funzionano 
os�� fa
ilmente:LLL infatti non �e stabile rispetto ai passi elementari di riduzione di LLx,
he sono quelli de�niti in 7.2 pi�u il passo per il paragrafo appena dis
usso.Ci�o signi�
a 
he, se � �e una proof-net di LLL e �0 una proof-net ottenu-ta mediante l'appli
azione di uno dei passi elementari di riduzione di LLx,�0 potrebbe non essere pi�u una proof-net di LLL. Per veri�
arlo, basta
onsiderare il seguente esempio:
?D

pax ! pax !

cut

!

?D

pax !

cut

pax

[pax]

Nella proof-net ridotta 
'�e un ramo esponenziale 
he attraversa due s
atoleesponenziali, in 
ontraddizione 
on la 
ondizione ii della de�nizione 9.5.In realt�a, �e possibile dimostrare 
he la forma normale di una proof-net di
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ora una proof-net di LLL, ma �e piuttosto s
omodo avere unapro
edura di 
ut elimination 
he fa 
ontinuamente \us
ire" e \rientrare" nelsistema. O

orre dunque ride�nire i passi elementari di riduzione in mododa ottenere una pro
edura di 
ut-elimination rispetto alla quale LLL sia
ompletamente stabile.L'idea fondamentale �e quella di eliminare il passo [pax℄ per inglobarlo inun passo di riduzione \pi�u grande" 
he in
luda an
he i passi [w℄, [
℄ e [!=?℄,uno dei quali segue 
ertamente l'appli
azione di (un 
erto numero di) [pax℄,a 
ausa della 
ondizione di strati�
azione a s
endere. La de�nizione di unsimile \super-passo" nell'ambito delle proof-net 
onvenzionali �e per�o troppoproblemati
a, data la presenza di una quantit�a non indi�erente di possibilisituazioni da dover 
onsiderare, vista an
he la presenza (da questo punto divista s
omodissima) degli additivi. La soluzione allora �e quella di ri
orreread una 
erta 
lasse di proof-net, in 
ui la de�nizione dei passi di riduzione siapi�u sempli
e. Tale 
lasse �e quella delle 
osiddette proof-net nouvelle syntaxe,se
ondo la quale l'appli
azione delle regole strutturali �e ristretta in modo daforzare le proof-net ad avere una determinata struttura. I prin
��pi di basedella nouvelle syntaxe sono sostanzialmente due: un weakening seguito dauna 
ontrazione viene sempli
emente eliminato, e le regole strutturali ven-gono spinte il pi�u possibile \in basso" verso le 
on
lusioni della proof-net2.Nel 
aso di quella 
he potremmo 
hiamare MELLL, 
io�e il solo frammentomoltipli
ativo ed esponenziale di LLL, si potrebbe arrivare fa
ilmente allade�nizione di una pro
edura di 
ut-elimination rispetto alla quale le proof-net nouvelle syntaxe (e dunque l'intero sistema) siano stabili; sfortunata-mente, la presenza degli additivi rende le 
ose pare

hio pi�u 
ompli
ate, e ilrisultato di un \super-passo" di normalizzazione appli
ato ad una proof-netnouvelle syntaxe potrebbe non essere pi�u una proof-net nouvelle syntaxe.Per risolvere il problema, �e possibile de�nire una pro
edura 
he 
onvertauna proof-net tradizionale in una proof-net nouvelle syntaxe, e sottoporre leproof-net a questa pro
edura prima di appli
are qualsiasi passo di riduzione.La 
ut-elimination di LLL sar�a dunque 
ostituita da una sequenza di passidi riduzione inframmezzati da passi di 
onversione per passare dalla formatradizionale alla nouvelle syntaxe, e vi
eversa. Presa una qualsiasi proof-net� di LLL, una tipi
a sequenza di riduzione 
omin
er�a dunque 
on diversipassi di 
onversione volti a trasformarla in una proof-net �0 nouvelle syntaxe;a questo punto, verr�a appli
ato un passo di eliminazione del taglio, il qualeindurr�a una proof-net �1 non ne
essariamente nouvelle syntaxe. Un'ulterio-re serie di passi di 
onversione porter�a ad una proof-net �01 la quale, essendo2E' importante osservare 
he entrambe queste due operazioni sono semanti
amenteinvisibili. In altre parole, l'interpretazione semanti
a di due dimostrazioni 
he di�eris
anosolo nei termini des
ritti �e identi
a; si veda, ad esempio, [25℄.



9.2. CUT-ELIMINATION IN LLL 163nouvelle syntaxe, potr�a essere soggetta all'appli
azione di un passo di ridu-zione 
he fornir�a una nuova proof-net �2, e 
os�� via. Una volta ottenuta unaproof-net 
ut-free, si appli
her�a una sempli
e trasformazione per eliminaregli eventuali \residui" di nouvelle syntaxe in modo da riportare il risultato�nale in forma tradizionale.9.2.2 Dalla forma tradizionale alla nouvelle syntaxeQuelli riportati nel seguito sono i passi elementari di 
onversione 
he ser-viranno a trasformare una proof-net dalla forma tradizionale alla nouvellesyntaxe:
?W

?C

[w
℄ 
?C

?C

m

n

[

℄ 
n+m-1?C

?C

pax

[
e℄ 
pax pax

?C

coad

?C [
a℄ ?C

coad coad

?W
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?W

pax

[we℄ 
?W

coad

?W?W

[wa℄ 
?W

Una pre
isazione importante riguardo a [
a℄: in realt�a, di questo step esisteuna versione duale, perfettamente ammissibile, nella quale la 
on
lusione delnodo weakening 
he viene introdotto, inve
e di essere premessa della 
ontra-zione additiva \a sinistra", �e premessa di quella \a destra" (e naturalmentela 
on
lusione \pi�u a destra di tutte", la quale gi�a esisteva prima della tra-sformazione e 
he �e ora premessa della 
ontrazione additiva a destra, diventapremessa di quella a sinistra). In e�etti non 
'�e modo di distinguere, a livellolo
ale, le due premesse della 
ontrazione 
he viene ridotta da [
a℄; questo
omporta 
he quando si appli
a tale step si s
eglie, senza poterlo sapere, unadelle sue due possibili versioni. Fortunatamente, 
i�o non 
ausa problemi ai�ni della 
ut-elimination.Nel seguito, s
riveremo � " �0 se la proof-net � si 
onverte in �0 dopol'appli
azione del passo elementare di 
onversione ", oppure s
riveremo sem-pli
emente �  �0 se � si 
onverte in �0 dopo l'appli
azione di un numeroarbitrario (ma �nito) di passi di 
onversione.De�nizione 9.6 (Proof-net nouvelle syntaxe) Una proof-net � di LLxappartiene alla nouvelle syntaxe se e soltanto se �e normale rispetto ai passidi 
onversione de�niti sopra, 
io�e se nessuno di tali passi �e appli
abile a �.Osserviamo 
he una proof-net nouvelle syntaxe non �e propriamente unaproof-net nella de�nizione tradizionale; la di�erenza, l'uni
a 
he 
'�e in e�etti,sta nella presenza di 
ontrazioni n-arie, assenti nella forma tradizionale3. In3Naturalmente, le \proof-net" 
on 
ontrazioni n-arie, ottenute mediante l'appli
azionedegli step des
ritti a partire da proof-net tradizionali, restano sempre sequenzializzabilinel 
al
olo dei sequenti in 
ui la regola della 
ontrazione venga sostituita 
on una versionean
h'essa n-aria.
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e passo di \ri
onversione", 
he asso
i aduna proof-net nouvelle syntaxe un'uni
a proof-net tradizionale:
?Cn

[

�1℄ 
?C

?C

n

L'appli
azione ripetuta di [

�1℄ 
onsente 
hiaramente di ripristinare la \tra-dizionalit�a" di una proof-net nouvelle syntaxe, e il risultato di tale appli
a-zione �e ovviamente uni
o.E' senz'altro possibile 
he due proof-net diverse �0 e �00 si ridu
ano allastessa proof-net nouvelle syntaxe; potremmo dunque de�nire una relazio-ne �� sulle proof-net di LLx tale 
he �0 �� �00 se e solo se �0 e �00 hannola stessa immagine in nouvelle syntaxe, modulo la ri
onversione mediante[

�1℄. Non �e diÆ
ile veri�
are 
he �� �e una relazione d'equivalenza, e dun-que le proof-net nouvelle syntaxe non sono altro 
he i rappresentanti delle
lassi d'equivalenza dell'insieme delle proof-net di LLx quozientato rispettoa �� . Quest'operazione di quozientatura non �e 
erto una novit�a; le stesseproof-net tradizionali sono in verit�a rappresentanti di 
lassi d'equivalenza diderivazioni del 
al
olo dei sequenti.Forniremo ora una pro
edura spe
i�
a per l'appli
azione dei passi appenades
ritti, e dimostreremo poi al
une propriet�a importanti su di essa:De�nizione 9.7 (Pro
edura di 
onversione standard) La pro
edura di
onversione standard 
onsiste nell'appli
are ad una proof-net � di LLx ipassi di 
onversione des
ritti sopra, nel modo seguente (per \profondit�a"s'intender�a qui la profondit�a di qualsiasi tipo, sia additiva 
he esponenziale):� Si inizia a profondit�a massima, 
he supponiamo essere m, alla qualesi appli
ano tutti i possibili step di tipo [w
℄, [we℄, [wa℄ e [
a℄, 
on laseguente strategia: lo step [w
℄ ha la priorit�a su tutti gli altri; se 
e n'�euno, sar�a sempre lui ad essere eseguito. In�ne, si eseguono gli step[
e℄ rimasti a profondit�a massima. Questo sar�a il \primo passo" dellapro
edura.
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omin
ia, nel medesimo modo, a profondit�a m � 1; questo sar�aovviamente il \se
ondo passo" della pro
edura. Proseguendo in mo-do analogo, si arriver�a all'm + 1-esimo passo, 
he si o

uper�a dellaprofondit�a 0, alla quale non si possono 
he appli
are step [w
℄.� Alla �ne si eseguono, in qualsiasi ordine, tutti gli step [

℄.Proposizione 9.1 (Stabilit�a di LLL sotto la 
onversione standard)Se � �e una proof-net di LLL, l'appli
azione della pro
edura di 
onversionestandard a � produ
e una proof-net �0 
he, modulo [

�1℄, �e an
ora in LLL.Dimostrazione. Iniziamo dalle due 
ondizioni di strati�
azione. Per quan-to riguarda quella a s
endere, nessun passo di 
onversione �e in grado di 
rea-re rami esponenziali il 
ui nodo sorgente �e un nodo assioma o dereli
tion;inoltre, il numero di s
atole esponenziali attraversate da un qualsiasi ramoesponenziale 
on sorgente assioma o dereli
tion resta invariato sotto la 
on-versione. Di 
onseguenza, nella proof-net risultante dalla 
onversione i solirami esponenziali 
he v��olano la 
ondizione ii sono quelli 
he gi�a esisteva-no inizialmente. Riguardo inve
e alla 
ondizione di strati�
azione a salire,sebbene tutti gli step siano in grado di modi�
are la struttura di un paxtree, nessuno di questi �e grado di 
ambiare il tipo delle foglie; l'uni
o adaggiungere un'eventuale foglia �e [
a℄, ma si tratta di una foglia weakening,dunque \inno
ua" dal punto di vista della 
ondizione iii.Resta allora da dimostrare 
he venga preservata la prima 
ondizione, 
io�e
he il numero di porte ausiliarie di 
ias
un !-box rimanga minore o uguale auno. In e�etti, un aumento di tale numero sarebbe possibile nel 
aso dellostep [
e℄, il quale produ
e due pax a partire da una; dobbiamo dunque 
on-
entrar
i su questo tipo di step.Supponiamo 
he la profondit�a massima (nel senso 
he abbiamo adottatoper la pro
edura di 
onversione, 
io�e profondit�a \
umulativa", sia additiva
he moltipli
ativa) di � sia m; la 
onversione standard viene e�ettuata inm passi (pi�u un round preliminare all'inizio), i quali operano sempre a pro-fondit�a i e i � 1, senza to

are le altre profondit�a; inoltre, gli step eseguitia profondit�a i � 1 sono solo di tipo [w
℄, e non 
i riguardano in questo mo-mento. Baster�a dunque dimostrare 
he ogni passo operante a profondit�a ipreserva la propriet�a per i !-box 
he ra

hiudono tale profondit�a, e il risul-tato globale sar�a evidentemente ottenibile in modo induttivo.Il passo generi
o della pro
edura di 
onversione standard adotta una po-liti
a molto parti
olare per gli step a 
ui siamo interessati, vale a dire i [
e℄:questi vengono eseguiti solo dopo l'ese
uzione di tutti gli altri. Mostreremoallora 
he, a 
ausa delle 
ondizioni di strati�
azione (le quali sono preservatedall'appli
azione di un qualsiasi passo di 
onversione), i passi [
e℄ saranno
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ati es
lusivamente a 
ontrazioni 
he si trovano sopra la porta ausiliariadi un x-box, e dunque il numero di nodi pax di 
ias
un !-box rester�a 
ostante.Supponiamo allora per assurdo 
he 
i si trovi di fronte ad una situazionein 
ui �e possibile appli
are un [
e℄ ad una 
ontrazione in un !-box; entrambele premesse della 
ontrazione in questione sono diverse da assiomi (
ondi-zione di strati�
azione a s
endere) e da weakening, altrimenti si potrebbean
ora appli
are un passo [w
℄. Non possono nean
he essere entrambe dere-li
tion, altrimenti non sarebbe soddisfatta la 
ondizione di strati�
azione asalire. Supponiamo allora 
he solo una delle due sia una dereli
tion; l'altrapu�o essere o una pax, o una 
oad. Nel primo 
aso, se sopra la pax 
i fosseun weakening, questo sarebbe stato \tirato gi�u" dalla pro
edura al passopre
edente mediante uno step [we℄, e sarebbe poi stato eliminato da unostep [w
℄ alla profondit�a 
orrente. Se, al 
ontrario, sopra la pax 
i fosse unadereli
tion, non sarebbe soddisfatta nessuna delle due 
ondizioni di strati�-
azione. Non possiamo dunque avere una pax. Il 
aso della 
oad �e analogo:sopra non possono esser
i n�e weakening, n�e 
ontrazioni, per
h�e sarebberostati ridotti, e non pu�o esser
i un assioma o una dereli
tion per
h�e sarebbeviolata una delle due 
ondizioni di strati�
azione. Per quanto riguarda lapax, vale il dis
orso gi�a fatto sopra. Un simile argomento si pu�o appli
are al
aso in 
ui entrambe le premesse della 
ontrazione non siano dereli
tion, edunque l'ipotesi 
he la proof-net sia originariamente in LLL garantis
e 
henessuno step [
e℄ possa essere appli
ato ad un !-box a qualsiasi profondit�a.�Proposizione 9.2 Il pax-tree di ogni porta ausiliaria di ogni s
atola espo-nenziale (di qualsiasi tipo) di una proof-net nouvelle syntaxe di LLL hasempre la seguente forma: la radi
e �e un nodo pax, le foglie sono dei nodi?D e ?W, e i nodi intermedi sono solo 
oad.Dimostrazione. Supponiamo per assurdo 
he 
i sia un nodo pax nell'albero(es
lusa ovviamente la radi
e). Il pax-tree di tale porta ausiliaria, 
he �e unsotto albero del nostro pax-tree, pu�o avere solo foglie weakening, altrimentiesisterebbe un 
ammino esponenziale 
he attraverserebbe due porte ausilia-rie, 
ontravvenendo alla 
ondizione di strati�
azione a s
endere (la qualevale per i box esponenziali di qualsiasi tipo). Ma se esistesse un sottoalbe-ro 
he ha solo foglie weakening, 
ertamente sarebbe possibile appli
are unostep [we℄, [wa℄, o [w
℄ e dunque la proof-net non sarebbe nouvelle syntaxe
ontro l'ipotesi.Supponiamo ora 
he 
i sia un nodo 
ontrazione nel pax-tree. Poi
h�e questofa parte di un pax-tree, la sua 
on
lusione non pu�o essere 
he premessa diuno dei seguenti nodi: una pax, una 
oad o un'altra 
ontrazione. In tutti etre i 
asi, si potrebbe appli
are uno step di 
onversione, rispettivamente [
e℄,[
a℄ e [

℄, e dunque la proof-net non sarebbe nouvelle syntaxe, 
ondu
endo



168 CAPITOLO 9. UNA NUOVA CARATTERIZZAZIONE DI Pad un assurdo. �La proposizione 9.2 sar�a fondamentale ai �ni della de�nizione dei passi di
ut-elimination, mentre la proposizione 9.1 garantis
e 
he la 
onversione nonfa \us
ire" da LLL.Poi
h�e la pro
edura di 
onversione verr�a appli
ata prima di ogni passo dieliminazione del taglio, �e ne
essario 
he questa termini sempre, altrimentinon sarebbe possibile appli
are il passo di riduzione in questione. Il seguenteteorema garantis
e 
he tutte le appli
azioni della pro
edura di 
onversionestandard terminano in un numero �nito di passi:Teorema 9.1 (Normalizzazione (debole) della 
onversione) Sia � unaproof-net di LLx. L'appli
azione della pro
edura di 
onversione standard a� termina in un numero �nito di passi.Dimostrazione. La pro
edura di 
onversione standard opera a profondit�avia via de
res
ente, e non viene eseguito al
uno step elementare di 
on-versione a profondit�a i � 1 se prima non sono stati esauriti tutti quelli aprofondit�a i. Poi
h�e la 
onversione non modi�
a la profondit�a della proof-net a 
ui viene appli
ata, e poi
h�e questa non pu�o avere profondit�a in�nita,basta dimostrare 
he il generi
o passo della 
onversione standard terminasempre.Supponiamo dunque di 
omin
iare ad operare a profondit�a i. De�niamola 
oppia �i(�) = h
; wi, dove 
 �e il numero di nodi 
ontrazione a profondit�ai e w il numero di nodi weakening sempre a profondit�a i. Sulle 
oppie h
; wi�e de�nita la relazione d'ordine (lessi
ogra�
o)h
; wi � h
0; w0i sse 
 < 
0 oppure 
 = 
0 e w � w0Il minimo dell'ordine �e, 
hiaramente, la 
oppia h0; 0i. Ragioniamo allora perinduzione su �i(�):� Se �i(�) = h0; 0i, non 
'�e bisogno di appli
are il passo a profondit�a i,e la pro
edura termina in 0 step.� Supponiamo 
he la pro
edura termini per tutti i valori strettamenteinferiori a �i(�), 
io�e per ogni 
oppia p tale 
he p � �i(�) = h
; wi.Chiamiamo �0 la proof-net risultante dall'appli
azione di un qualsiasistep elementare di 
onversione. Abbiamo le seguenti possibilit�a:[w
℄ �i(�0) = h
� 1; w � 1i[we℄ �i(�0) = h
; w � 1i[wa℄ �i(�0) = h
; w � 2i
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e℄ �i(�0) = h
� 1; wi[
a℄ �i(�0) = h
� 1; w + 1iIn tutti i 
asi, �i(�0) � �i(�), e dunque la pro
edura termina peripotesi d'induzione.�Se osserviamo la pro
edura di 
onversione standard, troviamo 
he l'appli
a-zione degli step [we℄, [wa℄ e [
a℄ ad una data profondit�a �e las
iata libera; 
i�osigni�
a 
he, in presenza di due possibili 
onversioni elementari da poter ap-pli
are, la pro
edura standard a

etta qualsiasi ordine di appli
azione. Ci�opotrebbe portare, a priori, alla generazione di pi�u forme normali al terminedel pro
esso, 
osa disastrosa nell'otti
a della 
ut elimination, per
h�e pro-durrebbe sequenze di riduzione non 
on
uenti. In realt�a, la forma nouvellesyntaxe di una proof-net sotto la 
onversione standard �e \quasi" uni
a. C'�einfatti un problema fondamentale, 
he riguarda lo step [
a℄: 
ome abbiamogi�a osservato, di questo step in realt�a esistono due versioni e, 
osa pi�u grave,non si ha al
un modo di distinguere quale delle due si stia appli
ando, nelsenso 
he le proof-net, per 
ome sono de�nite, non fornis
ono informazionisuÆ
ienti a 
aratterizzare in qual
he modo le due diverse appli
azioni di[
a℄. E' per�o evidente 
he, a priori, 
ias
una delle due genera un risultato
ompletamente diverso dall'altra. Di 
onseguenza, non 
'�e speranza di otte-nere una piena 
on
uenza della 
onversione.Questa �e in realt�a un'istanza mi
ros
opi
a di un problema pi�u generale,
he �e quello della rappresentazione degli additivi nell'ambito delle proof-net.Si d�a il 
aso infatti 
he gli additivi siano, a ben guardare, i responsabili diprati
amente tutte le anomalie pi�u fastidiose della teoria delle proof-net, a
omin
iare dalla non 
on
uenza nel 
aso generale (si veda ad esempio [25℄).La soluzione al problema dello step [
a℄ �e dunque lontana dal poter esseretrovata nell'ambito delle proof-net 
os�� 
ome le abbiamo de�nite; pi�u ve-rosimilmente, o

orrer�a trovare una sintassi pi�u raÆnata, nell'ambito dellaquale o le due versioni di [
a℄ in e�etti 
ollassino in una sola, oppure tra ledue versioni sia possibile identi�
arne una \
anoni
a".Fortunatamente, �e possibile veri�
are 
he l'interpretazione semanti
a del-le due proof-net derivanti dalle due possibili appli
azioni di [
a℄ �e identi
a;di 
onseguenza, dal punto di vista della 
ut-elimination (
he �e il nostro uni-
o interesse in questa sede), la non 
on
uenza �e assolutamente inno
ua. Insostanza, tutte le possibili versioni nouvelle syntaxe di una proof-net inte-ragiranno 
on un'altra proof-net esattamente nello stesso modo o, detto inaltri termini, la 
ut-elimination additive-lazy resta 
on
uente nonostante lapresenza di pi�u possibilit�a intermedie.
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edura di 
onversione standard additive-lazy,la quale sempli
emente non esegue i passi [
a℄. In tal 
aso, �e possibile dimo-strare la validit�a della propriet�a di Chur
h-Rosser, servendo
i del seguentelemma:Lemma 9.1 L'appli
azione della pro
edura additive-lazy a profondit�a i allageneri
a proof-net � genera un'uni
a proof-net �0.Dimostrazione. Iniziamo 
on l'osservare 
he gli step [

℄ vengono appli
a-ti solo al termine di tutta la pro
edura, quindi in questo momento non 
iriguardano. Inoltre, l'appli
azione della 
onversione standard a profondit�a iesegue gli step [
e℄ solo dopo aver appli
ato tutti gli altri; poi
h�e gli step [
e℄non possono interferire l'uno 
on l'altro, basta mostrare 
he l'appli
azionedegli altri step �e 
on
uente. Per quanto riguarda [we℄ e [wa℄, questi agis
onoentrambe su \isole" s
onnesse dal resto della s
atola all'interno della qualevengono appli
ati (i nodi weakening infatti non hanno premesse), e dunquesono permutabili 
on qualsiasi altro step. Restano gli step [w
℄. La 
onver-sione di due step di tale tipo 
he interferis
ono l'uno 
on l'altro (una 
oppiaweakening/
ontrazione �e \premessa" di un'altra 
oppia) �e 
hiaramente 
on-
uente. Per il resto, [w
℄ ha sempre la pre
edenza sugli altri step, e dunquequalsiasi 
on
itto si risolve automati
amente mediante l'ordine imposto dal-la strategia. �Possiamo ora fa
ilmente dimostrare la 
on
uenza a livello globale:Teorema 9.2 (Con
uenza (ristretta) per la 
onversione standard)Se � �e una proof-net di LLx, allora l'appli
azione della pro
edura di 
on-versione standard additive-lazy a � produ
e un'uni
a proof-net � \quasi"nouvelle syntaxe.Dimostrazione. Basta iterare il lemma 9.1 per ottenere la 
on
uenza �noal momento in 
ui la pro
edura termina l'ultimo passo a profondit�a zero; aquesto punto, l'appli
azione degli step [

℄ �e 
hiaramente 
on
uente, dunquel'intera 
onversione standard soddisfa la propriet�a di Chur
h-Rosser. In ge-nerale, la proof-net ottenuta �e 
hiaramente \quasi" nouvelle syntaxe poi
h�enon �e stato appli
ato al
uno step [
a℄, dei quali inve
e avrebbe potuto esser
ibisogno per arrivare alla forma propriamente nouvelle syntaxe. �Dimostrata la 
on
uenza ristretta al 
aso della versione additive-lazy del-la 
onversione standard, possiamo parlare nel 
aso generale di propriet�a diChur
h-Rosser modulo le di�erenti appli
azioni dello step [
a℄.Riguardo alla normalizzazione della pro
edura di 
onversione standard valean
he un risultato pi�u forte, 
he sar�a di fondamentale importanza ai �nidella PTIME-
orrettezza di LLL:
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onversione standard)L'appli
azione della pro
edura di 
onversione standard ad una proof-net �di LLx termina in un numero di passi lineare nella dimensione di �; valea dire, se n �e il numero di nodi di �, la pro
edura fornis
e una proof-netnouvelle syntaxe in O(n) step.Dimostrazione. Riprendiamo la funzione �i della dimostrazione di 9.1,per la quale �e, per de�nizione,�i(�) = h
; widove 
 e w sono rispettivamente il numero di nodi 
ontrazione e weakeninga profondit�a i in �. In base a tale funzione, de�niamo un indi
e � tale 
he,se �i(�) = h
i; wii e m �e la profondit�a massima di �,�(�) = mXi=0 2
i + wiNon �e diÆ
ile veri�
are 
he � de
res
e ad ogni appli
azione di qualsiasi stepelementare di 
onversione (senza 
onsiderare per il momento lo step [

℄).Come nella dimostrazione di 9.1, 
hiamiamo �0 la proof-net risultante da �dopo l'appli
azione di un generi
o step elementare di 
onversione, il qualeviene eseguito a profondit�a j arbitraria, e 
on 
i e wi indi
hiamo il numerodi 
ontrazioni e weakening presenti a profondit�a i prima dell'appli
azionedello step: [w
℄ �(�0) = 2(
j � 1) + wj � 1 + mXi=0i 6=j 2
i + wi = �(�)� 3
[we℄ �(�0) = 2
j + wj � 1 + mXi=0i 6=j 2
i + wi = �(�)� 1
[wa℄ �(�0) = 2
j + wj � 2 + mXi=0i 6=j 2
i + wi = �(�)� 2
[
e℄ �(�0) = 2(
j � 1) + wj + mXi=0i 6=j 2
i +wi = �(�)� 2
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[
a℄ �(�0) = 2(
j � 1) + wj + 1 + mXi=0i 6=j 2
i + wi = �(�) � 1Poi
h�e dunque ad ogni step � diminuis
e, e � non pu�o 
erto essere minoredi zero, il valore iniziale �(�) limita superiormente il numero totale di step
he la pro
edura di 
onversione standard dovr�a eseguire; poi
h�e il numerodi 
ontrazioni e weakening presenti a qualsiasi profondit�a �e (brutalmente)maggiorato dal numero di nodi di �, se quest'ultimo �e n abbiamo�(�) � mXi=0 3n = 3(m+ 1)nBisogna poi aggiungere gli step [

℄, i quali non possono an
h'essi essere pi�udi n. Il numero di step �e allora limitato da (3m+ 4)n; poi
h�e la profondit�a�e 
ostante nell'intero pro
esso, abbiamo 
he la pro
edura di 
onversionestandard termina in O(n) step, ed �e dunque lineare nella dimensione dellaproof-net. �9.2.3 I passi elementari di riduzioneSiamo �nalmente in grado di de�nire i passi elementari di riduzione per la
ut-elimination di LLL. Anzitutto, imporremo 
he questi agis
ano solo edes
lusivamente su proof-net nouvelle syntaxe; queste, 
ome abbiamo visto,sono in prati
a proof-net \sempli�
ate", in 
ui l'uni
a di�erenza a livello dinodi �e 
he le 
ontrazioni possono essere n-arie. La 
ut-elimination per LLLfunzioner�a dunque 
os��: prima di eseguire un qualsiasi step elementare diriduzione, si appli
her�a la pro
edura di 
onversione standard des
ritta nellasezione pre
edente; una volta arrivati ad una proof-net 
ut-free, si eseguiran-no tutti i passi [

�1℄ possibili per \ri
onvertirla" alla forma tradizionale. Inquesto modo, il pro
esso di 
ut-elimination �e an
ora una funzione 
he man-da proof-net in proof-net, nella de�nizione solita del termine.Poi
h�e il punto 
entrale di LLL sar�a la 
omplessit�a 
omputazionale dellasua pro
edura di 
ut-elimination, la quale dovr�a risultare polinomiale, �e difondamentale importanza il teorema 9.3; in base ad esso, sappiamo 
he l'ap-pli
azione della 
onversione standard prima di ogni step di 
ut-eliminationnon altera la 
omplessit�a della riduzione, gia

h�e questa aggiunge solamen-te una 
omponente lineare. Ci�o signi�
a 
he, ad esempio, se per eliminaretutti i tagli da una proof-net di dimensione s 
i vogliono O(p(s)) passi ele-mentari di riduzione, e nel 
orso della riduzione la proof-net non supera ladimensione O(q(s)) (dove p e q sono polinomi), in 
onsiderazione del fatto
he ogni passo porta 
on s�e un'appli
azione della 
onversione standard, la
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omplessit�a totale non potr�a essere pi�u di O(p(s) � q(s)), 
he �e an
ora poli-nomiale. Di 
onseguenza, ai �ni della 
omplessit�a 
omputazionale potremoignorare 
ompletamente la 
onversione, e ragionare es
lusivamente sui passielementari di riduzione 
he de�niremo fra breve.Nel seguito dunque 
onsidereremo sottintesa l'appli
azione della pro
edu-ra di 
onversione standard prima dell'appli
azione di uno step elementaredi riduzione; questi ultimi quindi saranno de�niti solo ed es
lusivamente perle proof-net nouvelle syntaxe. Ad esempio, nel dire 
he � si ridu
e a �0 me-diante l'appli
azione dello step [s℄ (
osa 
he denoteremo, 
ommettendo unabuso, sempli
emente 
on � [s℄�! �0), intenderemo in realt�a 
he sussiste la re-lazione �  � [s℄�! � 0 �� �0, dove � �e la forma nouvelle syntaxe di � ottenutamediante la 
onversione standard, e �0 �e uguale a � 0 modulo la ri
onversionemediante [

�1℄. Allo stesso modo, quando s
riveremo � � �0, intendendo
he la proof-net � si ridu
e a �0 dopo l'appli
azione di un numero arbitrario(�nito) di step elementari di riduzione, in realt�a sottintenderemo 
he esi-ste n 2 N, n proof-net nouvelle syntaxe �1; : : : ; �n, n proof-net � 01; : : : ; � 0n(non ne
essariamente nouvelle syntaxe) ed n step elementari di riduzione[s1℄; : : : ; [sn℄ tali 
he�  �1 [s1℄�! � 01  �2 [s2℄�! � 02  : : : [sn�1℄�! � 0n�1  �n [sn℄�! � 0n �� �0
Divideremo gli step elementari di riduzione in tre 
ategorie, se
ondo la no-men
latura introdotta da Asperti e Roversi per ILAL:I Step lineariGli step lineari riguardano i seguenti tagli (
he saranno an
h'essi detti \li-neari"): ax, P =
, & =�, 8=9 e !=?W. La ris
rittura indotta dalla riduzionedi tali tagli �e identi
a a quella des
ritta in 7.2; per 
omodit�a, riportiamoqui di seguito gli step, 
he indi
heremo rispettivamente 
on [ax℄, [P =
℄,[ & =�1℄, [ & =�2℄, [8=9℄ e [w℄:

cut

p p

A A

ax

[ax]

T A
A
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cut
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cut

p

q

q

pax ! ?W

?W?B

?B

A

!A ?A

?B

T

[w]

O

orre pre
isare 
he, per de�nizione, sono 
onsiderati tagli di tipo ax (aiquali dunque di appli
a lo step [ax℄) tutti i tagli 
he 
oinvolgano un assioma,indipendentemente da quale sia l'altro nodo 
oinvolto nel 
ut.I Step polinomialeLo step polinomiale riguarda il taglio (
he sar�a an
h'esso detto \polinomia-le") !=?Cn, n � 2. An
h'esso �e prati
amente identi
o al suo 
orrispondente inLL, 
on la pi

ola di�erenza 
he la 
ontrazione non dupli
a ma, in generale,n-upli
a una s
atola. Lo step sar�a identi�
ato 
on [
℄:
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cut

cut

cut

?C 

?C 

n

n

p q p p q

?A ?A

?A

!A ?A

?A!A

?A !A ?A

?A ?Apax ! pax ! pax !

T

T

T

T

T

T

TT

T

n n

n

n

[c]

La porta ausiliaria del !-box dupli
ato dalla 
ontrazione potrebbe an
he nonesser
i, e a quel punto non si deve aggiungere al
una 
ontrazione.I Step shiftingGli step shifting riguardano i seguenti tagli (
he saranno an
h'essi detti\shifting"): !=pax e x=x. Il primo �e il tradizionale taglio 
ommutativo espo-nenziale, in 
ui per�o il nodo pax 
oinvolto pu�o appartenere sia ad un !-box
he ad un x-box; il se
ondo inve
e �e uno step del tutto nuovo, 
he non ha
ontroparte in LL sempli
emente per
h�e l�� non esiste il 
onnettivo x.Comin
iamo 
on il 
ut !=pax; quando 
i si trova di fronte a questo tipodi taglio, in LLL o

orre esaminare il pax-tree della porta ausiliaria 
oinvol-ta. Infatti, la riduzione del 
ut !=pax �e de�nita es
lusivamente se il pax-treein questione non 
ontiene nodi 
oad. In base alla proposizione 9.2, sappia-mo 
he i pax-tree delle proof-net nouvelle syntaxe non possono 
onteneren�e pax, n�e 
ontrazioni; se eliminiamo an
he il 
aso in 
ui questi 
ontengano
oad, l'uni
a possibilit�a rimasta �e 
he il pax-tree sia �liforme, 
io�e 
he essosia 
ostituito sempli
emente da un nodo dereli
tion (la foglia) e un nodopax (la radi
e). Il passo elementare di riduzione per questo taglio �e allora ilseguente, 
he 
hiameremo [paxd℄:
cut

cut

pax ! pax pax

?D

p qqp

A

!A ?A

?A

A
A A

T
T

T

T

[paxd]

Nella �gura, � 2 fpax; xg e � 2 f!; xg.L'altro taglio shifting si ridu
e inve
e in modo evidente, mediante lo step
he indi
heremo 
on [x℄:
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pax

cut

pax pax pax

cut

$ $ $ $ $$

p q p q

A

$A $A

A A AT

T

T

[$]

Nella �gura, il simbolo $ rimpiazza il simbolo x.Con questo abbiamo 
on
luso l'esposizione dei passi elementari di riduzioneper LLL; si pu�o ora dimostrare fa
ilmente il seguente teorema:Teorema 9.4 (Stabilit�a di LLL sotto 
ut-elimination) LLL �e stabilerispetto ai passi elementari di riduzione des
ritti sopra.Dimostrazione. Le 
ondizioni della de�nizione 9.5 sono evidentementepreservate dagli step lineari e dallo step polinomiale. Restano da veri�
arei due step shifting.Per [paxd℄, se entrambe le s
atole 
oinvolte erano !-box, il !-box risultan-te ha al massimo una porta ausiliaria, a se
onda se l'aveva o meno il boxdi sinistra; nel 
aso in 
ui la s
atola di destra sia un x-box, possono esser-
i tante porte ausiliarie quante si desidera, e dunque in entrambi i 
asi la
ondizione i �e preservata. An
he la 
ondizione di strati�
azione a s
endere(ii) non viene alterata, gia

h�e si 
an
ellano sia la dereli
tion 
he la pax adessa asso
iata, e tutto il resto rimane immutato. Per quanto riguarda la
ondizione di strati�
azione a salire (iii), an
he qui l'uni
o 
aso interessante�e quello in 
ui entrambe le s
atole siano !-box. Come gi�a osservato prima,la porta ausiliaria del !-box risultante �e la stessa del box a sinistra; dunqueil suo pax-tree sar�a valido se lo era quello di partenza.Passiamo allora allo step [x℄; poi
h�e qui sono 
oinvolti solo x-box, resta daveri�
are solo la 
ondizione di strati�
azione a s
endere, la quale �e senz'altrosoddisfatta per
h�e le porte ausiliare non vengono alterate dallo step. �Per des
rivere la dinami
a del pro
esso di 
ut-elimination, saranno utili nelseguito le nozioni di antenato e residuo di un dato nodo:De�nizione 9.8 (Nodo antenato e nodo residuo) Sia � [s℄�! �0. Cia-s
un nodo ax o nodo logi
o n di �0 proviene da un'uni
a o

orrenza dello\stesso" nodo ax o nodo logi
o  n di �. Chiameremo  n l'antenato del nodon di �0. Re
ipro
amente, de�niremo l'insieme dei residui del nodo logi
o[nodo ax℄ n di � 
ome l'insieme di tutte le o

orrenze n0 di nodi logi
i [nodiax℄ di �0 tali 
he  n0= n.
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orrenza 
 di un nodo 
ut di �0 proviene da un'u-ni
a o

orrenza  
 di un nodo 
ut di � le 
ui premesse sono eti
hettate dallestesse formule (a meno di sostituzioni nel 
aso in 
ui [s℄ = [8=9℄), salvoil 
aso in 
ui 
 sia stato 
reato da uno step lineare. In quest'ultimo 
aso,diremo 
he 
 non ha antenati, e 
he il nodo 
ut ridotto da [s℄ non ha residui.In questa sede non 
i interesseranno i 
on
etti (pur de�nibili) di antenato eresiduo di un nodo ?W o di una s
atola esponenziale o additiva.E' importante sottolineare 
he, durante il pro
esso di 
ut-elimination, la pro-fondit�a di tutti i nodi 
he non siano 
ut resta 
ostante. Possiamo enun
iarequesta propriet�a in termini formali:Proposizione 9.3 Se � �e una proof-net di LLL, e � [s℄�! �0, allora la pro-fondit�a di ogni nodo n di �0 �e uguale a quella del suo antenato, e pu�o esseresuperiore solo se n �e il residuo del 
ut ridotto da [s℄, 
on [s℄ 2 f[paxd℄; [x℄g.Dimostrazione. Ovvia dall'analisi della presentazione gra�
a dei vari stepdi 
ut-elimination. �La proposizione 9.3 sar�a fondamentale nella dimostrazione della PTIME-
orrettezza di LLL.Un'ultima osservazione riguardo alla 
ut-elimination. Come gi�a fatto perLL, non �e stato de�nito al
uno step di riduzione per i tagli 
ommutativiadditivi; inoltre, 
ome gi�a pre
isato nella de�nizione dello step [paxd℄, nonviene nemmeno eseguita la riduzione di un taglio 
ommutativo esponenzia-le se nel pax-tree della porta ausiliaria 
oinvolta 
i sono s
atole additive.Conviene allora dare la seguente de�nizione:De�nizione 9.9 (Proof-net lazy-
ut-free) Una proof-net � di LLx �e det-ta lazy-
ut-free se gli uni
i nodi 
ut in essa 
ontenuti hanno almeno unapremessa 
he �e 
on
lusione o di un nodo 
oad, oppure di un nodo pax il 
uipax-tree 
ontiene nodi 
oad. I tagli di quest'ultimo tipo saranno detti tagli
ommutativi additivi estesi.La 
ut-elimination di LLL porta dunque, in generale, a proof-net lazy-
ut-free. Tuttavia, in base ai risultati gi�a dis
ussi in 7.2, 
i�o non 
rea problemidal punto di vista della normalizzazione dei tipi \
omuni", in 
ui inve
el'eliminazione del taglio di LLL arriva a proof-net propriamente 
ut-free.Inoltre, l'assenza di riduzioni 
ommutative additive garantis
e la 
on
uenzadel sistema, sempre in base a quanto detto nel medesimo frangente.
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orrettezza9.3.1 La strategia standardIn questa sezione 
i o

upiamo di dimostrare 
he l'insieme delle funzioniprogrammabili in LLL �e 
ontenuto in PTIME, vale a dire 
he tutti i pro-grammi di LLL sono eseguibili in tempo polinomiale in una qual
he misura(
he pre
iseremo) del loro input. Poi
h�e l'ese
uzione dei programmi 
orri-sponde all'eliminazione dei tagli dalle derivazioni 
he li rappresentano, perdimostrare il risultato sar�a suÆ
iente esibire una strategia di 
ut-elimination
he termini sempre in un numero di passi limitato da un qual
he polinomio.Forniamo anzitutto al
une de�nizioni preliminari:De�nizione 9.10 La profondit�a esponenziale o, pi�u sempli
emente, la pro-fondit�a di un nodo di una proof-net �e il numero di s
atole esponenziali diqualsiasi tipo (!-box o x-box) 
he ra

hiudono il nodo stesso. I nodi !, x e paxsono 
onsiderati 
ome se fossero al di fuori della s
atola 
he introdu
ono.De�nizione 9.11 La profondit�a di una proof-net �, 
he denoteremo 
on�(�) �e la massima tra le profondit�a dei nodi 
he la 
ompongono.De�nizione 9.12 Per livello di una proof-net � intenderemo d'ora in avan-ti l'insieme dei nodi di � 
he si trovano ad una 
erta profondit�a. La dimen-sione, o size, del livello a profondit�a i di �, 
he denoteremo 
on ℄i(�), �e ilnumero di nodi la 
ui profondit�a �e i. La dimensione ℄(�) dell'intera proof-netsar�a sempli
emente la somma delle dimensioni di tutti i livelli:℄(�) = �(�)Xi=0 ℄i(�)De�nizione 9.13 (Passo standard a profondit�a i) Un passo standarda profondit�a i �e una sequenza di step elementari di riduzione eseguiti tuttia profondit�a i, nel seguente ordine:Prima fase: Si eseguono, in qualsiasi ordine, tutti gli step lineari possibilia profondit�a i.Se
onda fase: Si eseguono, in qualsiasi ordine, tutti gli step polinomialipossibili a profondit�a i e gli eventuali step lineari 
he possono emergerenel 
orso di tale riduzione sempre a profondit�a i (dimostreremo nelseguito 
he si potr�a trattare solo di un 
erto tipo di step [ax℄).Terza fase: Si eseguono, in qualsiasi ordine, tutti gli step shifting a pro-fondit�a i.



9.3. PTIME-CORRETTEZZA 179D'ora in avanti, il termine \passo" sar�a utilizzato es
lusivamente in riferi-mento ai passi standard; per riferir
i ai passi elementari di riduzione utiliz-zeremo inve
e il termine \step".La proposizione 9.3 
i assi
ura 
he, durante l'appli
azione del passo stan-dard a profondit�a i, la \struttura" a livelli della proof-net resta prati
amenteinalterata. L'uni
o 
aso in 
ui 
i pu�o essere una variazione �e quello in 
uivenga eseguito uno step [w℄, il quale �e in grado, a priori, di 
an
ellare interilivelli di una proof-net.La strategia di normalizzazione 
he utilizzeremo nel seguito, 
he 
hiameremostrategia standard, sar�a de�nita 
ome segue:De�nizione 9.14 (Strategia standard) Data una proof-net � di LLL,l'appli
azione della strategia standard a � prevede l'ese
uzione dei passistandard a profondit�a 
res
ente, a partire dalla profondit�a 0.In sostanza, la nostra strategia appli
a il passo standard a profondit�a 0, poia profondit�a 1, e 
os�� via �no ad arrivare a profondit�a massima. Osserviamoanzitutto 
he questa strategia �e ben de�nita: in base alla proposizione 9.3,tutti gli step elementari di riduzione non modi�
ano la \struttura" a livellidella proof-net, e dunque ha sempre senso appli
are un passo ad una dataprofondit�a. L'uni
o 
aso parti
olare �e quello di [w℄, grazie al quale interilivelli della proof-net possono essere 
an
ellati; tuttavia, il livello al qualesi sta operando in un dato istante (supponiamo sia i) non pu�o mai sparire,e una volta terminato il passo standard a profondit�a i 
i si trover�a semprein una delle seguenti 
ondizioni: o esiste il livello i + 1 al quale appli
are ilpasso su

essivo, oppure non esistono ulteriori livelli. Se ogni passo termi-na, per l'osservazione fatta riguardo alla preservazione della profondit�a dellaproof-net, allora l'intera pro
edura termina.Per 
hiarezza, �e opportuno fornire la struttura approssimativa del seguitodella sezione, nella quale dimostreremo in dettaglio la PTIME-
orrettezzadi LLL:� Anzitutto, dedi
heremo il resto del paragrafo alla veri�
a del fatto
he la strategia standard sia ben de�nita, 
io�e 
he e�ettivamente siapossibile eliminare i tagli nel modo in 
ui li esegue il passo standard.� In seguito, nel paragrafo 9.3.2, introdurremo la nozione di foresta 
on-trattiva, la quale servir�a a des
rivere in modo estremamente sinteti
ola dinami
a di 
ut-elimination indotta dagli step polinomiali, 
he sonola 
hiave della 
omplessit�a di LLL.� Nel paragrafo 9.3.3 studieremo la dinami
a delle foreste 
ontrattivedal punto di vista della 
omplessit�a, e sfrutteremo i risultati trovati
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uzione del generi
o passo del-la strategia standard a profondit�a i. Il bound legher�a la dimensioneiniziale del livello i al numero di step elementari di riduzione da ese-guire per far diventare tale livello lazy-
ut-free. Una volta trovato ilbound temporale per l'ese
uzione di 
ias
un passo, potremmo 
al
o-lare la 
omplessit�a dell'intera strategia standard 
ome somma delle
omplessit�a dei vari passi appli
ati ai vari livelli; tuttavia, un 
al
olodel genere �e troppo na��f, poi
h�e non prende in 
onsiderazione il fatto
he il passo a profondit�a i fa in generale aumentare la dimensione dellivello i + 1. Poi
h�e il bound del passo su

essivo dipender�a proprioda tale dimensione, �e evidentemente sbagliato non tenerne 
onto. Ilresto del paragrafo sar�a dunque dedi
ato all'analisi di un upper boundall'in
remento della size sotto i passi della strategia standard, ri
avatosempre utilizzando le foreste 
ontrattive.� In�ne, nel paragrafo 9.3.4 metteremo assieme tutti i risultati trova-ti e 
al
oleremo �nalmente la 
omplessit�a della strategia standard,mostrando 
he essa �e polinomiale nella dimensione della proof-net dipartenza. Pi�u pre
isamente, se � �e una proof-net di dimensione s eprofondit�a d, l'appli
azione della strategia standard a � 
ondurr�a allasua forma (almeno) lazy-
ut-free in un numero di passi limitato dapd(s), dove pd �e un polinomio il 
ui grado dipende da d.Iniziamo dunque 
on il primo punto del \programma". Partiamo dalleseguenti de�nizioni:De�nizione 9.15 (Assioma spe
iale) Un nodo ax di una proof-net �e det-to spe
iale se:{ le sue due 
on
lusioni sono eti
hettate 
on formule del tipo ?A?, !A{ la 
on
lusione eti
hettata 
on ?A? �e premessa di un nodo 
ut, la 
uialtra premessa non �e 
on
lusione di un assioma{ la 
on
lusione eti
hettata 
on !A �e premessa di un nodo qualsiasi,fuor
h�e un nodo 
utIl nodo 
ut la 
ui premessa �e 
on
lusione di un assioma spe
iale sar�a an-
h'esso detto \
ut spe
iale".De�nizione 9.16 (Proof-net 
ontrattiva) Una proof-net � di LLL �e det-ta i-
ontrattiva se a profondit�a i essa gli uni
i nodi 
ut 
he essa 
ontienesono polinomiali, shifting, 
ommutativi additivi (an
he estesi) o spe
iali.In sostanza, una proof-net i-
ontrattiva �e una proof-net 
he non 
ontiene
ut lineari al livello i, fatta e

ezione per i 
ut spe
iali. Una 
onseguenza



9.3. PTIME-CORRETTEZZA 181diretta della de�nizione del passo standard a profondit�a i �e 
he, dopo l'e-se
uzione della prima fase (quella in 
ui si eliminano tutti i tagli lineari),
i si ritrova senz'altro 
on una proof-net i-
ontrattiva. La fase su

essiva �equella di eliminare i tagli polinomiali, 
io�e quelli 
he 
oinvolgono 
ontrazio-ni. Dimostreremo ora 
he l'eliminazione di questi tagli pu�o 
reare solo altritagli polinomiali o tagli spe
iali:Proposizione 9.4 Sia � una proof-net di LLL, e sia � [
℄�! �0, 
on [
℄eseguito a profondit�a i. Allora, se � �e i-
ontrattiva, an
he �0 lo �e.Dimostrazione. Supponiamo 
he a profondit�a i in � 
i siano n+1 nodi 
ut,dei quali 
 �e quello ridotto dallo step polinomiale e 
1; : : : ; 
n sono tutti glialtri. Per ipotesi, sappiamo 
he 
 �e un taglio 
he 
oinvolge una 
ontrazione,mentre i vari 
i sono tagli o su altre 
ontrazioni, o su porte ausiliare, o su
ontrazioni additive, oppure an
ora su assiomi spe
iali. Ri
ordando 
he gliuni
i nodi 
ut senza antenati sono quelli 
reati da uno step [P =
℄, e 
hein una proof-net 
ontrattiva 
ome � tali step sono gi�a stati tutti eseguiti, �esuÆ
iente dimostrare quanto segue:(a) se 
0 �e un residuo di 
 in �0, questo non �e un 
ut lineare oppure, se lo�e, si tratta di un 
ut spe
iale;(b) se 
0i �e un residuo di 
i in �0, questo non �e un 
ut lineare oppure, se lo�e, si tratta di un 
ut spe
iale.Per quanto riguarda (a), sappiamo 
he se la 
ontrazione ridotta era k-aria,
 avr�a k residui, 
ias
uno dei quali taglier�a un nodo ! e un nodo la 
ui
on
lusione �e eti
hettata 
on una formula del tipo ?A. Tale nodo �e ne
es-sariamente uno tra i seguenti 6 tipi di nodi: ax, ?D, ?C, ?W, pax e 
oad.Il 
aso ?D �e es
luso per la 
ondizione di strati�
azione a s
endere; i 
asi?C e ?W sono es
lusi per
h�e lo step [
℄ si 
onsidera appli
ato sulla versionenouvelle syntaxe di �, nella quale dunque 
i sarebbe stata una 
on�gurazio-ne eliminabile dagli step di 
onversione [

℄ o [w
℄; dei restanti 3 
asi, nel
aso pax abbiamo un taglio shifting (o 
ommutativo additivo esteso, se nelpax-tree 
i sono s
atole additive), mentre nel 
aso 
oad abbiamo un taglio
ommutativo additivo, 
he non sono dunque tagli lineari; nell'ultimo 
aso,quello del nodo ax, abbiamo s�� in taglio lineare, ma esso �e spe
iale: l'assioma
oinvolto ha infatti una 
on
lusione why not premessa di un 
ut, e l'altra
on
lusione (ne
essariamente di tipo of 
ourse) non pu�o essere tagliata 
onnulla, altrimenti 
i sarebbe stato in � un taglio lineare, 
ontro l'ipotesi 
heessa sia i-
ontrattiva (ri
ordiamo 
he l'assioma ha \pre
edenza" su tutti glialtri nodi, nel senso 
he un 
ut 
he 
oinvolge un assioma �e per de�nizione ditipo ax, dunque lineare, indipendentemente da quale sia l'altro nodo 
oin-volto).
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i di � ha un uni
o residuo 
0i in�0, poi
h�e lo step [
℄ non pu�o dupli
are nulla alla profondit�a a 
ui vieneappli
ato (e

etto le porte ausiliare e prin
ipali dei box 
oinvolti nello step).Il generi
o residuo 
0i, essendo un 
ut, ha solo premesse, e dunque pu�o aver
ambiato il suo \status" solo se �e 
ambiata una delle premesse rispetto al-l'antenato 
i. Nel 
orso dello step [
℄, l'uni
o nodo 
he subis
e modi�
hein tal senso �e l'eventuale nodo la 
ui premessa �e 
on
lusione della portaausiliaria della s
atola 
oinvolta nella dupli
azione. In tal 
aso infatti, 
onla k-upli
azione delle s
atole, le k porte ausiliarie vengono 
ontratte, e la
on
lusione di questa nuova 
ontrazione k-aria diventa la premessa del nodo
he prima era legato all'uni
a pax esistente. Supponiamo 
he tale nodo siaproprio uno dei vari 
i. 
i non pu�o essere un taglio su un assioma, altrimen-ti tale assioma non sarebbe spe
iale, 
ontraddi
endo l'ipotesi 
he � fosse
ontrattiva. 
i �e dunque shifting, mentre 
0i �e un taglio su una 
ontrazione;siamo 
os�� passati da un taglio shifting ad uno polinomiale, senza per�o 
rearenuovi tagli lineari. �La proposizione appena dimostrata garantis
e 
he le tre \fasi" del passostandard sono ben de�nite. Passiamo dunque all'analisi della 
omplessit�a ditale strategia di 
ut-elimination.9.3.2 Le foreste 
ontrattiveIn questo paragrafo introdurremo una parti
olare struttura, 
he 
hiameremoforesta 
ontrattiva, in grado di 
atturare le dinami
he indotte in una proof-net i-
ontrattiva dall'ese
uzione di step polinomiali. Questi ultimi, 
oinvol-gendo le 
ontrazioni, sono gli uni
i a 
ontribuire in modo signi�
ativo al-l'aumento della dimensione di una proof-net nel 
orso della 
ut-elimination;des
rivere la dinami
a di tali aumenti signi�
a dunque des
rivere l'interadinami
a del pro
esso di 
ut-elimination.Nel resto della dis
ussione lavoreremo 
on le seguenti 
onvenzioni:{ Si far�a prati
amente sempre riferimento alla versione nouvelle synta-xe di una proof-net i-
ontrattiva, ottenuta dopo l'appli
azione del-la \prima fase" del passo standard a profondit�a i; si eviter�a dun-que di spe
i�
are nuovamente tutto 
i�o ovunque non sia strettamentene
essario.{ Se non espli
itamente 
hiarito, la proof-net in questione non sar�ane
essariamente una proof-net di LLL ma sar�a, pi�u in generale, diLLx.Forniamo anzitutto una de�nizione preliminare:



9.3. PTIME-CORRETTEZZA 183De�nizione 9.17 (Cammino diretto) Sia � una proof-net. Un 
ammi-no diretto di � �e de�nito induttivamente nel seguente modo:� un 
ammino orientato (seguendo l'orientamento degli ar
hi stabilitoper le proof-net) tra due nodi n1 ed n2 di � (s
ritto in breve n1; : : : ; n2)�e un 
ammino diretto di �, il 
ui orientamento pu�o essere indi�eren-temente da n1 a n2 o vi
eversa (in altre parole, i 
ammini diretti nonsono orientati); i nodi n1 ed n2 sono detti estremi del 
ammino diretto� siano m; : : : ; a e a; : : : ; n due 
ammini diretti di � aventi un estre-mo in 
omune, e sia tale estremo un nodo ax o 
ut; allora m; : : : ; n(o, indi�erentemente, n; : : : ;m), ottenuto \
ongiungendo" tali 
ammi-ni, �e un 
ammino diretto di �; gli estremi di tale 
ammino sarannonaturalmente m ed n� nient'altro �e un 
ammino direttoIn sostanza, i 
ammini diretti sono 
ammini non orientati 
he 
onsentonodi passare da un nodo di una proof-net ad un altro \passando attraverso"assiomi e 
ut.Introdu
iamo ora la nozione fondamentale di ordine fra !-box :De�nizione 9.18 Siano B1 e B2 due !-box di una proof-net �, entrambi aprofondit�a i (
io�e le 
ui porte si trovano a profondit�a i). Diremo 
he B1pre
ede immediatamente B2, e s
riveremoB1 C1 B2se e solo se esiste un 
ammino diretto 
he ha per estremi la porta prin
ipaledi B1 e una delle porte ausiliarie di B2, e tale 
he tutti gli altri nodi del
ammino sono 
ut o ?C. In �gura 9.3.2 sono riportate le due situazionipossibili in 
ui B1 C1 B2.Sia E la 
hiusura ri
essiva e transitiva di C1. Se B1 E B2, diremo 
he B1pre
ede B2; se �e an
he B1 6= B2, allora s
riveremoB1 C B2e diremo 
he B1 pre
ede strettamente B2.E' opportuno sottolineare 
he, se B C1 B0, allora B e B0 sono due !-box allastessa profondit�a e, se tale profondit�a �e maggiore di zero, esse sono 
ontenutenella stessa s
atola (
he non �e ne
essariamente un !-box).Proposizione 9.5 Se � �e una proof-net di LLx, la relazione E �e una rela-zione d'ordine parziale sull'insieme dei !-box a profondit�a i di �.
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Figura 9.2: Le due situazioni in 
ui B1C1B2. I 
ammini diretti tra porta prin
ipalee porta ausiliaria sono rappresentati dagli ar
hi tratteggiati. Naturalmente, la
ontrazione in generale pu�o essere n-aria e, inoltre, se non siamo in LLL, possonoesser
i pi�u pax in B2, e la 
ontrazione pu�o 
ontrarre le pax di una stessa s
atola.Dimostrazione. Che la relazione sia parziale �e 
hiaro dalla de�nizione:possono senz'altro esistere due s
atole tra le quali �e impossibile 
ostruire un
ammino diretto.Ri
essivit�a e transitivit�a di E sono veri�
ate per de�nizione; resta da di-mostrare l'antisimmetria della relazione. Supponiamo dunque per assurdol'esistenza di due s
atole B0, B00 
he 
ontraddi
ano l'asimmetria, 
io�e tali 
heB00 C B0 C B00Mostreremo ora 
he tale relazione indu
e un 
i
lo in uno dei gra� di 
or-rettezza4 di �. Infatti, per de�nizione di E, esistono j + k !-box (j; k � 1)B01; : : : ;B0j e B001 ; : : : ;B00k tali 
heB00 C1 B01 C1 : : :C1 B0j C1 B0 C1 B001 C1 : : :C1 B00k C1 B00Esiste dunque uno swit
hing delle 
ontrazioni a profondit�a i in grado di ge-nerare un grafo di 
orrettezza in 
ui, per de�nizione di C1, possiamo trovareun 
ammino \tra s
atole" (
io�e un 
ammino in 
ui se si entra da una portaausiliaria di un !-box si pu�o us
ire immediatamente dopo dalla sua portaprin
ipale | o vi
eversa, dato 
he i gra� di 
orrettezza non sono orientati)tale 
he dal ! di B0 si pu�o arrivare ad una pax di B00, e dal nodo ! di tales
atola si pu�o tornare ad una pax di B0. Poi
h�e uno dei gra� di 
orrettezza
onterrebbe 
os�� un 
i
lo, grazie al 
riterio AC si pu�o 
on
ludere 
he � nonsarebbe una proof-net5, e dunque questa situazione non pu�o mai presentarsi.4I gra� di 
orrettezza per le proof-net nel 
aso generale non sono stati introdotti, masi possono de�nire (in modo non proprio banale) 
ome estensione di quelli delle proof-netdiMLL; si veda [25℄.5L'a
i
ili
it�a sempli
e vale infatti an
he per le proof-net nel 
aso generale. In realt�a,grazie all'introduzione dei 
osiddetti jump ([11℄, [25℄), si pu�o estendere ACC alle proof-netdi LL.



9.3. PTIME-CORRETTEZZA 185�Essendo una relazione d'ordine parziale, E indu
e un grafo orientato sul-l'insieme dei !-box del livello i di �, i 
ui nodi sono appunto le s
atole stesse,e i 
ui ar
hi rappresentano l'esistenza di una relazione C1 tra due s
ato-le. Tale grafo pu�o, a priori, presentare pi�u di una 
omponente 
onnessa;la dis
onnessione si ha nonappena il livello i di � sia 
omposto da pi�u diuna s
atola, ma pu�o an
he veri�
arsi nel 
aso in 
ui, pur essendo il livellotutto \
on
entrato" in una sola s
atola, all'interno di essa 
i sia un box non
onfrontabile 
on nessun altro.Andremo ora a 
aratterizzare in modo un po' pi�u pre
iso le propriet�a strut-turali del grafo indotto da E. Anzitutto, la seguente proposizione garantis
e
he in 
ias
una 
omponente 
onnessa esiste sempre almeno un \nodo pozzo",
he �e un elemento minimale dell'ordine:Proposizione 9.6 (Elementi minimali) Sia � una proof-net. Allora� Esiste (almeno) un !-box M0 a profondit�a 0 tale 
he, per ogni altro!-box B0 a profondit�a 0, B0 EM se e solo se B0 =M0.� Per ogni s
atola esponenziale B (di qualsiasi tipo) a profondit�a i (0 �i < �(�) � 1), se B 
ontiene !-box, allora esiste (almeno) un !-box M
ontenuto in B e di profondit�a i + 1 tale 
he, per ogni altro !-box B0
ontenuto in B e di profondit�a i+ 1, B0 EM se e solo se B0 =M0.Dimostrazione. Sia l'insieme dei !-box a profondit�a 0 
he l'insieme dei!-box 
ontenuti in una s
atola esponenziale e posizionati alla stessa profon-dit�a sono sottoinsiemi parzialmente ordinati rispetto a E. Poi
h�e 
ias
unodi questi sottoinsiemi �e �nito (essendo �nito l'insieme di tutti i !-box di �),l'esistenza di elementi minimali �e garantita. �Osserviamo 
he un !-box senza porte ausiliarie �e sempre un elemento mi-nimale; si veri�
a poi 
he, dato un !-box B, possono esser
i diversi B0 \im-mediatamente maggiori di B", 
io�e tali 
he BC1B0. Inoltre, l'argomento uti-lizzato per la proposizione appena dimostrata garantis
e an
he l'esistenza dielementi massimali, e dunque di \nodi sorgente" per 
ias
una 
omponente
onnessa del grafo.Mentre la proposizione 9.6 ha validit�a generale, quella 
he segue �e spe
i�
adi LLL, ed �e in e�etti l'elemento 
ru
iale della PTIME-
orrettezza:Proposizione 9.7 Sia � una proof-net di LLL, e B un suo !-box. Allora,esiste al pi�u un !-box B0 tale 
he B0 C1 B.Dimostrazione. Supponiamo 
he esistano due s
atole B0 ed B00, diverse traloro, tali 
he B0C1B e B00C1B. Per de�nizione di C1, deve allora esistere un
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ammino diretto 
ontenente solo 
ut e 
ontrazioni sia tra il ! di B0 e una paxdi B 
he tra il ! di B00 e una pax di B. Ma, per ipotesi, � �e una proof-net diLLL, e dunque B non pu�o 
he avere una sola pax; poi
h�e i 
ammini direttiin questione diramano solo nella direzione \dal ! alla pax", non �e possibile
he una sola pax sia 
ollegata tramite un 
ammino diretto a due porte prin-
ipali diverse. Di 
onseguenza, abbiamo ne
essariamente B0 = B00. �Grazie a quanto appena dimostrato, a partire da un qualsiasi !-box B esi-ste, nel grafo indotto da E, un uni
o 
ammino 
he da lui porta ad un nodopozzo. Vale dunque banalmente la seguente propriet�a:Proposizione 9.8 (Minimi) Sia � una proof-net di LLL, e B un !-box di� a profondit�a i. Allora, a tale profondit�a esiste un uni
o !-boxMB tale 
heMB �e il minimo dell'insieme dei box B0 E B.Limitando
i a overlineLLL, in base alle proposizioni viste �n qui possiamo
on
ludere quanto segue. Sappiamo 
he il grafo indotto da E �e 
ostituitoda un 
erto numero di 
omponenti 
onnesse; all'interno di tali 
omponenti
onnesse, esistono pozzi e sorgenti (prop. 9.6), e i nodi hanno un numeroqualsiasi di ar
hi entranti ma al pi�u un ar
o us
ente (prop. 9.7). Di 
on-seguenza, le sorgenti possono essere pi�u d'una, ma, per ogni 
omponente
onnessa, il pozzo �e uni
o (prop. 9.8).Quello 
he abbiamo appena des
ritto �e un albero, in 
ui le foglie sono inodi sorgente e la radi
e �e il nodo pozzo; dato un !-box minimale M, �edunque ben de�nito l'albero Tree(M) diM rispetto a E. Naturalmente inELL tutto 
i�o non �e a�atto vero; essendo ammissibili pi�u porte ausiliarieper un singolo !-box, il grafo indotto da E resta in generale tale, e le sue
omponenti 
onnesse non possono essere ridotte ad alberi.Siamo allora pronti a dare la prima versione della de�nizione di foresta
ontrattiva:De�nizione 9.19 (Foresta 
ontrattiva sempli
e) Sia � una proof-neti-
ontrattiva di LLL. La foresta 
ontrattiva sempli
e a profondit�a i di �,
he denoteremo 
on SCFi(�) (o, ove sia 
hiara la profondit�a di 
ui si parla,sempli
emente SCF(�)), �e de�nita nel modo seguente. SianoM1; : : : ;Mn i!-box minimali (rispetto a E) del livello i di �; alloraSCFi(�) = n[j=1Tree(Mj)De�nizione 9.20 Se � �e una foresta 
ontrattiva sempli
e, denoteremo 
on℄(�) quella 
hiameremo la sua dimensione (o size), 
orrispondente al nu-mero di nodi di �.
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he 
ompongono la foresta 
ontrattiva sempli-
e del livello i di una proof-net � di LLL sono tutti disgiunti.Dimostrazione. L'asserto �e un 
orollario della proposizione 9.8: infatti,se due alberi Tree(M0) e Tree(M00) di due diversi box minimaliM0 e M00avessero un nodo in 
omune (e

etto ovviamente la radi
e), esisterebbe unbox B tale 
heM0 E B eM00 E B, 
ontraddi
endo la proposizione 9.8. �La foresta 
ontrattiva sempli
e di una proof-net di LLL �e dunque e�et-tivamente una foresta, nel senso 
he �e 
omposta da alberi disgiunti. Questa�e la di�erenza 
ru
iale rispetto a ELL; in quest'ultima anzitutto, non sipu�o parlare dell'\albero" di un box minimale, ma piuttosto di un grafo;inoltre, tali gra� possono a priori interse
arsi, per
h�e non esiste un elemen-to minimale univo
o per ogni s
atola. L'estensione del 
on
etto di foresta
ontrattiva a ELL 
omporta dunque, ne
essariamente, l'abbandono delleforeste in favore di strutture pi�u 
omplesse quali i gra�6.In realt�a, noi non saremo interessati proprio alle foreste 
ontrattive sem-pli
i, ma piuttosto ad al
une loro varianti. Comin
iamo anzitutto 
on ilde�nire una parti
olare 
ategoria di !-box:De�nizione 9.21 (S
atola 
ontrattiva) Un !-box di una proof-net � diLLL �e detto 
ontrattivo se la 
on
lusione della sua porta prin
ipale �e pre-messa di un 
ut la 
ui altra premessa �e la 
on
lusione di una 
ontrazione.Osserviamo 
he, poi
h�e stiamo assumendo di lavorare in nouvelle syntaxe,la 
ontrazione 
ontro 
ui �e tagliata una s
atola 
ontrattiva non pu�o avere
ome premesse altre 
ontrazioni; ad ogni s
atola 
ontrattiva pu�o dunqueunivo
amente essere asso
iata l'arit�a della \sua 
ontrazione".Considerando ora la relazione E, �e ben de�nito (grazie all'a
i
li
it�a delleproof-net) il 
on
etto di s
atola 
ontrattiva massimale: questa �e sempli-
emente una s
atola 
ontrattiva C per la quale non esiste al
una s
atola
ontrattiva C0 tale 
he C C C0.Possiamo allora introdurre le foreste di nostro interesse:De�nizione 9.22 (Sotto-foresta 
ontrattiva massimale) Sia � una proof-net di LLL, e sia SCFi(�) la sua foresta 
ontrattiva sempli
e a profondit�a i.La sotto-foresta 
ontrattiva massimale (o, pi�u sempli
emente, sotto-forestamassimale) a profondit�a i di �, 
he denoteremo 
on MCFi(�), �e SCFi(�)\potata" ai box 
ontrattivi massimali; vale a dire, il nodo n di SCFi(�) 
or-rispondente al generi
o !-box B di � sar�a in MCFi(�) se e solo se esiste un6Questo �e forse l'uni
o punto in 
ui ELL �e \meno sempli
e" di LLL. . .
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ontrattivo C tale 
he B E C (se B �e 
ontrattivo, C e B possono dun-que 
oin
idere). E' 
hiaro 
he, se un albero di SCFi(�) non 
ontiene al
unnodo 
orrispondente ad una s
atola 
ontrattiva, questo sar�a 
ompletamente
an
ellato.La dimensione di una sotto-foresta massimale resta naturalmente de�nita inmodo identi
o a quello delle foreste 
ontrattive sempli
i, ereditando an
hela stessa notazione.Oltre alle sotto-foreste massimali, 
i serviremo an
he di un'altra variantedelle foreste 
ontrattive sempli
i, la quale �e de�nita 
ome segue:De�nizione 9.23 (Foresta 
ontrattiva pesata) Sia � una proof-net diLLL. La foresta 
ontrattiva pesata (o, pi�u sempli
emente, foresta 
ontrat-tiva) a profondit�a i di �, denotata 
on CFi(�) (o CF(�) qualora non 
i siaambiguit�a), 
orrisponde a SCFi(�) ai 
ui nodi n �e per�o assegnato un pesof(n), nel modo seguente:� se n �e un nodo fa
ente parte an
he di MCFi(�), e la s
atola C 
heesso rappresenta �e 
ontrattiva, allora f(n) = k, dove k �e l'arit�a della
ontrazione 
on 
ui C �e tagliata� se n �e un nodo fa
ente parte an
he di MCFi(�), ma la s
atola 
he essorappresenta non �e 
ontrattiva, allora f(n) = 1� se n �e un nodo 
he non fa parte an
he MCFi(�), allora f(n) = 0Un nodo n tale 
he f(n) > 0 sar�a detto vivo; se esso veri�
a an
he f(n) >1, allora n sar�a detto 
ontrattivo. Al 
ontrario, un nodo di peso nullo sar�adetto morto.An
he per le foreste 
ontrattive rimane ovviamente de�nita la dimensione,esattamente 
ome per le foreste 
ontrattive sempli
i e le sotto-foreste mas-simali.E' importante segnalare il fatto 
he, in un qualsiasi albero di una foresta
ontrattiva, i prede
essori di un nodo vivo sono tutti ne
essariamente vivi;detto altrimenti, se da un nodo vivo si per
orre il 
ammino 
he da esso portaalla radi
e, non si possono mai in
ontrare nodi morti. La spiegazione di 
i�osegue banalmente dalla de�nizione di foresta 
ontrattiva: i nodi vivi sonoesattamente i nodi della sotto-foresta massimale; di 
onseguenza, partendodalle foglie della foresta 
ontrattiva e andando verso la radi
e, prima o poisi entrer�a in tale sotto-foresta e si in
ontreranno solo nodi vivi.Le foreste 
ontrattive e le sotto-foreste massimali saranno la base della di-mostrazione della PTIME-
orrettezza di LLL; le prime serviranno a de-s
rivere la 
omplessit�a spaziale del pro
esso di 
ut-elimination, le se
onde
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h�e sia possibile ri
avare informazioni sulla dinami
a dell'eliminazio-ne del taglio nelle proof-net a partire dalle foreste 
ontrattive, �e ne
essariode�nire una qual
he forma di dinami
a an
he per esse. In altre parole, in-trodurremo un sistema di ris
rittura 
he render�a le foreste 
ontrattive \iso-morfe" alle proof-net sotto la 
ut-elimination.Dobbiamo a questo punto ri
ordare 
he le foreste 
ontrattive (e dunque leforeste minimali) sono de�nite per proof-net 
ontrattive, vale a dire proof-net in 
ui, ad un 
erto livello, non 
i sono pi�u tagli lineari da ridurre (e

ettoquelli \inno
ui" su assiomi spe
iali). Quello a 
ui siamo interessati �e alloral'eliminazione dei tagli sulle 
ontrazioni; le foreste 
ontrattive saranno quin-di dotate di una dinami
a per mezzo della quale si possa rappresentare, inmodo estremamente sinteti
o, 
i�o 
he avviene 
on l'ese
uzione di uno step [
℄.Dimenti
hiamo
i per un momento di LLL e delle sue proof-net e poniamo
iin un ambito pi�u generale. Consideriamo una foresta 
omposta da alberi\radi
ati", ovvero alberi in 
ui 
i sia un nodo spe
iale 
he identi�
hiamo
ome sua radi
e. Nelle rappresentazioni gra�
he, la radi
e in questione sar�asempre il nodo \pi�u in basso" di tutti. I nodi degli alberi 
he stiamo 
onside-rando saranno eti
hettati 
on un numero intero non negativo, 
he 
hiamiamopeso del nodo. Per i nodi utilizzeremo, in dipendenza dal loro peso, la stessaterminologia introdotta per i nodi delle foreste 
ontrattive (
i riferiamo allede�nizioni di nodo morto, vivo e 
ontrattivo).Se k �e un intero strettamente maggiore di 1, de�niamo la seguente regola diris
rittura:
w( )n1

[dup]
k

m

nn1 k-j

k-j

m+k-1

nn1

w(nk-j )

k-j

0 0
j

k-j

k-j
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hettato 
on il suo peso; la regola [dup℄ �e dunquede�nita solo per i nodi 
ontrattivi7. Le linee tratteggiate indi
ano nodi ear
hi 
he potrebbero esser
i o meno, e w �e una funzione 
os�� de�nita:w(n) = 1� Æ(n)dove Æ �e l'\impulso di Krone
ker"8.Con la regola [dup℄ si vuole in sostanza simulare 
i�o 
he avviene nelle proof-net durante l'ese
uzione di uno step [
℄. Infatti, se vediamo i nodi 
omes
atole, e se vediamo il peso di un nodo 
ontrattivo 
ome l'arit�a della 
on-trazione 
ontro 
ui �e tagliato, vediamo subito 
ome [dup℄ non fa

ia altro 
he
reare un numero di 
opie del nodo su 
ui opera in numero proprio pari alsuo peso, spostando quest'ultimo sull'eventuale nodo genitore, proprio 
omeuna 
ontrazione \si sposta" dopo l'ese
uzione di [
℄ andando eventualmentea 
ollassare su una 
ontrazione preesistente.In base alla presenza o assenza degli elementi indi
ati 
on linee tratteggiate,�e possibile istanziare la regola [dup℄ in quattro 
asi base:
w( )n1

[dup]
k

m

nn1 k-j

k-j

m+k-1

nn1

w(nk-j )

k-j

0 0
j

k-j

k-j

k

m

[dup]

m+k-1

k
0 0

7In realt�a la regola in questione potrebbe essere de�nita an
he per k = 1, e dunqueestesa in generale a tutti i nodi vivi; tuttavia, l'appli
azione della regola ad un nodo dipeso unitario trasformerebbe un albero in s�e stesso, e non �e quindi signi�
ativa dal puntodi vista dinami
o. Vedremo pi�u avanti 
he, inoltre, [dup℄ ha un'interpretazione in ambitodi proof-net solamente quando essa �e appli
ata a nodi 
ontrattivi.8Æ(0) = 1, mentre per n non nullo Æ(n) = 0
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[dup] k

0 0k

w( )n1

[dup]
k

nn1 k-j

k-j
nn1

w(nk-j )

k-j

0 0
j

k-j

k-jDiamo ora la seguente de�nizione:De�nizione 9.24 Una foresta 
ontrattiva �e detta irridu
ibile se ad essanon pu�o essere appli
ata al
una istanza della regola [dup℄, 
io�e se essa non
ontiene nodi 
ontrattivi.Mostreremo ora 
he [dup℄ �e in realt�a la versione \sinteti
a" dello step [
℄ delleproof-net all'interno delle foreste 
ontrattive. Per far 
i�o, sar�a suÆ
ientedimostrare il seguente enun
iato:Proposizione 9.10 Se � �e una proof-net i-
ontrattiva di LLL, allora � [
℄�!�0 se e solo se CFi(�) [dup℄�! CFi(�0), dove lo step [
℄ �e appli
ato ad un 
uttra un !-box e una 
ontrazione a profondit�a i, e [dup℄ �e appli
ato al nodo
orrispondente alla s
atola 
ontrattiva 
oinvolta in [
℄.Dimostrazione. Dimostriamo il primo verso dell'impli
azione: sia � [
℄�! �0e CF(�) [dup℄�! �; dobbiamo 
on
ludere 
he � = CF(�0).Il taglio ridotto da [
℄ 
oinvolge un !-box B e una 
ontrazione di arit�a, sup-poniamo, k. Di 
onseguenza, in �0 saranno presenti, al livello i, k 
opie di Btagliate 
ias
una 
on una premessa della 
ontrazione, e tali s
atole vedran-no la loro eventuale porta ausiliaria 
ontratta 
on una 
ontrazione an
oradi arit�a k. Abbiamo due possibilit�a: B era minimale in � oppure non lo era.Nel primo 
aso, le 
opie di B sono an
ora minimali; per la proposizione 9.8esse 
ostituis
ono dunque le radi
i di k alberi, e 
ias
una radi
e ha al pi�u undis
endente diretto 
he (in CF(�) era uno dei dis
endenti di B. La foresta
ontrattiva di �0 in questo 
aso pu�o dunque essere des
ritta 
ome segue:tutti gli alberi tranne uno sono identi
i alla foresta di �; al posto dell'albero
he non 
'�e pi�u 
e ne sono altri k, e le radi
i di questi nuovi alberi sarannovive solo se era vivo il 
orrispondente �glio della radi
e del ve

hio albero.L'ese
uzione di [dup℄ alla radi
e di tale albero in CF(�) produ
e una forestaidenti
a a quella des
ritta, dunque � = CF(�0).
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aso in 
ui B non sia minimale. An
he qui abbiamodue possibilit�a: la pax di B �e direttamente tagliata 
on la porta prin
ipaledel prede
essore di B, oppure essa �e premessa di una 
ontrazione j-aria. Nelprimo 
aso, la 
ontrazione 
he ha 
ome premesse le pax delle k 
opie di Bin �0 �e premessa di un 
ut 
ontro il prede
essore di B; tale prede
essore, 
hein � non era un box 
ontrattivo, lo �e ora diventato in �0, e la sua arit�a �eesattamente k. Nel se
ondo 
aso, il prede
essore di B era gi�a 
ontrattivo,di arit�a j; in �0, tale box �e an
ora 
ontrattivo, ma (
on la 
onversione innouvelle syntaxe), l'arit�a della sua 
ontrazione �e aumentata, per
h�e ora 
isono k box a rimpiazzarne uno solo. Di 
onseguenza, l'arit�a del prede
essoredi B sar�a j + k � 1. In entrambi i 
asi, le 
opie di B in �0 daranno luogo anodi vivi se erano vivi i nodi dei rispettivi su

essori di B in �, 
on i quali
ias
una 
opia �e ora tagliata. L'ese
uzione di [dup℄ sul nodo 
orrispondentea B produ
e esattamente l'e�etto desiderato: l'arit�a del prede
essore delnodo 
orrispondente a B aumenta di k� 1 (dunque, se questa era 1, diventak), e i nodi generati dalla ris
rittura sono vivi solo se lo sono i loro direttidis
endenti. An
he qui, abbiamo allora � = CF(�0).Dimostriamo ora l'altro verso dell'impli
azione: sia CF(�) [dup℄�! �; dobbiamo
on
ludere 
he esiste una proof-net �0 tale 
he � [
℄�! �0 e CF(�0) = �. La
ostruzione di una tale proof-net �e molto sempli
e. Sia k il peso del nodo diCF(�) a 
ui �e appli
ato [dup℄; per de�nizione, il box B di � 
orrispondentea tale nodo �e senz'altro 
ontrattivo (k � 2). Rimpiazziamo dunque B 
onk sue 
opie, le 
ui pax (se presenti) sono 
ontratte per mezzo di una 
on-trazione m + k � 1 aria (dove m �e l'arit�a dell'eventuale 
ontrazione di 
uila pax di B era premessa, m = 1 se la pax non era premessa di una 
ontra-zione; se B non aveva pax, non servir�a nean
he aggiungere la 
ontrazionein questione), e le 
ui porte prin
ipali sono tagliate 
ias
una 
on una pre-messa della 
ontrazione 
ontro la quale era tagliato B in �. E evidente 
heabbiamo 
ostruito una proof-net �0 tale 
he CF(�0) = �; questa proof-net,per de�nizione di [
℄, �e an
he quella 
he soddisfa � [
℄�! �0. Abbiamo 
os��
on
luso la dimostrazione. �La proposizione 9.10 stabilis
e dunque una sorta di \isomor�smo" tra leproof-net sotto l'appli
azione dello step [
℄ e le foreste 
ontrattive sotto l'ap-pli
azione di [dup℄. In base a tale 
orrispondenza, �e possibile fare delle
onstatazioni sulla dinami
a della 
ut-elimination in una proof-net � a par-tire da 
onsiderazioni sulla dinami
a della ris
rittura di CF(�). Ad esempio,�e 
hiaro 
he, per 
ostruzione, il numero di nodi di CFi(�) �e esattamenteuguale al numero di !-box 
ontenuti nel livello i di �; inoltre, vale senz'altrola seguente propriet�a:Proposizione 9.11 Sia � una proof-net i-
ontrattiva di LLL. � non am-
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azioni dello step [
℄ a profondit�a i se e solo se CFi(�) �e irridu-
ibile.Dimostrazione. Conseguenza immediata della 
orrispondenza indotta dal-la proposizione 9.10. �Dimostriamo ora il seguente lemma:Lemma 9.2 Sia � una proof-net i-
ontrattiva di LLL. Se CFi(�) 
ontienenodi vivi, allora essa 
ontiene an
he almeno un nodo 
ontrattivo.Dimostrazione. Se CF(�) 
ontiene nodi vivi, signi�
a 
he MCF(�) �e nonvuota; ma, per de�nizione di sotto-foresta massimale, esiste almeno una s
a-tola 
ontrattiva massimale. �In base al lemma 9.2 si pu�o dimostrare il seguente asserto riguardante leforme irridu
ibili delle foreste 
ontrattive:Proposizione 9.12 Una foresta 
ontrattiva �e irridu
ibile se e solo se essa
ontiene solo nodi morti.Dimostrazione. Per de�nizione, una foresta �e irridu
ibile se e solo se essanon 
ontiene nodi 
ontrattivi; ma, per 
ontrapposizione, il lemma 9.2 ga-rantis
e 
he se non 
i sono nodi 
ontrattivi, allora non 
i sono nean
he nodivivi in assoluto, e dunque la foresta �e 
omposta da soli nodi morti. �Se una foresta 
ontrattiva 
ontiene solo nodi morti, diremo 
he tale fore-sta �e morta. Possiamo allora riformulare la proposizione 9.11 nel seguentemodo, 
he enun
eremo 
ome lemma:Lemma 9.3 Sia � una proof-net i-
ontrattiva di LLL. � non ammetteappli
azioni dello step [
℄ a profondit�a i se e solo se CFi(�) �e morta.Il lemma 9.3 �e fondamentale ai �ni dell'analisi della 
ut-elimination di LLL:esso asseris
e 
he la fase del passo a profondit�a i della strategia standard in
ui si opera sulle 
ontrazioni 
orrisponde esattamente all'u

isione di tuttii nodi della foresta 
ontrattiva iniziale. La dimensione della foresta 
on-trattiva morta indi
a dunque il numero di s
atole presenti nella proof-net altermine della \fase 
ontrattiva" della strategia standard; fornire un bounda tale dimensione signi�
a dunque limitare la size della proof-net risultante.Inoltre, il numero di appli
azioni di regole [dup℄ ne
essarie ad \u

idere"tutti i nodi della foresta 
ontrattiva �e esattamente uguale al numero di stepelementari di 
ut elimination (a meno di quelli sugli assiomi spe
iali) ne-
essari a terminare la fase 
ontrattiva del passo standard, il quale porta aduna proof-net 
he 
ontiene solo tagli shifting. A partire da un bound sutale numero si pu�o dunque fornire un bound temporale al pro
esso di 
ut-elimination.
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opo �e pi�u utile sfruttare le sotto-foreste 
ontrattive massi-mali; per queste ultime �e possibile de�nire un sistema di ris
rittura 
ompostodalle seguenti due regole, 
he sono la versione \non pesata" di [dup℄:
[prune]

[split]

k k

k

In sostanza, [prune℄ 
onsente di \potare" un albero, eliminando da esso unafoglia (ovviamente assieme all'ar
o 
he la 
ollega al nodo genitore); se la fo-glia in questione �e an
he radi
e dell'albero, l'appli
azione di [prune℄ fornis
el'albero vuoto. [split℄ inve
e agis
e sulle rami�
azioni degli alberi, fa
endo-le \s
endere" verso la radi
e. Quando la rami�
azione �e proprio la radi
e,[split℄ divide l'albero a 
ui viene appli
ata in k alberi, dove k �e il numero didis
endenti della radi
e stessa.Osserviamo 
he la sotto-foresta massimale di una proof-net �e perfettamenteri
avabile dalla sua foresta 
ontrattiva: essa �e sempli
emente la sotto-foresta
omprendente i soli nodi vivi, dei quali viene 
ompletamente ignorato il pe-so. In quest'otti
a, �e 
hiaro 
ome [prune℄ e [split℄ non siano altro 
he duespe
ializzazioni di [dup℄ adattate alle sotto-foreste massimali; [prune℄ 
orri-sponde all'appli
azione di [dup℄ ad un nodo rappresentante un box 
ontratti-vo massimale, mentre [split℄ 
orrisponde all'appli
azione di [dup℄ ad un nodo
ontrattivo non massimale.In base a tale osservazione, possiamo trasferire tutti i risultati trovati perle foreste 
ontrattive alle sotto-foreste massimali. In parti
olare, vale senzabisogno di dimostrarla espli
itamente la seguente proposizione:Proposizione 9.13 Se � �e una proof-net i-
ontrattiva di LLL, allora � [
℄�! �0se e solo se MCFi(�) s�! MCFi(�0), dove lo step [
℄ �e appli
ato ad un 
uttra un !-box e una 
ontrazione a profondit�a i, e s, appli
ato al nodo 
orri-spondente alla s
atola 
ontrattiva 
oinvolta in [
℄, �e uguale a [prune℄ se tales
atola �e massimale, altrimenti �e uguale a [split℄.
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orrispondenza diretta 
on il lemma 9.3 abbiamo il seguente lemmafondamentale:Lemma 9.4 Sia � una proof-net i-
ontrattiva di LLL. � non ammetteappli
azioni dello step [
℄ a profondit�a i se e solo se MCFi(�) �e vuota.La dinami
a temporale della 
ut-elimination (limitata alle 
ontrazioni) allivello i di una proof-net di LLL si pu�o dunque vedere 
ome un pro
esso 
heridu
e la sotto-foresta 
ontrattiva massimale della proof-net ad una forestavuota; il numero di appli
azioni di [prune℄ e [split℄ ne
essarie a \disbos
are"la foresta �e esattamente uguale al numero di step [
℄ ne
essari a terminare(sempre a meno dell'eliminazione dei tagli spe
iali) la \fase 
ontrattiva" delpasso standard a profondit�a i.9.3.3 La dinami
a delle foreste 
ontrattiveIn questa sezione 
ondurremo un analisi dettagliata della 
omplessit�a delsistema di ris
rittura de�nito per le foreste 
ontrattive. Anzitutto, diamo leseguenti de�nizioni preliminari:De�nizione 9.25 Sia n un nodo di una sotto-foresta massimale �. Indi-
heremo 
on d(n) la profondit�a in � di n, de�nita nel modo usuale: d(n)�e pari al numero di nodi 
he 
ompongono il 
ammino da n alla radi
e �,in
lusi n e la radi
e stessa.La profondit�a di �, 
he denoteremo 
on �(�), �e il massimo tra le profondit�adei suoi nodi.De�nizione 9.26 Sia � una sotto-foresta massimale. Denoteremo 
on℄j(�) il numero di nodi di � la 
ui profondit�a �e j. La dimensione (o si-ze) di � �e inve
e il numero di nodi 
he 
ompongono �, e sar�a dunque lasomma delle ℄j (
he sono dunque dette an
he dimensioni parziali):℄(�) = �(�)Xj=1 ℄j(�)De�nizione 9.27 Sia � una sotto-foresta massimale. Un nodo b di � 
heha pi�u di un dis
endente sar�a detto rami�
azione.Denoteremo 
on Brj(�) l'insieme dei nodi rami�
azione di � la 
ui profon-dit�a �e j. L'insieme delle rami�
azioni di � sar�a l'unione dei Brj:Br(�) = �(�)[j=1 Brj(�)



196 CAPITOLO 9. UNA NUOVA CARATTERIZZAZIONE DI PDe�nizione 9.28 (Ampiezza di una sotto-foresta massimale) Sia �una sotto-foresta massimale. L'ampiezza di �, 
he denotiamo 
on �(�), �ede�nita 
ome la somma delle profondit�a dei nodi rami�
azione di �, ovvero�(�) = Xb2Br(�) d(b) = �(�)Xj=1 j � jBrj(�)jdove j � j denota la 
ardinalit�a di un insieme.Una 
onseguenza immediata della de�nizione 9.28 �e 
he l'ampiezza di unasotto-foresta massimale �e nulla se e solo se questa non 
ontiene rami�
azioni.E' opportuno iniziare 
on al
une osservazioni, 
he seguono immediatamentedalla de�nizione delle regole di ris
rittura. Nel seguito, sia � una sotto-foresta massimale, e �0 la sotto-foresta da essa ottenuta mediante uno deidue step di riduzione:(a) Lo step [prune℄ fa sempre diminuire la size di � di esattamente un'u-nit�a.(b) Lo step [prune℄ pu�o far diminuire l'ampiezza di � o, altrimenti, la pu�ofar restare uguale. Il primo 
aso si ha quando la foglia \potata" �edis
endente di una rami�
azione binaria, 
he 
hiamiamo b; tale nodoin �0 non �e pi�u una rami�
azione, e dunque l'ampiezza diminuis
eesattamente di d(b). Vi
eversa, quando la foglia potata non dis
endeda una rami�
azione, l'ampiezza resta ovviamente invariata.(
) Lo step [split℄ fa sempre aumentare la size di �. Infatti, dopo l'appli-
azione di [split℄ ad una rami�
azione avente k dis
endenti, si ha℄(�0) = ℄(�) + k � 1Poi
h�e 2 � k � ℄(�)�1 (una rami�
azione ha almeno due dis
endenti,mentre la maggiorazione si ha nel 
aso in 
ui la foresta sia 
ostituita daun solo albero, di 
ui la rami�
azione in questione �e la radi
e, e tutti glialtri nodi sono suoi dis
endenti), si ha ℄(�) + 1 � ℄(�0) � 2(℄(�)� 1).Per quanto riguarda il 
omportamento dell'ampiezza sotto l'ese
uzione di[split℄, abbiamo la seguente propriet�a:Proposizione 9.14 Se � e �0 sono due sotto-foreste massimali tali 
he� [split℄�! �0, allora �(�0) < �(�).Dimostrazione. Sia b la rami�
azione a 
ui viene appli
ato lo step [split℄.Abbiamo tre 
asi possibili: il genitore di b �e a sua volta una rami�
azione, ilgenitore di b non �e una rami�
azione, oppure b non ha genitori ed �e dunque
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e di un albero.Nel primo 
aso, le 
opie di b vengono fatte dis
endere direttamente dallarami�
azione genitore, la quale sempli
emente aumenta il suo numero didis
endenti. Le 
opie di b non sono tuttavia rami�
azioni; abbiamo allora
he Br(�0) = Br(�) n fbg, e dunque l'ampiezza �e diminuita esattamente did(b).Nel se
ondo 
aso, b si \trasferis
e" sul nodo genitore, 
he diventa una rami-�
azione; il numero totale delle rami�
azioni resta dunque uguale, ma unadi esse �e ora s
esa di profondit�a, e l'ampiezza diminuir�a di 
onseguenza di1.Nel terzo ed ultimo 
aso, poi
h�e b era radi
e di un albero, d(b) = 1 in�; tuttavia, in �0, b non 
'�e pi�u, e quindi an
he in questa situazione l'am-piezza �e diminuita di 1. �L'ampiezza dunque de
res
e sempre sotto l'appli
azione degli step [split℄;poi
h�e una volta arrivati all'ampiezza nulla, non esistono pi�u rami�
azioni,essa �e senz'altro un upper bound al numero di [split℄ 
he possono essere ese-guiti, gia

h�e [prune℄ non la pu�o far aumentare. Allo stesso modo, la sizedetermina il numero massimo di step [prune℄ 
onse
utivi da poter e�ettua-re. In e�etti, per ottenere la foresta vuota, lo step [split℄ �e ridondante, e lastrategia 
he non ne fa uso si rivela essere ottimale:Proposizione 9.15 Sia � una sotto-foresta massimale. La strategia otti-male per la riduzione di � alla foresta vuota esegue esattamente ℄(�) step[prune℄, senza eseguire al
uno step [split℄, e termina in un numero di passilineare nella dimensione della foresta.Dimostrazione. E' 
hiaro 
he, tra i due step possibili, l'uni
o 
he servedavvero ad ottenere la foresta vuota �e [prune℄, gia

h�e esso �e il solo a potereliminare i nodi. Poi
h�e ogni appli
azione di [prune℄ ne elimina esattamenteuno, e poi
h�e non esistono situazioni in 
ui uno step di questo tipo non possaessere appli
ato (ogni albero di � ha ne
essariamente almeno una foglia, siapure 
oin
idente 
on la radi
e), �e 
hiaro 
he dopo esattamente ℄(�) appli
a-zioni di [prune℄ si arriva alla foresta vuota.L'ottimalit�a della strategia deriva dall'osservazione (
): l'ese
uzione di unostep [split℄ fa aumentare almeno di 1 la dimensione della foresta a 
ui vieneappli
ato; poi
h�e tale nodo aggiuntivo dovr�a essere eliminato da uno step[prune℄, si dovr�a eseguire almeno uno step in pi�u rispetto alla strategia 
henon usa mai [split℄. �
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hiara 
orrispondenza in ambi-to di proof-net: per avere un'ese
uzione ottima della \fase 
ontrattiva" delpasso standard si devono sempre eliminare i tagli sulle s
atole 
ontrattivemassimali.Abbiamo 
os�� individuato il modo ottimale di ridurre una foresta; tutta-via, il nostro intento �e quello di arrivare a de�nire un bound polinomialeper la strategia standard nel 
aso pi�u generale possibile. Mostreremo allorauna strategia 
he non utilizza mai step [prune℄, se non alla �ne, e dimostre-remo 
he questa �e la peggiore di tutte. Anzitutto, veri�
hiamo la seguentepropriet�a:Lemma 9.5 (Con
uenza di [split℄) Sia � una sotto-foresta massimale.Dopo l'appli
azione di al massimo �(�) step [split℄, senza 
he sia appli
atoal
uno step [prune℄, la foresta si ridu
e ad un insieme di alberi �liformi, unoper ogni foglia di �, 
ias
uno di profondit�a pari alla profondit�a della fogliada 
ui proviene.Dimostrazione. Che �(�) sia un upper bound al numero di step [split℄ dapoter appli
are �e garantito dalla proposizione 9.14.Dimostriamo anzitutto la 
on
uenza. Sia dunque � una foresta in 
ui esisto-no almeno due rami�
azioni r1 e r2, ed �e dunque possibile appli
are due step[split℄. L'uni
o 
aso interessante �e quando le due rami�
azione in questionesono \una sopra l'altra", 
io�e la rami�
azione r1 dis
ende direttamente dallarami�
azione r2 (in tal 
aso, r1 �e \sopra" r2); infatti, in tutti gli altri 
asii due step sono del tutto indipendenti, e si ha 
hiaramente 
on
uenza forte(
io�e si pu�o arrivare ad una stessa foresta appli
ando esattamente un passoad entrambe le 
on�gurazioni generate dai sue step).Supponiamo allora di essere in un 
aso simile; se [split℄ �e appli
ato prima adr1, tale rami�
azione \s
ender�a" su r2, la quale avr�a un numero di dis
en-denti pari ai suoi pi�u quelli di r1; al 
ontrario, se s
egliamo di appli
are [split℄a r2, sar�a lei a s
endere (o, eventualmente, a \sparire", nel 
aso in 
ui essasia una radi
e), las
iando dietro di s�e un 
erto numero di sue 
opie, nessunadi esse rami�
azione, una delle quali sar�a avr�a 
ome dis
endente r1. I duealberi sono 
hiaramente di�erenti; tuttavia, se nel primo 
aso ridu
iamo r2,e nel se
ondo 
aso ridu
iamo r1 pi�u la rami�
azione 
he viene 
reata dallasua riduzione, otteniamo lo stesso identi
o albero. Si ha dunque 
on
uenzain uno step in un 
aso, in due step nell'altro.Abbiamo 
os�� dimostrato la 
on
uenza lo
ale dell'appli
azione degli step[split℄. Poi
h�e per�o, sempre per la gi�a menzionata proposizione 9.14, nonpossono esistere sequenze in�nite di appli
azioni di tale step (abbiamo 
io�e
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on
uenza lo
ale possiamo dedur-re automati
amente la 
on
uenza.Passiamo al resto dell'enun
iato. Per quanto riguarda il fatto 
he le forestesiano �liformi, questa �e un'ovvia propriet�a 
he tutte le forme normali rispet-to a [split℄ devono avere; se una foresta non �e �liforme, 
ontiene 
ertamenteuna rami�
azione, e dunque ad essa pu�o an
ora essere appli
ato [split℄. Laprofondit�a dei \�li" si dedu
e dal fatto 
he la profondit�a delle foglie di unasotto-foresta massimale �e invariante sotto l'appli
azione di [split℄. La veri�
adi 
i�o �e banale, e segue direttamente dall'osservazione della rappresentazionegra�
a dello step.�Il lemma 9.5 dimostra la 
on
uenza delle trasformazioni indotte dall'ap-pli
azione di soli step [split℄: indipendentemente dall'ordine 
on il quale siridu
ono le rami�
azioni, alla �ne si ottiene sempre una foresta 
omposta daalberi �liformi. Riguardo alla dimensione di tale foresta si pu�o dimostrareil seguente lemma:Lemma 9.6 Sia � una sotto-foresta massimale, tale 
he ℄(�) = s. Lasotto-foresta massimale 	 ottenuta una volta eseguiti tutti gli step [split℄possibili (senza aver eseguito al
uno step [prune℄) �e tale 
he ℄(	) = O(s2).Dimostrazione. In base al lemma 9.5, sappiamo 
he 	 �e 
omposta daalberi �liformi in numero pari alle foglie di �, profondi quanto la profondit�adelle stesse foglie in �. Se denotiamo 
on Le(�) l'insieme delle foglie di unasotto-foresta massimale, abbiamo 
he la dimensione di 	 sar�a data da℄(	) = Xl2Le(�) d(l) � Xl2Le(�) �(�) = �(�) � jLe(�)j � s2
he fornis
e il bound dell'ipotesi. L'ultima maggiorazione �e giusti�
ata dalfatto 
he sia la profondit�a 
he il numero di foglie di una foresta sono minorio uguali alla dimensione della foresta stessa. �Componendo i lemmi 9.5 e 9.6, sappiamo quindi 
he l'ese
uzione, in qualsia-si ordine, di tutti i possibili step [split℄ (senza eseguire al
uno step [prune℄)porta ad un'uni
a sotto-foresta massimale, la 
ui dimensione �e quadrati
anella dimensione della foresta di partenza. Tra tutte le possibili sequenze diriduzione delle rami�
azioni, ne esiste almeno una 
he, in termini di numerodi step eseguiti, �e la peggiore di tutte:9�E 
omunque banale mostrare 
he la normalizzazione forte vale per l'intero sistemadi ris
rittura, 
onsiderando 
io�e an
he [prune℄: data una sotto-foresta massimale 	, ba-sta 
onsiderare il fatto 
he, rispetto al solito ordine lessi
ogra�
o, la 
oppia h�(	); ℄(	)i\de
res
e" sempre sotto l'appli
azione di qualsiasi passo.
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he,ad ogni passo, ridu
e sempre la rami�
azione a profondit�a minima (
io�equella \pi�u vi
ina" alla radi
e), elimina tutte le rami�
azioni in esattamente�(�) step, ed �e dunque la peggiore di tutte.Dimostrazione. Poi
h�e l'ampiezza de
res
e di almeno un'unit�a ad ogni ap-pli
azione di [split℄, trovare una strategia 
he utilizza esattamente �(�) stepsigni�
a senza dubbio aver trovato la peggiore. Dobbiamo dunque veri�
are
he la strategia des
ritta impieghi e�ettivamente un tempo pari all'ampiezzadella sotto-foresta iniziale.Siano �0 e �00 due sotto-foreste 
ontrattive tali 
he �0 [split℄�! �00. L'uni
o
aso in 
ui �(�00) < �(�0)� 1 �e quello in 
ui la rami�
azione b su 
ui opera[split℄ dis
enda da un'altra rami�
azione g; in questo 
aso infatti, g \assor-be" le rami�
azioni di b, la quale si dupli
a in un 
erto numero di nodi 
henon sono a loro volta rami�
azioni. Nel 
omplesso, l'insieme delle rami�
a-zioni di �00 ha dunque perso un elemento rispetto a Br(�0), e l'ampiezza sar�adunque diminuita esattamente di d(b), la quale pu�o essere in generale benmaggiore di 1. Se, al 
ontrario, b non dis
ende da un'altra rami�
azione,il genitore di b, 
he non era una rami�
azione in �0, lo diventer�a in �00, eBr(�00) avr�a lo stesso numero di elementi di Br(�0), ma uno di essi vedr�ala sua profondit�a s
endere di esattamente un'unit�a; altrettanto far�a alloral'ampiezza. An
he nel 
aso in 
ui b sia la radi
e di un albero, Br(�00) avr�aun elemento in meno rispetto a Br(�0), ma tale elemento, essendo la radi
edi un albero, 
ontribuiva all'ampiezza 
on una profondit�a unitaria, e dunquesar�a an
ora �(�00) = �(�0)� 1.Ora, se operiamo nel modo des
ritto nell'ipotesi, la rami�
azione su 
uioperano i nostri [split℄, essendo supposta di profondit�a minima, non pu�oavere altre rami�
azioni da 
ui dis
endere; di 
onseguenza, ogni volta l'am-piezza de
res
e esattamente di un'unit�a, e la foresta \�liforme" non potr�a
he essere raggiunta in esattamente �(�) step. �Dalla dimostrazione appena vista dedu
iamo 
he, in realt�a, la strategiades
ritta nella proposizione 9.16 non �e l'uni
a \pessima"; in realt�a, bastas
egliere ogni volta di eseguire [split℄ su una rami�
azione 
he non sia dis
en-dente di un'altra rami�
azione, indipendentemente dalla sua profondit�a. Intal modo, si �e si
uri di non far mai s
endere l'ampiezza di pi�u di un'unit�a, el'eliminazione delle rami�
azioni 
ontinua ad essere ottenuta in esattamente�(�) step, dove 
hiaramente � �e la sotto-foresta massimale di partenza.Possiamo allora dimostrare il seguente lemma:Lemma 9.7 Se � �e una sotto-foresta 
ontrattiva massimale, esiste una se-quenza di appli
azione degli step [prune℄ e [split℄ per mezzo della quale di



9.3. PTIME-CORRETTEZZA 201ottiene la foresta vuota in O(�(�) + (℄(�))2) passi, e tale sequenza �e, intermini di numero di step appli
ati, la peggiore possibile.Dimostrazione. La dimostrazione �e una sempli
e 
omposizione delle pro-posizioni e dei lemmi dimostrati in pre
edenza. Basta infatti s
egliere unaqualsiasi sequenza di riduzioni \[split℄-only" suggerita dalla proposizione 9.16per ottenere la sotto-foresta massimale \�liforme" (
he �e uni
a in base allemma 9.5) in esattamente �(�) passi. La size di tale sotto-foresta �e, 
ome
i garantis
e il lemma 9.6, dell'ordine di (℄(�))2; ma, per la proposizione9.15, l'appli
azione degli step [prune℄ (
he sono i soli a poter essere appli-
ati a questo punto) porta alla foresta vuota in un numero di passi lineare
on la dimensione della foresta da 
ui si parte. In totale, si hanno dunqueO(�(�) + (sharp(�))2) passi, 
ome voluto nella tesi. �La riduzione di una sotto-foresta 
ontrattiva massimale alla foresta vuota,
he 
orrisponde all'eliminazione di tutti i tagli polinomiali da una proof-net i-
ontrattiva, si pu�o dunque eseguire alla peggio in un numero di passilineare nell'ampiezza della sotto-foresta e quadrati
o nella sua dimensione.Mentre quest'ultima grandezza �e direttamente rapportabile ad un parametrostrutturale ben pre
iso delle proof-net (
he abbiamo 
hiamato sempre dimen-sione), l'ampiezza non �e immediatamente ri
ondu
ibile ad al
una propriet�adelle proof-net. Il seguente lemma o�re una soluzione al problema:Lemma 9.8 Sia � una sotto-foresta 
ontrattiva massimale, tale 
he ℄(�) =s e �(�) = a. Allora, a < s2.Dimostrazione. La dimostrazione si ottiene mediante una serie di sempli
imaggiorazioni: a = �(�)Xj=1 j � Brj(�) � �(�)Xj=1 j � ℄j(�) << �(�) �(�)Xj=1 ℄j(�) = �(�) � s � s2L'ultima maggiorazione tiene 
onto del fatto 
he, al massimo, �(�) = ℄(�)(�e il 
aso di una foresta 
omposta da un solo albero �liforme). �Bound temporalePossiamo ora enun
iare il risultato �nale sulla 
omplessit�a della riduzionedelle sotto-foreste 
ontrattive massimali:Teorema 9.5 Se � �e una sotto-foresta massimale, tale 
he ℄(�) = s, lariduzione alla foresta vuota impiega O(s2) passi.



202 CAPITOLO 9. UNA NUOVA CARATTERIZZAZIONE DI PDimostrazione. Sia �(�) = a. In base al lemma 9.7, abbiamo 
he la ri-duzione alla foresta vuota si ottiene, mediante una strategia \pessima", inO(a+ s2) passi. Per il lemma 9.8, possiamo 
on
ludere 
he l'ese
uzione nonpu�o impiegare pi�u di O(2s2) passi, da 
ui la tesi. �La riduzione di una sotto-foresta �e dunque polinomiale (quadrati
a, perl'esattezza) nella sua dimensione. Questa �e un'ottima notizia, visto 
he, insostanza, la dimensione di una foresta 
ontrattiva �e proporzionale alla di-mensione del livello della proof-net a 
ui si appli
ano i passi polinomiali.Prima di arrivare al bound temporale, dimostriamo il seguente lemma:Lemma 9.9 Sia � una proof-net i-
ontrattiva di LLL, risultante dall'ap-pli
azione della prima fase del passo standard a profondit�a i, e tale 
he℄i(�) = si. Allora, durante tutta la se
onda fase del passo standard, la som-ma delle arit�a delle 
ontrazioni a profondit�a i resta sempre minore o ugualea si.Dimostrazione. Durante la se
onda fase non vengono 
he eseguiti step [
℄e step [ax℄ spe
iali. Questi ultimi non sono 
hiaramente in grado di modi�-
are l'arit�a di al
una 
ontrazione. Per quanto riguarda i primi, osserviamo
he dopo l'ese
uzione di uno qualunque di essi una 
ontrazione ha sempli-
emente \
ambiato posto", ma non ha modi�
ato la propria arit�a. Dopo lo\spostamento", potrebbero veri�
arsi due situazioni:(a) La 
on
lusione della nuova 
ontrazione �e premessa di un'altra 
ontra-zione; in tal 
aso, la 
onversione a nouvelle syntaxe e�ettuata dallostep su

essivo \
ollasser�a" le due 
ontrazioni in una, di arit�a pari allasomma delle due meno uno: abbiamo dunque diminuito di un'unit�a lasomma delle arit�a di tutte le 
ontrazioni a profondit�a i.(b) La 
on
lusione della nuova 
ontrazione non �e premessa di un'altra
ontrazione; in tal 
aso, non si appli
a al
una 
onversione, e sia ilnumero 
he la somma delle arit�a delle 
ontrazioni a profondit�a i restanoinvariati.Poi
h�e ogni step eseguito nella se
onda fase, alla peggio, preserva la sommadelle arit�a delle 
ontrazioni, e poi
h�e questa �e senz'altro limitata dalla di-mensione iniziale del livello i, otteniamo la tesi. �Enun
iamo ora (e dimostriamo) il risultato �nale di questo paragrafo:Teorema 9.6 (Bound temporale) Sia � una proof-net di LLL, e sia℄i(�) = si. Allora, l'appli
azione del passo standard a profondit�a i eliminatutti i tagli a tale profondit�a (e

etto quelli 
ontrattivi additivi e 
ontrattiviadditivi estesi) in O(sis2i+1) step elementari di riduzione. Nel 
aso in 
uii = �(�), si e�ettuano sempli
emente O(si) step.



9.3. PTIME-CORRETTEZZA 203Dimostrazione. Il passo standard 
omin
ia 
on l'eliminare tutti i taglilineari; sotto l'ese
uzione di questo tipo di tagli, la dimensione del livelloa 
ui vengono eseguiti de
res
e sempre, e dunque si 
ostituis
e un upperbound al numero di step impiegati per 
on
ludere la prima fase del passo(sostanzialmente la situazione �e identi
a a quella di MALLq, vedi [10℄).Nella se
onda fase, 
i troviamo 
on una proof-net �0 i-
ontrattiva, per laquale, grazie al lemma 9.4, sappiamo di poter 
ontare il numero di pas-si ne
essari all'eliminazione di tutti i tagli polinomiali 
ontando il numerodi passi ne
essari a \disbos
are" MCFi(�0). Il teorema 9.5 
i di
e 
he, se℄(MCFi(�0)) = �, tale operazione ri
hiede al massimo O(�2) passi. Ora, ladimensione della sotto-foresta 
ontrattiva massimale del livello i di �0 �e alpi�u pari al numero di !-box 
ontenuti in tale livello di �0. Poi
h�e un !-boxdeve 
ontenere almeno un nodo, possiamo senza dubbio s
rivere � � si+1,dunque l'eliminazione dei tagli polinomiali ri
hiede al pi�u s2i+1 step. Inoltre,nel 
orso della se
onda fase del passo standard vengono eliminati an
he i
osiddetti \tagli spe
iali" 
he si possono 
reare dalla riduzione dei tagli sulle
ontrazioni. Ogni ese
uzione di [
℄ pu�o al massimo 
reare un numero di ta-gli spe
iali pari all'arit�a della 
ontrazione ridotta; ora, poi
h�e l'arit�a di una
ontrazione di profondit�a i �e senz'altro limitata da si (lemma 9.9), il numerodi tagli spe
iali 
he si possono 
reare (e ridurre) durante la se
onda fase �esenz'altro inferiore a si � s2i+1. C'�e poi da tener 
onto dell'aumento di di-mensione al livello i indotto dall'eliminazione dei tagli polinomiali. Durantel'ese
uzione di un taglio di questo tipo, in 
ui la 
ontrazione attivata �e, adesempio, di arit�a k, si ha 
he il livello i vede aumentare la sua dimensionedi 3(k � 1) nodi. Essendo sempre, per il lemma 9.9, k � si, ed essendo almassimo s2i+1 il numero di step polinomiali eseguiti, la dimensione aumen-ter�a al massimo di 3(si � 1)s2i+1.Con la �ne della se
onda fase, in base alla proposizione 9.4, si ottiene dunqueuna proof-net �00 in 
ui rimangono solo tagli 
ontrattivi additivi, 
ontrattiviadditivi estesi e tagli shifting. Questi ultimi non possono essere pi�u di quantisiano i nodi al livello i di �00; abbiamo visto 
he la size a profondit�a i di �00�e inferiore a 3(si� 1)s2i+1+ si, e dunque baster�a eseguire al massimo un talenumero di step shifting per 
ompletare il passo standard.Mettendo insieme il tutto, abbiamo:{ si step lineari{ s2i+1 step polinomiali e sis2i+1 step \spe
iali"{ 3(si � 1)s2i+1 + si step shiftingLa somma del tutto �e 
hiaramente dominata dal monomio 4sis2i+1, e dunquela 
omplessit�a temporale del passo standard �e O(sis2i+1).
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hiaro 
he tutti questi dis
orsi si appli
ano solo se i < �(�). Nel 
a-so in 
ui il passo standard operi a profondit�a massima, non possono 
heesser
i tagli lineari, e dunque la 
omplessit�a diventa O(si). �Bound spazialeCi o

uperemo ora in sostanza di ripetere il dis
orso fatto per le sotto-forestemassimali 
on le foreste 
ontrattive, in base alle quali troveremo un boundall'aumento della size dei livelli superiori della proof-net a 
ui viene appli
atoil passo standard. Dimostriamo allora direttamente il seguente teorema:Teorema 9.7 (Bound spaziale) Sia � una proof-net di LLL, e sia ℄i(�) = si,
on 0 � i � ℄(�). Allora, dopo l'appli
azione del passo standard a profon-dit�a i (i < �(�)) si hanno i seguenti bound per le dimensioni parziali dellaproof-net risultante (
he 
hiamiamo �0):℄j(�0)8<: = sj j < j< 3(si � 1)s2i+1 + si j = i< 3(si � 1)s4i+1sj + sis2i+1sj j > iDimostrazione. Il passo standard a profondit�a i non to

a in al
un modoi livelli strettamente inferiori a i, e dunque �e 
hiaro 
he rester�a ℄j(�0) = sjper j < i.Alla profondit�a a 
ui opera il passo standard, abbiamo gi�a dimostrato nelteorema 9.6 
he la dimensione resta sempre inferiore a 3(si � 1)s2i+1 + si;rimane dunque da veri�
are quanto su

ede alle profondit�a maggiori.Grazie al lemma 9.3, sappiamo 
he, se �00 �e la proof-net i-
ontrattiva ri-sultante dall'appli
azione della prima fase del passo standard, la se
ondafase terminer�a quando tutti i nodi di CFi(�00) saranno stati \u

isi" da step[dup℄. Poi
h�e i nodi della foresta 
ontrattiva del livello i di una proof-net
orrispondono esattamente al numero di !-box presenti a profondit�a i di ta-le proof-net, baster�a 
al
olare la dimensione della foresta morta al terminedella se
onda fase per 
onos
ere il numero di s
atole presenti dopo l'atti-vazione di tutte le 
ontrazioni. Cias
uno step [dup℄ produ
e, dopo la suaese
uzione, al massimo k nodi morti, dove k �e l'arit�a della s
atola 
ontratti-va asso
iata al nodo 
ui �e appli
ato lo step. Supponendo di aver maggioratoin qual
he modo tale arit�a, la dimensione della foresta morta �e fa
ilmente
al
olabile: sappiamo 
he nel momento in 
ui la foresta 
ontrattiva muore
ompletamente, la sotto-foresta massimale 
orrispondente �e divenuta vuota;poi
h�e ogni passo [dup℄ eseguito sulla foresta 
ontrattiva 
orrisponde ad unpasso [prune℄ o [split℄ appli
ato alla 
orrispondente sotto-foresta massimale,e poi
h�e tale foresta si svuota in un numero di passi al pi�u quadrati
o nella
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he la dimensione �nale della fore-sta 
ontrattiva morta �e al massimo k moltipli
ato per il quadrato della suadimensione iniziale, 
he maggiora il numero di !-box presenti in �00 a profon-dit�a i. In 
onsiderazione del fatto 
he ogni box deve 
ontenere almeno unnodo, il numero di !-box a profondit�a i (e dunque la dimensione iniziale dellaforesta) �e maggiorato da si+1; di 
onseguenza, il numero di s
atole presen-ti in �0 (gia

h�e la terza fase non 
rea n�e elimina s
atole) �e limitato da k�s2i+1.Resta da stabilire quanto grande possa essere k. Sappiamo 
he nel 
orsodell'intero passo standard a profondit�a i la dimensione di tale livello restasempre inferiore a 3(si � 1)s2i+1 + si; poi
h�e una 
ontrazione non pu�o 
on-trarre pi�u nodi di quanti 
e ne siano alla profondit�a 
ui appartiene, in ognidato istante k �e sempre limitato dal numero sopra.Ora, 
ias
una s
atola a profondit�a j > i 
ontiene O(sj) nodi; infatti il
ontenuto delle s
atole o non �e stato a�atto modi�
ato, oppure �e stato mo-di�
ato in modo tras
urabile, in parti
olare dalla 
omparsa di al
uni 
uta profondit�a i + 1 introdotti dagli step shifting. Le s
atole 
he sono stateinteressate dalle dupli
azioni dei passi polinomiali, 
he erano inizialmente almassimo si+1, ora sono divenute al pi�u ks2i+1; nel 
aso peggiore, quello 
io�ein 
ui tutte le s
atole a profondit�a maggiori di i + 1 siano nidi�
ate all'in-terno delle s
atole dupli
ate, la size del livello j > i �e diventata ks2i+1sj. Da
i�o, segue la tesi. �9.3.4 La 
omplessit�a della strategia standardRi
apitoliamo i risultati ottenuti nei paragra� pre
edenti. Sia � una proof-net di LLL, tale 
he ℄i(�) = si, la quale si ridu
e per mezzo di un passostandard a profondit�a i nella proof-net �0:� L'ese
uzione del passo standard ri
hiede O(sis2i+1) step elementari diriduzione; se i = �(�), allora gli step ri
hiesti sono sempli
ementeO(si).� Le dimensioni parziali a profondit�a strettamente minore di i in �0restano inalterate: ℄j(�0) = sj per j < i.� A profondit�a i, si ha ℄i(�0) = O(sis2i+1).� A profondit�a maggiore di i, si ha ℄j(�0) = O(sis4i+1sj), j > i.In 
onsiderazione di questi risultati, dimostriamo un pi

olo lemma 
he 
itorner�a pare

hio utile per i 
al
oli 
he 
i a

ingiamo a fare:Lemma 9.10 Sia � una proof-net di LLL, tale 
he �(�) = d e, per 0 �i � d, ℄i(�) = si, e sia �1; : : : ; �d una su

essione di proof-net tale 
he� � �1 � : : :� �d
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ia � rappresenta l'appli
azione di un passo standard a pro-fondit�a via via superiore (a � il passo �e appli
ato a profondit�a 0, mentre,in generale, a �j il passo �e appli
ato a profondit�a j | in sostanza, stiamonormalizzando � mediante la strategia standard). Allora, si avr�a℄i(�i) = O(s6i�10 s5i i�1Yk=1 s25�6i�k�1k )℄i+1(�i) = O(s6i�10 s4i si+1 i�1Yk=1 s25�6i�k�1k )dove, 
onvenzionalmente, una produttoria 
he va da 1 a 0 vale 1.Dimostrazione. Sia �0 = �; poniamo�(i; j) = ℄i(�j)Naturalmente, per ipotesi abbiamo �(i; 0) = si. Dal teorema 9.7, abbiamoinve
e 
he, per i � j > 0, la su

essione � deve soddisfare la seguenteequazione alle di�erenze �nite (a meno di 
ostanti e termini di ordine digrandezza tras
urabili):�(i; j) = �(j � 1; j � 1)(�(j; j � 1))4�(i; j � 1)Dimostreremo ora 
he la soluzione di tale equazione �e�(i; j) = s6j�10 s4jsi j�1Yk=1 s25�6j�k�1k j > 0; i � jE�ettueremo la dimostrazione per induzione sull'ordine lessi
ogra�
o delle
oppie (i; j). Poi
h�e j �e strettamente positivo, e poi
h�e i �e maggiore o ugualea j, la 
oppia pi�u pi

ola �e (1; 1). La veri�
a del passo base dell'induzione �edunque la seguente:�(1; 1) = �(0; 0)(�(1; 0))4�(1; 0) = s0s51
he 
orrisponde al valore trovato dalla nostra soluzione.Supponiamo ora 
he la soluzione funzioni per tutte le 
oppie (i; j) stret-tamente lessi
ogra�
amente inferiori a (m;n). Appli
ando l'ipotesi d'indu-zione (indi
ata 
on il simbolo ind= ), otteniamo il seguente risultato:�(m;n) = �(n� 1; n� 1)(�(n; n � 1))4�(m;n� 1) ind=ind= s6n�20 s4n�1sn�1 n�2Yk=1 s25�6n�k�2k � s6n�20 s4n�1sn n�2Yk=1 s25�6n�k�2k !4 �



9.3. PTIME-CORRETTEZZA 207�s6n�20 s4n�1sm n�2Yk=1 s25�6n�k�2k == s6�6n�20 s4nsms25n�1 n�2Yk=1 s25�6�6n�k�2k == s6n�10 s4nsm n�1Yk=1 s25�6n�k�1k
he �e esattamente la nostra soluzione 
al
olata in (m;n). La tesi �e un 
asoparti
olare della soluzione, 
he si ottiene \diagonalizzandola" e \sovradia-gonalizzandola": ℄i(�i) = O(�(i; i)) e ℄i+1(�i) = O(�(i+ 1; i)). �Possiamo a questo punto determinare la 
omplessit�a totale della strategiastandard. Mettendo assieme il teorema 9.6 e il lemma 9.10, otteniamo infattiil risultato annun
iato:Teorema 9.8 (PTIME-
orrettezza di LLL) Sia � una proof-net di LLL,tale 
he ℄(�) = s e �(�) = d. Allora, � �e ridu
ibile in una proof-net �0lazy-
ut-free in O(s7d) passi.Dimostrazione. Sia, per 0 � i � d, ℄i(�) = si. Sappiamo, grazie al teore-ma 9.6, 
he ogni passo standard a profondit�a i impiega un numero di stepelementari di riduzione 
he �e, grossomodo, pari alla dimensione del livelloi moltipli
ata per il quadrato della dimensione del livello i + 1 (e

etto aprofondit�a massima, dove gli step sono lineari nella dimensione). Le dimen-sioni di tali livelli ad ogni dato passo della strategia standard 
i vengonofornite dal lemma 9.10: al primo passo (profondit�a 0), abbiamo per ipotesidimensioni s0 e s1; al generi
o passo 
he opera a profondit�a i � 1, abbiamo
ir
a �(i; i) e �(i + 1; i), dove � �e la funzione de�nita nella dimostrazionedel lemma 9.10. Se 
hiamiamo �(i) il numero di step elementari di riduzioneeseguiti a profondit�a i, abbiamo dunque (modulo la notazione \O grande"):�(i) = 8>>>>><>>>>>: s0s21 i = 0�(i; i)(�(i + 1; i))2 = s3�6i�10 s13i s2i+1Qi�1k=1 s75�6i�k�1k 1 � i � d� 1�(d; d) = s6i�10 s5dQd�1k=1 s25�6d�k�1k i = dSfruttando il fatto 
he le dimensioni parziali sono senz'altro minori o ugualialla dimensione totale, per 1 � i � d � 1 si pu�o fare la seguente maggiora-zione: �(i) = s3�6i�10 s13i s2i+1 i�1Yk=1 s75�6i�k�1k �



208 CAPITOLO 9. UNA NUOVA CARATTERIZZAZIONE DI P� s15+3�6i�1 i�1Yk=1 s75�6i�k�1 == i�1Yk=1 s15+(3+75�6�k)6i�1da 
ui, essendo entrambi i membri della disuguaglianza maggiori di 1,log(�(i)) � log i�1Yk=1 s15+(3+75�6�k)6i�1!= d�1Xk=1 log�s15+(3+75�6�k)6i�1�=  �15 + 126i� (i� 1) + 252 6i d�1Xk=1�16�k! log s == �15(i � 1) + 126i(i� 1) + 252 6i�65 � (1� 6�1)� 1�� log s == �12(i+ 4)6i + 15(i + 2)� log se dunque �(i) � s 12 (i+4)6i+15(i+2) 1 � i � d� 1Mediante un 
al
olo analogo si ottiene, per le profondit�a man
anti, �(0) � s3e �(d) � s(6d�151)6d�2+5(d�2). In generale, dunque, possiamo s
rivere�(i) � s
0i6i+
16i+
2i+
3per qual
he opportuna 
ostante 
0; 
1; 
2; 
3. Abbiamo allora, per ogni i nonnegativo minore di d, �(i) = O(si6i) = O(s7i)A questo punto, 
al
olare la 
omplessit�a della strategia standard �e 
osa sem-pli
e; il numero di step elementari di riduzione totali sar�a infatti la somma diquelli impiegati da 
ias
un passo. Se indi
hiamo 
on � tale numero, abbiamo(sempre tralas
iando le 
ostanti e i termini tras
urabili)� = dXi=0 �(i) � dXi=0 s7i � 7dXi=0 si = s7d+1 � 1s� 1 = O(s7d)
he dimostra la tesi. �Il numero di step elementari di riduzione ne
essari a raggiungere la formanormale di una qualsiasi proof-net di LLL �e dunque polinomiale nella size



9.4. PTIME-COMPLETEZZA 209della proof-net; il grado del polinomio �e un esponenziale 
he dipende dallaprofondit�a massima della stessa proof-net. Come vedremo nella prossimasezione, la profondit�a delle derivazioni di LLL sar�a un parametro �ssato apriori per tutti i termini 
he rappresentano 
ostanti di un 
erto tipo e fun-zioni da un tipo ad un altro tipo. Di 
onseguenza, il fatto 
he il bound siaesponenziale nella profondit�a non 
omporta al
un problema: la vera misuradella dimensione dell'input di una funzione �e la size della proof-net 
he rap-presenta tale input.Inoltre, �e opportuno ri
ordare 
he le maggiorazioni eseguite per trovare ilbound sono estremamente brutali, il 
h�e giusti�
a un polinomio dal gradotanto mostruoso. In realt�a, in LLL �e possibile normalizzare le proof-net intempi molto pi�u ragionevoli. Ad esempio, sappiamo 
he per l'eliminazionedei tagli sulle 
ontrazioni esiste una strategia lineare, la quale pu�o senz'altroaiutare a 
ostruire bound pi�u pi

oli.C'�e da sottolineare in�ne una questione non proprio marginale: il teoremaappena dimostrato in realt�a garantis
e la 
osiddetta poly-step-
orrettezzadel nostro sistema; il bound polinomiale infatti �e stato dato sul numerodi passi elementari di riduzione, 
ome de�niti nella sezione 9.2. Per averel'in
lusione in PTIME, in realt�a dovremmo far vedere 
he la normalizza-zione delle proof-net di LLL �e ottenibile in tempo polinomiale mediantel'ese
uzione della strategia standard su una qual
he rappresentazione delleproof-net stesse all'interno di una ma

hina di Turing deterministi
a. Perfar 
i�o, �e suÆ
iente garantire 
he ogni passo elementare di riduzione �e simu-labile su una ma

hina di Turing in tempo polinomiale. E' 
hiaro dunque
he la questione non �e 
ompli
atissima: intuitivamente, la s
ansione di ungrafo alla ri
er
a di un 
erto nodo (un 
ut ad esempio), qualunque sia larappresentazione s
elta, non pu�o ri
hiedere un tempo pi�u 
he lineare nelnumero di nodi; analogamente, la ris
rittura del grafo (operazione 
he servea simulare l'ese
uzione della regola di eliminazione) non pu�o ri
hiedere untempo pi�u 
he polinomiale. E

o per
h�e, in sostanza, poly-step-
orrettezzae PTIME-
orrettezza possono essere 
onfuse senza troppi problemi.9.4 PTIME-
ompletezzaPassiamo ora a mostrare la 
ompletezza di LLL, vale a dire 
he l'insiemedelle funzioni rappresentabili nel nostro sistema 
ontiene la 
lasse PTIME.Dimostreremo la 
ompletezza di LLL per gradi; dapprima faremo vedere
he in essa si pu�o fornire una rappresentazione dei numeri naturali e delleoperazioni fondamentali su di essi e, in parti
olare, 
he si pu�o rappresentarequalsiasi polinomio in una variabile per mezzo di una derivazione di LLL.



210 CAPITOLO 9. UNA NUOVA CARATTERIZZAZIONE DI PIn seguito introdurremo altri tipi di dati fondamentali, quali i 
aratteri di unalfabeto �nito e le stringhe su di esso. In�ne mostreremo 
ome sia possibi-le, data una ma

hina di Turing deterministi
a e il polinomio 
he ne limitala 
omplessit�a in funzione dell'input, 
ostruire una derivazione di LLL 
hesimuli l'ese
uzione della ma

hina stessa, fornendo in us
ita il risultato del
al
olo. Ci�o 
ompleter�a il lavoro, dimostrando 
he LLL 
orrisponde esatta-mente alla 
lasse delle funzioni PTIME.La de�nizione di LLL e tutti i risultati mostrati �nora sono stati svoltinell'ambito delle proof-net. Nel seguito si utilizzer�a inve
e il 
al
olo deisequenti di LLx (quello di LLL �e infatti identi
o), nella sua versione intui-zionista. La s
elta �e motivata fondamentalmente da due ragioni: la prima�e 
he �e pi�u sempli
e asso
iare alle derivazioni intuizioniste un termine del�-
al
olo tipato, mediante il quale diventa molto pi�u leggibile la funzionerappresentata; la se
onda �e 
he s
rivere proof-net in LATEX 
on gli strumentiattualmente a disposizione �e un lavoro 
he si preferis
e fare il meno possibi-le...Le regole 
he utilizzeremo sono in realt�a un sottoinsieme di tutte le regoledi LLx; in parti
olare, man
ano le regole per le 
ostanti logi
he (di s
arsointeresse 
omputazionale) e quelle per il 
onnettivo additivo �, del qualenon si ha bisogno per dimostrare la 
ompletezza:I Regole dell'identit�aaxA ` A � ` A A;� ` C 
ut�;� ` CI Regole strutturali�; A;B;� ` C X�; B;A;� ` CI Regole logi
he moltipli
ative�; A;B ` C 
L�; A
B ` C � ` A � ` B 
R�;� ` A
B� ` A B;� ` C (L�;�; A( B ` C �; A ` B (R� ` A( BI Regole logi
he additive�; A ` C & L1�; A & B ` C �; B ` C & L2�; A & B ` C � ` A � ` B & R� ` A & B
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he esponenziali�; A ` C ?D�; !A ` C !� ` A !P!� ` !A!�;� ` A x!�; x� ` xA�; !A; !A ` C ?C�; !A ` C � ` C ?W�; !A ` CI Regole logi
he per i quanti�
atori�; A[B=X℄ ` C 8L�;8X:A ` C � ` A[X℄ 8R� ` 8X:A X non libera in �Naturalmente, a 
ias
una derivazione intuizionista 
ostruita 
on queste re-gole pu�o essere asso
iata una proof-net; le 
on
lusioni della proof-net saran-no la formula nella parte destra del sequente e i duali delle formule nellaparte sinistra. Ad esempio, ad una derivazione del sequente A; !B ` C
orrisponder�a una proof-net 
on 
on
lusioni A?, B? e C. Le 
ondizionidi appartenenza a LLL sono tradu
ibili in modo ovvio dalle proof-net al
al
olo dei sequenti; in parti
olare, sar�a immediato veri�
are 
he tutte lederivazioni introdotte nel seguito 
orrispondono a proof-net 
he soddisfanole 
ondizioni della de�nizione 9.5.Non introdurremo espli
itamente la de
orazione del 
al
olo dei sequenti 
hefa 
orrispondere ad ogni derivazione un termine del �-
al
olo tipato, essendoprati
amente la versione lineare di quella presentata in ??. Infatti, appli
an-do la 
osiddetta \traduzione forgetful" alle formule (e dunque ai sequenti) diLLL, le derivazioni 
he presenteremo si possono tradurre senza problemi intermini del Sistema F 
on prodotti. Tale traduzione 
onsiste sempli
ementenel sostituire tutte le impli
azioni lineari ( 
on impli
azioni intuizioniste), le 
ongiunzioni 
 e & 
on sempli
i ^ e nel 
an
ellare 
ompletamentetutti i 
onnettivi esponenziali. Quanti�
atori e variabili restano invariati.Grazie alla \traduzione forgetful" �e sempli
e asso
iare i �-termini alle deri-vazioni; in parti
olare, noi presenteremo le versioni untyped dei termini, inmodo 
he la notazione sia il pi�u leggera possibile.L'uni
a parti
olarit�a dell'assegnazione dei termini alle derivazioni risiedenella presenza della 
ongiunzione moltipli
ativa 
, per la quale viene espli-
itamente introdotto un 
orrispettivo nella sintassi del �-
al
olo. La gestionedei tensori non �e del tutto banale; tuttavia noi 
i rifaremo alla notazione in-trodotta da Asperti e Roversi per ILAL, ampiamente ben formalizzata e
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he variante, prati
amente in tutti i lavori sulla logi
aaÆne. Per i dettagli sulla de�nizione della 
ongiunzione moltipli
ativa nel�-
al
olo, di veda [2℄.Per brevit�a e sempli
it�a di notazione, adotteremo le seguenti 
onvenzioni:� Se F �e una formula, n un intero non negativo, F (n) := F; : : : ; F| {z }n .� Se F �e una formula, n � 2, allora F & n := (: : : (F & F ) & : : : & F| {z }n ).� La formula A ( (B ( C) viene abbreviata 
on A ( B ( C(l'impli
azione �e asso
iativa a destra).� Se � 2 f!; xg, la formula � : : : �| {z }n F sar�a abbreviata 
on �nF .� Una linea di derivazione pi�u spessa indi
a l'appli
azione di pi�u di unaregola del tipo indi
ato; inoltre, la regola di ex
hange �e ovviamentelas
iata impli
ita.9.4.1 Rappresentazione degli interiIl tipo degli interi in notazione unaria, i 
ui oggetti 
orrispondono nel �-
al
olo ai ben noti interi di Chur
h, �e rappresentato in LLL dalla medesimaformula utilizzata in LLL e LAL. PostointF := !(F ( F )( x(F ( F )dove F �e una formula qualsiasi, de�niamo il tipo degli interi 
omeint := 8X:intXPossiamo a questo punto trovare le derivazioni 
he 
orrispondono agli interiin notazione unaria. La seguente, 
he 
hiamiamo !0, rappresenta l'intero 0:axX ` X (R` X ( X x` x(X ( X) ?W!(X ( X) ` x(X ( X) (R` intX 8R` intIl �-termine ad essa 
orrispondente �e �sz:z, 
he �e appunto l'intero di Chur
h�0.



9.4. PTIME-COMPLETEZZA 213Se n �e un intero positivo, la seguente derivazione !n rappresenta inve
eil numero n stesso:
axX ` X axX ` X axX ` X axX ` X (LX;X ( X ` X (LX;X ( X;X ( X ` X���X; (X ( X)(n�1) ` X (LX; (X ( X)(n) ` X (R(X ( X)(n) ` X ( X ?D(!(X ( X))(n) ` X ( X x(!(X ( X))(n) ` x(X ( X) ?C!(X ( X) ` x(X ( X) (R` intX 8R` intIl �-termine 
orrispondente a !n �e �sz:s(: : : sz : : :), 
on n o

orrenze dellavariabile s, 
he �e proprio l'intero di Chur
h �n.Addizione e su

essoreDe�niamo ora l'addizione sugli interi unari, una delle operazioni fondamen-tali per poter arrivare alla rappresentazione di generi
i polinomi in una va-riabile. La seguente derivazione, 
he 
hiamiamo +, prende in input dueinteri ne restituis
e la somma:

ax!(X ( X) ` !(X ( X) ax!(X ( X) ` !(X ( X)
axX ` X axX ` X axX ` X (LX;X ( X ` X (LX;X ( X;X ( X ` X (RX ( X;X ( X ` X ( X xx(X ( X); x(X ( X) ` x(X ( X) (Lx(X ( X); !(X ( X); intX ` x(X ( X) (L!(X ( X); !(X ( X); intX ; intX ` x(X ( X) 8L!(X ( X); !(X ( X); int; int ` x(X ( X) ?C!(X ( X); int; int ` x(X ( X) (Rint; int ` intX 8Rint; int ` intIl �-termine 
orrispondente a + �e �sz:ms(nsz), dove m e n sono le duevariabili libere asso
iate alle due istanze della formula int a sinistra del-la 
on
lusione della derivazione. E' 
hiaro 
he + rappresenta la 
onsueta
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h; se tagliata 
on !1 fornis
e, a se
ondadella formula s
elta per il taglio, una derivazione 
orrispondente al termine�sz:s(nsz) o al termine �sz:ms(sz), 
he sono sempre le due rappresentazionistandard per il su

essore sugli interi di Chur
h.S
hemi di iterazioneIn LLL �e possibile derivare due s
hemi di iterazione, del tutto analoghi aquelli introdotti in [8℄. Il primo, 
he 
hiamiamo It(��; �), prende una de-rivazione �� di tipo C;A ` A (lo \step" dell'iterazione, dove C pu�o an
henon esser
i), una derivazione � di tipo � ` A (la \base" dell'iterazione) efornis
e una derivazione di tipo !C; !�1; x�2; int ` xA (dove �1 [�2 = �)
he �e in grado di prendere un intero in input e di iterare la funzione rap-presentata da �� un numero arbitrario di volte, a partire dalla base �. Laderivazione per lo s
hema It(��; �) �e la seguente:��� ��C;A ` A(RC ` A( A ?D!C ` A( A !P!C ` !(A( A)
��� �� ` A axA ` A (L�; A( A ` A ?D!�1;�2; A( A ` A x!�1; x�2; x(A( A) ` xA (L!C; !�1; x�2; intA ` xA 8L!C; !�1; x�2; int ` xADue osservazioni importanti. Anzitutto, �e 
hiaro 
he, se step[x℄ (x �e la va-riabile libera di tipo A) e base sono i �-termini asso
iati rispettivamente a�� e �, a It(��; �) viene asso
iato il termine n(�x:step)base (dove n �e lavariabile libera di tipo int), 
he altri non �e 
he il solito s
hema di iterazionesugli interi di Chur
h. In se
ondo luogo, �e interessante notare 
he, tuttavia,tale s
hema di iterazione non pu�o essere appli
ato ad un termine step qua-lunque; la derivazione �� infatti deve essere 
at e, per di pi�u, deve avereal massimo un'altra variabile libera, oltre a quella utilizzata dall'iterazionestessa. Questa limitazione alle funzioni iterabili �e presente in tutti i sistemilogi
i a 
omplessit�a limitata, e ha un ruolo fondamentale nel 
ontrollo del-l'espressivit�a di tali sistemi. In parti
olare, sembra 
he in qual
he modo la
atness gio
hi un ruolo simile a quello delle variabili safe nelle 
aratterizza-zioni ri
orsive di PTIME, 
ome quella di Bellantoni e Cook [4℄. Tuttavia,la similitudine �e solo apparente, gia

h�e al momento attuale non si �e an
oratrovato il modo di rappresentare la safe re
ursion nelle logi
he light, e re-
entemente sono an
he emersi dubbi sul fatto 
he una tale rappresentazionepossa essere mai trovata (si vedano in parti
olare le 
onsiderazioni 
on
lu-sive di [24℄).
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ondo s
hema di iterazione prende inve
e due derivazioni � ed ", ditipi rispettivamente !C ` !(A( A) (!C pu�o an
he non esser
i) e �; x(A(A) ` B, e itera la funzione step rappresentata da � all'interno del termi-ne exit rappresentato da ". La derivazione 
he rappresenta lo s
hema, 
he
hiamiamo It0(�; "), �e la seguente:��� �!C ` !(A( A) ��� "x(A( A);� ` B(L!C;�; intA ` B 8L!C;�; int ` BIl fatto 
he l'iterazione avvenga internamente al termine asso
iato a " �e
hiaro se 
onsideriamo il �-termine 
orrispondente a It0(�; "). Sempre 
hia-mando step ed exit i �-termini 
orrispondenti a � ed ", osserviamo 
he exitdeve 
ontenere ne
essariamente una variabile libera di tipo x(A( A), e pu�odunque essere s
ritto 
ome exit[x℄; il �-termine asso
iato al nostro se
ondos
hema di iterazione �e dunque exit[n step=x℄, dove n �e la variabile libera ditipo int.Moltipli
azioneUn'appli
azione immediata del primo s
hema di iterazione introdotto sopra�e la moltipli
azione, 
he pu�o essere de�nita iterando la somma 
on basenulla. La derivazione + 
he rappresenta l'addizione �e infatti 
at, e dunquesi pu�o appli
are It(+; !0) ottenendo una derivazione di tipo !int; int ` xint,
he prende in input due interi e restituis
e il loro prodotto. Osserviamo
he la derivazione 
orrispondente alla moltipli
azione non �e 
at e non pu�odunque essere iterata; 
i�o �e quantomeno ragionevole, visto 
he l'iterazionedel prodotto porterebbe alla de�nizione della funzione esponenziale, 
he non�e de
isamente tra le funzioni PTIME!In 
aso si voglia 
ontrollare 
he la funzione de�nita �e e�ettivamente la mol-tipli
azione, basti ri
ordare il �-termine generi
o asso
iato allo s
hema It,
he in questo 
aso parti
olare �e n(�x:add[m℄)�0, dove add[x;m℄ �e il termi-ne 
orrispondente alla derivazione + e m ed n sono le due variabili libererispettivamente di tipo !int e int.Coer
izioniUn'altra appli
azione dello s
hema di iterazione tradizionale �e la de�nizionedi funzioni parti
olari, dette 
oer
izioni (
oer
ions). Tali funzioni servonoa modi�
are il tipo dell'input di una funzione senza modi�
are la funzio-ne stessa. Si potr�a infatti obiettare 
he la moltipli
azione de�nita po
'anzinon rappresenta una funzione da interi a interi se
ondo la de�nizione da noi
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he disturba �e il tipo !int tra gli input, 
he ad essere rigorosidovrebbe essere un sempli
e int. Le 
oer
izioni servono proprio a questo:rimuovono eventuali esponenziali dai tipi in input senza per�o modi�
are inal
un modo il 
ontenuto 
omputazionale della funzione a 
ui vengono appli-
ate.Per de�nire una generi
a 
oer
izione, 
onsideriamo anzitutto la derivazioneS del su

essore, 
he abbiamo visto essere ottenibile mediante 
ut dalla de-rivazione +. Il tipo di tale derivazione �e int ` int 
he, e�ettuando un numeroarbitrario (an
he nullo) di dereli
tion/promotion alternate e su

essivamenteun altro numero qualsiasi (di nuovo an
he nullo) di regole per l'introduzionedel paragrafo, pu�o essere trasformato in xp!q int ` xp!q int. Analogamente, apartire da !0 si pu�o ottenere una derivazione di tipo ` xp!qint. Appli
andolo s
hema di iterazione It(��; �) (prendendo 
ome �� la prima e 
ome �la se
onda) otteniamo una funzione di tipo int ` xp+1!qint, 
he si 
omporta
ome l'identit�a sugli interi, ma 
ambia il tipo dell'output. Per 
ontrollare,il �-termine 
orrispondente alla generi
a 
oer
izione �e n(�m:su

)�0 
he, ap-pli
ando il su

essore n volte a partire da zero, restituis
e 
hiaramente iltermine �n.Utilizzando le 
oer
izioni �e possibile dare un tipo pi�u \in stile" alla mol-tipli
azione: da !int; int ` xint otteniamo x!int; xint ` x2int 
he, per mezzo didue 
ut 
on le 
oer
izioni adatte, diventa int; int ` x2int.
Prede
essore e sottrazioneIl modo pi�u naturale di tipare la funzione prede
essore in LLL �e l'utilizzodegli additivi. L'idea �e la seguente: si 
ostruis
e per mezzo di una 
oppiaadditiva una sorta di 
ontatore a due registri, inizializzato 
on valori entram-be nulli. Su

essivamente, ad ogni passo si 
opia il 
ontenuto del se
ondoregistro nel primo, e poi si in
rementa il se
ondo registro. In questo modo, ilprimo registro risulta \sfalsato" di esattamente una unit�a rispetto al se
on-do; dopo n iterazioni, il se
ondo registro 
onterr�a proprio n, mentre il primo
onterr�a n�1. Se n era l'intero di 
ui si voleva 
al
olare il prede
essore, perottenere il risultato desiderato baster�a a questo punto estrarre il 
ontenutodel primo registro.Per l'implementazione dell'algoritmo des
ritto risulta utile il se
ondo s
he-ma di iterazione de�nito pre
edentemente. Prendiamo 
ome � la seguente



9.4. PTIME-COMPLETEZZA 217derivazione: axX ` X ?W!(X ( X); X ` X & L2!(X ( X); X & X ` X
axX ` X axX ` X (LX ( X;X ` X ?D!(X ( X); X ` X & L2!(X ( X); X & X ` X & R!(X ( X); X & X ` X & X (R!(X ( X) ` X & X ( X & X !P!(X ( X) `!(X & X ( X & X)Il termine ad essa asso
iato �e �x:hsnd(x); s snd(x)i, dove s �e la variabilelibera 
orrispondente alla formula !(X ( X).Per " s
egliamo inve
eaxX ` X axX ` X & RX ` X & X axX ` X & L1X & X ` X (LX;X & X ( X & X ` X (RX & X ( X & X ` X ( X xx(X & X ( X & X) ` x(X ( X)Il �-termine 
orrispondente a " �e �z:fst(yhz; zi), 
on y di tipo x(X & X ( X & X).Utilizzando il se
ondo s
hema di iterazione 
on � ed " appena de�niteotteniamo ��� It0(�; ")!(X ( X); int ` x(X ( X)(Rint ` intX 8Rint ` int
he �e la derivazione 
he rappresenta il prede
essore. Essendo 
at, pu�o essereiterata tramite It per ottenere la sottrazione, 
he avr�a lo stesso tipo dellamoltipli
azione.Il fatto 
he moltipli
azione e sottrazione abbiano lo stesso tipo non �e 
asua-le; esse infatti lavorano entrambe per mezzo dell'iterazione di una funzione\base": l'addizione nel 
aso della moltipli
azione e il prede
essore nel 
asodella sottrazione. Come osservato in pre
edenza, in LLL e in tutte le altrelogi
he light esiste una limitazione fortissima all'utilizzo di tale te
ni
a diprogrammazione; in prati
a, una funzione 
ostruita per mezzo dell'iterazio-ne non pu�o a sua volta essere iterata. Si �e gi�a detto 
he questa limitazione �e
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isamente fondamentale nel 
aso della moltipli
azione, gia

h�e l'iterazionedel prodotto per una 
ostante porterebbe alla de�nizione dell'esponenziale.Tuttavia, 
he la sottrazione debba essere soggetta alla medesima restrizionedella moltipli
azione sembra alquanto strano, visto 
he sottrarre un interoad un altro non dovrebbe ri
hiedere intuitivamente pi�u di un tempo linea-re nell'argomento pi�u pi

olo, e dunque l'iterazione del pro
edimento nondovrebbe 
ausare esplosioni esponenziali della 
omplessit�a. Nel nostro 
asoinve
e non �e 
os��, e la 
ausa del problema risiede nella nostra de�nizionedel prede
essore; si sar�a infatti notato 
he l'algoritmo des
ritto sopra per
al
olare n� 1 a partire da n non �e proprio il pi�u ovvio 
he possa venire inmente, ed �e banale 
onstatare 
he la 
omplessit�a di tale algoritmo �e O(n).Poi
h�e per ottenere la sottrazione di due numeri n ed m si ri
orre all'ite-razione del prede
essore, la 
omplessit�a �nale non pu�o 
he essere O(nm),
he �e la stessa della moltipli
azione. Una 
onseguenza pe
uliare di 
i�o �e 
he
al
olare la di�erenza tra un numero e s�e stesso per trovare zero ri
hiede inLLL un tempo quadrati
o... 
he non �e 
erto il massimo dell'eÆ
ienza!Il 
omportamento po
o \furbo" del prede
essore non �e dovuto ad una nostraman
anza d'ingegno nel rius
ire ad es
ogitare un algoritmo migliore; �e statoinfatti dimostrato da Parigot 
he questo fenomeno dipende dalla rappresen-tazione s
elta per i numeri interi, ed �e inevitabile: non esiste un termine del�-
al
olo puro (e quindi non ne pu�o 
erto esistere uno del �-
al
olo tipatodi qualsiasi ordine) 
he 
al
oli il prede
essore di un numero nella 
osiddettarappresentazione \iterativa" (quella s
elta da noi) impiegando un numerodi passi meno 
he lineare nella dimensione dell'input. La dimostrazione diquesto teorema si pu�o trovare in [20℄.Rappresentazione dei polinomiPassiamo ora ad una 
lasse di funzioni d'importanza fondamentale per ilnostro lavoro: i polinomi in una variabile. Naturalmente, poi
h�e stiamoparlando di numeri naturali, la variabile indipendente di tali polinomi sar�asenz'altro un intero non negativo; inoltre, il nostro interesse prin
ipale �equello di rappresentare i polinomi 
he siano an
he funzioni di 
omplessit�aproprie, se
ondo la de�nizione di [19℄. Ci�o signi�
a 
he 
onsidereremo solopolinomi a 
oeÆ
ienti an
h'essi interi non negativi. Del resto, se il runtimedi una ma

hina di Turing �e limitato, ad esempio, dal polinomio n2�5n+4,dove n �e la lunghezza dell'input ed �e dunque un numero intero non nega-tivo, avremo 
he il polinomio a 
oeÆ
ienti non negativi n2 + 5n + 4 limitaan
h'esso senza dubbio il runtime della medesima ma

hina.Mostreremo dunque 
ome rappresentare in LLL i polinomi in una varia-bile non negativa a 
oeÆ
ienti interi non negativi nel seguente modo: prima
ostruiremo il generi
o monomio kne, poi otterremo il polinomio desiderato
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ome somma di tali monomi.Nel seguito, indi
heremo 
on add[x; y℄ e mul[w; y℄ i �-termini asso
iati ri-spettivamente alla derivazione + e alla derivazione della moltipli
azione,essendo x e y due variabili libere di tipo int e w una variabile libera di tipo!int. Inoltre, 
hiameremo +p e mulp le derivazioni rispettivamente dell'addi-zione e della moltipli
azione alle quali sono state aggiunte alla �ne p regoleper l'introduzione del paragrafo; il tipo di +p sar�a dunque xpint; xpint ` xpint,mentre quello di mulp sar�a xp!int; xpint ` xpint.Supponiamo dunque di voler rappresentare il monomio kne, dove k ed e sonodue interi non negativi. La seguente derivazione, 
he 
hiamiamo monok;e,itera il prodotto e volte e moltipli
a il tutto per k, 
al
olando dunque ilmonomio desiderato:

oer
ions

��� !k` int ��� mul0int; !int ` xint
ut!int ` xint ��� mul1xint; x!int ` x2int
ut!int; x!int ` x2int���!int; : : : ; xe�1!int ` xe�1int ��� mule�1xe�1int; xe�1!int ` xeint
ut!int; : : : ; xe!int ` xeint xx!int; : : : ; xe+1!int ` xe+1int Cutint(e) ` xe+1int ?D(!int)(e) ` xe+1int x(!int)(e) ` xe+2int ?C!int ` xe+2intIl �-termine asso
iato a monok;e, 
he indi
heremo nel seguito 
onmonok;e[n℄,�e il seguente: mul[n;mul[: : : mul[n; �k℄ : : :℄℄
on e ripetizioni del termine mul.In modo simile, iteriamo i monomi un numero arbitrario di volte per otte-nere il generi
o polinomioPdi=0 aini; in termini (�e proprio il 
aso di dirlo!)di �-
al
olo, la rappresentazione sar�aadd[monoad;d[n℄; add[monoad�1;d�1[n℄; add[: : : add[monoa1;1[n℄; �a0℄dove n �e la variabile indipendente del polinomio.Il seguente �e lo s
hema generale della derivazione asso
iata al polinomio
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he denoteremo 
on JPdi=0 ainiK:


oer
ions
��� monoad;d!int ` xd+2int

��� monoa1;1!int ` x3int ��� !a0` int ��� +0int; int ` int
utint ` int xx3int ` x3int 
ut!int ` x3int����!int; : : : ; xd�2!int ` xd+1int ��� +d+1xd+1int; xd+1int ` xd+1int
utxd+1int; !int; : : : ; xd�2!int ` xd+1int xxd+2int; x!int; : : : ; xd�1!int ` xd+2int 
ut!int; x!int; : : : ; xd�1!int ` xd+2int xx!int; x2!int; : : : ; xd!int ` xd+3int Cutint(d) ` xd+3int ?D(!int)(d) ` xd+3int x(!int)(d) ` xd+4int ?C!int ` xd+4intAppli
ando una regola x e un 
ut sull'opportuna 
oer
izione, otteniamouna derivazione 
he fa 
orrispondere ad un polinomio di grado d il tipoint ` xd+5int.9.4.2 Caratteri e stringheAl �ne di 
ostruire una rappresentazione per la generi
a ma

hina di Turing,�e fondamentale 
he nel nostro sistema sia possibile rappresentare i 
aratteridi un alfabeto �nito e le stringhe su tale alfabeto.Per quanto riguarda i 
aratteri, se F �e una formula qualsiasi, poniamo
harpF := F & p( Fe de�niamo il tipo dei 
aratteri di un alfabeto �nito 
on p simboli 
ome
harp := 8X:
harpXIn parti
olare, de�niamo il tipo shift := 
har2, il quale rappresenta il movi-mento (destra o sinistra) della testina della nostra ma

hina di Turing. I�-termini 
orrispondenti alle due derivazioni della formula shift sonoleft := �x:fst(x)right := �x:snd(x)Consideriamo ora la formulastrpF := !(F ( F )( : : :(!(F ( F )( x(F ( F )
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on p o

orrenze di !(F ( F ), dove F �e una formula qualsiasi. De�niamoallora il tipo delle stringhe di lunghezza �nita su un alfabeto di p 
aratteri
ome strp := 8X:strpXE' 
hiaro 
he strp non �e nient'altro 
he una generalizzazione degli interi innotazione unaria; infatti, str1 � int. Inoltre, essendo gli interi non negativiin notazione binaria un sottoinsieme delle stringhe �nite su un alfabeto di2 simboli, porremo bint := str2. Naturalmente, �e possibile de�nire sul tipobint (o strp in generale) tutte le funzioni gi�a de�nite sul tipo int; si trattasempli
emente di estendere le derivazioni presentate nella sezione pre
edentein modo da 
ostruirne versioni binarie (o p-arie). In parti
olare, la versionebinaria di + sar�a una derivazione_ 
he, date due stringhe, restituis
e la lo-ro 
on
atenazione. A partire da questa, si possono 
ostruire le due funzioni\su

essore" _0 e _1, 
he aggiungono in 
oda alla stringa rispettivamen-te il 
arattere 0 e 1. E' poi possibile de�nire una versione binaria dei dues
hemi di iterazione, e quindi de�nire 
oer
izioni sul tipo bint e una funzione\prede
essore" 
he elimina l'ultimo simbolo della stringa.Per avere un idea di 
ome funzioni la rappresentazione nel �-
al
olo, e

oad esempio il termine 
he rappresenta la stringa binaria \1101":�s1s0z:s1(s0(s1(s1z)))Osserviamo 
he l'ordine in 
ui 
ompaiono le \
ifre" nel �-termine �e inversorispetto a quello della notazione usuale da sinistra a destra; questo \tru

o"
onsente di de�nire in modo pi�u sempli
e la funzione prede
essore.9.4.3 Codi�
a delle ma

hine di TuringCi o

uperemo ora di stabilire il risultato fondamentale di questa sezione,
io�e di 
ostruire una rappresentazione in LLL della generi
a ma

hina diTuring e di de�nire una funzione 
he ne simuli l'ese
uzione. La 
odi�
adelle ma

hine di Turing nelle logi
he light �e alquanto deli
ata, a 
ausadell'estrema povert�a espressiva del linguaggio in 
ui si deve operare. Inparti
olare, 
ome osservato da Terui in [24℄, la presenza delle 
ondizioni distrati�
azione non 
onsente di programmare una versione 
at della funzione
ondizionale del tipo if p(x) then f1(x) else f2(x)La 
onseguenza �e 
he non �e possibile iterare il 
ondizionale, 
osa 
he sareb-be inve
e fondamentale per una 
odi�
a dell'ese
uzione di una ma

hina diTuring (se lo stato �e x, allora fai y, altrimenti fai z, e 
os�� via). O

orredunque ri
orrere a rappresentazioni pi�u so�sti
ate, 
he lavorino in maniera
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io�e utilizzando i 
onnettivi esponenziali nel mo-do pi�u a

orto possibile. La 
odi�
a 
he mostreremo �e essenzialmente unadattamento, e per 
erti aspetti una leggera sempli�
azione, della 
odi�
atrovata da Roversi per ILAL ed esposta in [22℄. Il funzionamento di tale
odi�
a 
onferma l'estendibilit�a dell'appro

io di Roversi alle altre logi
helight (�e possibile infatti repli
are in LLL tutto 
i�o 
he verr�a mostrato nel se-guito per LLL), e 
ostituis
e tra l'altro la prova de�nitiva della 
ompletezzadel sistema di Girard 
he, sebbene intuitivamente veri�
abile, era rimastaformalmente \in sospeso" dopo 
he Roversi stesso aveva individuato un er-rore nella dimostrazione originale di [12℄ (si veda sempre [22℄).Nel seguito lavoreremo fa
endo l'ipotesi sempli�
ativa, ma assolutamentenon restrittiva, 
he le ma

hine di Turing da rappresentare siano tutte suun alfabeto di 2 
aratteri, � = f0; 1g, pi�u due 
aratteri spe
iali \blank" e\eot" (end-of-tape), 
he indi
heremo 
on � e ?. Supporremo poi 
he la fun-zione di transizione delle ma

hine di Turing sia totale, 
io�e sia de�nita perqualsiasi 
oppia stato/
arattere. Inoltre, assumeremo 
he il nastro sia �nitoma in�nitamente estendibile. Ci�o signi�
a 
he, inizialmente, l'input dellama

hina di Turing si presenta 
ome una stringa 
omposta dai 
aratteri 0 e1 (dunque un numero in notazione binaria), 
on la testina posizionata sulla
ella immediatamente a sinistra dell'estremo sinistro della stringa; su tale
ella, e su quella all'estremo opposto, 
i sono i due 
aratteri delimitatori ?e non sono disponibili altre 
elle. Durante l'ese
uzione, se la ma

hina diTuring si trova a dover s
rivere su una delle due estremit�a del nastro (ri
ono-s
ibili appunto per la presenza del 
arattere ?), si preo

uper�a di \estendere"il nastro stesso aggiungendo un nuovo delimitatore immediatamente a destrao a sinistra (a se
onda di quale estremit�a si tratti) del ve

hio delimitatore,ora rimpiazzato da un altro 
arattere. Tale operazione di estensione �e 
on-siderata automati
a ed �e impli
ita nella funzione di transizione. Al terminedel 
al
olo, il risultato sar�a s
ritto sempre in notazione binaria, ma non 
isono vin
oli sulla posizione �nale della testina.Le 
on�gurazioniSia dunque M una ma

hina di Turing 
on le propriet�a sopra de�nite, sul-l'alfabeto �x = f0; 1;�; ?g, 
on q stati e funzione di transizione Æ.Gli stati saranno rappresentati dalle q derivazioni della formula state := 
harq.Per brevit�a, porremo 
har := 
har3 e 
harx := 
har4. Il tipo 
har rappresental'alfabeto �� = f0; 1;�g, 
he �e l'alfabeto dei simboli 
he possono e�ettiva-mente o

upare le 
elle del nastro; 
harx rappresenta inve
e l'alfabeto �x
ompleto del simbolo \eot".
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onfF := F 
 F 
 stateTurF := !(F ( F )( !(F ( F )( !(F ( F )( x(F ( F ( 
onfF )dove F �e una formula qualsiasi.Il tipo delle 
on�gurazioni (
ontenuto del nastro, posizione della testinae stato 
orrente) della ma

hina di Turing M sar�a il seguente:Tur := 8X:TurXE' utile fornire un esempio per 
omprendere 
ome funzioni tale rappresen-tazione. Supponiamo 
he M si trovi nello stato ki, 
he il nastro 
ontengala stringa \10110" e 
he la testina sia posizionata sullo 0 pi�u a sinistra. Il�-termine di tipo Tur 
orrispondente a tale 
on�gurazione sar�a�s1s0s�zlzr:s0(s1zl)
 s1(s1(s0zr))
 kiCome si pu�o fa
ilmente 
onstatare, la tripla moltipli
ativa nel 
orpo del�-termine rappresenta il 
ontenuto in ordine inverso del nastro a sinistradella testina (in
luso il 
arattere 
orrente), poi il 
ontenuto del nastro adestra della testina e in�ne lo stato 
orrente. Un ulteriore esempio: per le
onvenzioni stabilite sopra, una 
on�gurazione iniziale sar�a sempre del tipo�s1s0s�zlzr:zl 
 s�(: : : s�zr : : :)
 k0dove � 2 f0; 1g e k0 �e lo stato iniziale.La funzione stepCardine della dimostrazione di 
ompletezza �e la funzione 
he noi 
hiamere-mo step, 
he simula il passo elementare di ese
uzione di una ma

hina diTuring. In sostanza, deve trattarsi di una funzione di tipo Tur ` Tur, 
heprende in input la 
on�gurazione 
orrente di M e restituis
e quella su

es-siva, ri
avandola dalla funzione di transizione Æ.Lo step di una ma

hina di Turing viene simulato in due fasi 
he, in analogiaa quanto avviene per l'ese
uzione di un'istruzione elementare da parte delleCPU reali, 
hiameremo fase di fet
h e fase di de
ode/exe
ute. La fase di fet-
h serve in un qual
he modo a \pre-pro
essare" la 
on�gurazione 
orrentedella ma

hina; in sostanza essa estrae testa e 
oda di entrambe le stringhe
he 
ompongono la 
on�gurazione stessa. La fase di de
ode/exe
ute o, pi�usempli
emente, di ese
uzione, a

ede alla funzione di transizione e generae�ettivamente la 
on�gurazione su

essiva.Le due funzioni 
he intervengono nella fase di fet
h sono
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 zi; i 2 fl; rgfet
h� := �p
 l:h�; snd(p)i 
 l; � 2 f0; 1;�gPonendo B := (
harx & !(X ( X))
X;il tipo di basei[zi℄ �e X ` B (X �e il tipo della variabile libera zi), mentrequello di fet
h� �e ` !(B ( B). Le derivazioni 
orrispondenti a tali terminisono basei: ��� �` 
harx axX ` X (R` X ( X !P` !(X ( X) & R` 
harx & !(X ( X) axX ` X 
RX ` Be fet
h(�): ��� �` 
harx ?W!(X ( X) ` 
harx ax!(X ( X) ` !(X ( X) & R!(X ( X) ` 
harx & !(X ( X) axX ` X 
R!(X ( X);X ` B & L2
harx & !(X ( X);X ` B 
LB ` B (R` B( B !P` !(B( B)dove � �e una delle tre derivazioni di tipo ` 
harx 
orrispondenti ai simboli0, 1 e �.La fase di fet
h 
onsiste sempli
emente nell'appli
are la 
on�gurazione 
or-rente t (di tipo Tur) ai termini fet
h� e basei. Al termine di tale opera-zione, la 
on�gurazione della ma

hina di Turing sar�a stata elaborata in unoggetto di tipo 
onfB. La derivazione 
orrispondente a questa prima fase di



9.4. PTIME-COMPLETEZZA 225elaborazione, 
he 
hiamiamo dofet
h, �e la seguente:
��� fet
h1` !(B( B) ��� fet
h0` !(B( B) ��� fet
h�` !(B( B)

��� baselX ` B ��� baserX ` B ax
onfB ` 
onfB ax
onfX ` 
onfX (L
onfB; 
onfB( 
onfX ` 
onfX (LB( 
onfB;X; 
onfB( 
onfX ` 
onfX (LX;X;B( B( 
onfB; 
onfB( 
onfX ` 
onfX (RB( B( 
onfB; 
onfB( 
onfX ` X ( X ( 
onfX xx(B( B( 
onfB); x(
onfB( 
onfX) ` x(X ( X ( 
onfX) (L!(B( B)( x(B( B( 
onfB); x(
onfB( 
onfX) ` x(X ( X ( 
onfX) (L!(B( B)(!(B( B)( x(B( B( 
onfB); x(
onfB( 
onfX) ` x(X ( X ( 
onfX) (LTurB; x(
onfB( 
onfX) ` x(X ( X ( 
onfX) 8Lx(
onfB( 
onfX);Tur ` x(X ( X ( 
onfX)A questo punto, per ottenere la funzione step desiderata, �e suÆ
iente di-sporre di una funzione di tipo(!(X ( X))(3); 
onfB ` 
onfXAssumendo di avere una derivazione exe
 
he 
orrisponda a tale funzione,possiamo rappresentare la funzione step in questo modo:��� exe
(!(X ( X))(3) ` x(
onfB( 
onfX) ��� dofet
hx(
onfB( 
onfX);Tur ` x(X ( X ( 
onfX)
ut(!(X ( X))(3);Tur ` x(X ( X ( 
onfX) (RTur ` TurX 8RTur ` TurIl �-termine 
orrispondente a questa derivazione, 
he 
hiamiamo step, �e�s1s0s�zlzr:exe
(t fet
h1 fet
h0 fet
h� basel baser)dove t �e la variabile libera di tipo Tur. Come si vede, prima t viene appli
ataalle varie funzioni di fet
h, poi il risultato viene dato in pasto alla funzioneexe
.Codi�
a della funzione di transizionePrima di vedere 
ome funziona la exe
, �e opportuno stabilire una 
odi�
aper la funzione di transizione Æ. Questa pu�o prendere in input 
aratteridell'alfabeto 
ompleto �x, ma pu�o fornire in us
ita solo simboli di ��, poi
h�eil 
arattere ? non pu�o essere s
ritto sul nastro all'infuori 
he sulle estremit�a.Di 
onseguenza, posto out := 
har 
 state
 shiftla derivazione Æ̂ 
he 
odi�
a la generi
a funzione di transizione dovr�a esseredi tipo 
harx; state ` out
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arattere e uno stato e fornis
e in us
ita il nuovo
arattere, il nuovo stato e lo spostamento della testina.Un oggetto di tipo out pu�o essere derivato in modo banale a partire dallederivazioni degli oggetti di tipo 
har, state e shift 
he lo 
ompongono; bastaappli
are due regole 
R. La generi
a funzione di transizione �e altrettantosempli
e da ri
avare; si tratta in prati
a di 
ostruire una matri
e i 
ui ele-menti sono tutte le possibili us
ite (oggetti di tipo out) della funzione stessa.Sappiamo 
he la nostra ma

hina di Turing M ha q stati; poi
h�e Æ de-v'essere totale, questa deve ne
essariamente essere de�nita su 4q 
oppie
arattere/stato. Siano allora outij; 1 � i � q; 1 � j � 4 le derivazioni 
or-rispondenti alle us
ite in 
orrispondenza dei 4q ingressi possibili, 
ias
unadi tipo out. Possiamo dapprima 
ostruire le q quadruple 
he 
ontengonole us
ite 
he ogni stato asso
ia ad un determinato 
arattere, fornendo laseguente derivazione 
he 
hiamiamo �i (sempre 
on 1 � i � q):��� outi1` out ��� outi2` out& R` out & 2 ��� outi3` out& R` out & 3 ��� outi4` out& R` out & 4A questo punto mettiamo insieme la quadruple (
he possono essere viste
ome vettori) formando quella 
he possiamo 
onsiderare 
ome una matri-
e 4 � q, 
he diviene la tabella di look-up 
he la funzione exe
 andr�a a\
onsultare" per ri
avare il 
omportamento della ma

hina di Turing. Laderivazione Æ̂ 
he 
odi�
a la funzione di transizione �e quindi:��� �1` out & 4 ��� �2` out & 4& R` (out & 4) & 2����` (out & 4) & q�1 ��� �q` out & 4& R` (out & 4) & q axout & 4 ` out & 4 axout ` out (Lout & 4; 
harxout ` out (L
harxout; stateout & 4 ` out 8L
harx; state ` outNaturalmente le outij nelle varie �i sono s
elte in modo appropriato se
ondoil 
omportamento della funzione di transizione stessa.
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Possiamo ora analizzare la 
odi�
a dell'altra funzione 
hiave nella rappre-sentazione delle ma

hine di Turing, 
io�e la funzione exe
. Nella de�nizionedi questa funzione interviene un altro tipo, 
he �eC := 
harx
XIl tipo C gio
a in exe
 lo stesso ruolo 
he il tipo B gio
ava nelle funzionidi fet
h; serve sempli
emente a pro
essare i dati in ingresso. Prima di pre-sentare la derivazione exe
 
ompleta, mostriamo il �-termine 
he 
ostituis
el'idea alla base della sua struttura, in modo da fa
ilitare la 
omprensionedelle operazioni da essa e�ettuate. Siano� := hhhs1; s0i; s�i; �q:qi� := hhs1; s0i; s�iabbiamoexe
0 := �(hl 
 tl):�(hl 
 tl):�j:(��
 �
 �:(�htl 
 (� � (hr � tr)); (hr � (� � tl))
 tri)
 �)Æ̂[hl; j℄Questa versione sempli�
ata di exe
 prende in input due oggetti di tipo C(
he rappresentano la s
omposizione testa/
oda delle due sezioni del nastro),lo stato 
orrente e, a se
onda dell'us
ita fornita dalla funzione di transizione,restituis
e l'oggetto di tipo 
onfX appropriato.La exe
0 potrebbe fa
ilmente essere trasformata in una funzione di tipo(!(X ( X))(3); 
onfC ` 
onfXTuttavia, 
ome detto in pre
edenza, la fase di fet
h termina 
on un oggetto ditipo 
onfB, e dunque a noi serve un input di quest'ultimo tipo, e non di tipo
onfC. Pertanto, si rivela ne
essario de�nire una funzione 
he 
onsenta dipassare dal tipo B al tipo C. La derivazione 
he rappresenta questa funzione,
he 
hiamiamo 
onv, �e la seguente: ax
harx ` 
harx axX ` X 
R
harx;X ` C & L1
harx & !(X ( X);X ` C 
LB ` CCome si vede, essa prende un oggetto di tipo B e lo 
onverte nel 
orrispon-dente oggetto di tipo C, in modo 
he exe
 lo possa utilizzare.
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 in modo 
ompleto. Anzitutto,sia � la seguente derivazione: axX ( X ` X ( X ?D!(X ( X) ` X ( X ?W(!(X ( X))(3) ` X ( Xe siano � e � le seguenti:��� �(!(X ( X))(3) ` X ( X ��� �(!(X ( X))(3) ` X ( X& R(!(X ( X))(3) ` (X ( X) & 2 ��� �(!(X ( X))(3) ` X ( X& R(!(X ( X))(3) ` (X ( X) & 3 axX ` X (R` X ( X ?W(!(X ( X))(3) ` X ( X & R(!(X ( X))(3) ` (X ( X) & 4��� �(!(X ( X))(3) ` X ( X ��� �(!(X ( X))(3) ` X ( X& R(!(X ( X))(3) ` (X ( X) & 2 ��� �(!(X ( X))(3) ` X ( X& R(!(X ( X))(3) ` (X ( X) & 3Chiamiamo poi moveleft e moveright queste due derivazioni, 
he si o

upa-no di de�nire il 
omportamento della ma

hina in 
aso lo spostamento siarispettivamente a sinistra o a destra:
axX ` X

��� �(!(X ( X))(3) ` (X ( X) & 4 axX ` X ��� �(!(X ( X))(3) ` (X ( X) & 3 axX ` X axX ` X (LX ( X;X ` X (LX; (!(X ( X))(3); 
harX(X ` X (L(!(X ( X))(3); X ( X; 
harX(X ; X ` X 8L(!(X ( X))(3); X ( X; 
har; X ` X (L(!(X ( X))(6); 
harxX(X ; 
har; X ` X 8L(!(X ( X))(6); 
harx; 
har; X ` X 
R(!(X ( X))(6); 
harx; X; 
har; X ` X 
X
��� �(!(X ( X))(3) ` (X ( X) & 4

��� �(!(X ( X))(3) ` (X ( X) & 3 axX ` X axX ` X (LX ( X;X ` X (LX; (!(X ( X))(3); 
harX(X ` X axX ` X (L(!(X ( X))(3); X ( X; 
harX(X ; X ` X 8L(!(X ( X))(3); X ( X; 
har; X ` X (L(!(X ( X))(6); 
harxX(X ; 
har; X ` X 8L(!(X ( X))(6); 
harx; 
har; X ` X axX ` X 
R(!(X ( X))(6); 
harx; X; 
har; X ` X 
X



9.4. PTIME-COMPLETEZZA 229Utilizzando moveleft e moveright 
ostruiamo la seguente derivazione, 
he
hiamiamo � e 
he introdu
iamo solamente per 
onvenienza, gia

h�e al-trimenti la exe
 o

uperebbe troppo spazio per essere presentata in modointegrale: ��� moveleft(!(X ( X))(6); 
harx; X; 
har; X ` X 
X ��� moveright(!(X ( X))(6); 
harx; X; 
har; X ` X 
X& R(!(X ( X))(6); 
harx; X; 
har; X ` (X 
X) & (X 
X) axX 
X ` X 
X (L(!(X ( X))(6); 
harx; X; 
har; X; shiftX
X ` X 
X 8L(!(X ( X))(6); 
harx; X; 
har; X; shift ` X 
X 
L
har; shift;C; X; (!(X ( X))(6) ` X 
X axstate ` state 
R
har; state; shift;C; X; (!(X ( X))(6) ` 
onfX 
Lout;C; X; (!(X ( X))(6) ` 
onfXUn'osservazione: il lettore attento avr�a forse notato 
he � non �e una deriva-zione di LLL, per
h�e non soddisfa la 
ondizione di strati�
azione a s
endere.Di 
onseguenza, n�e � n�e � sono derivazioni di LLL, e quindi non lo sononean
he le appena introdotte moveleft, moveright e �. Al 
ontrario di quantosi possa pensare, 
i�o non �e a�atto un problema; infatti, tutte quante sonoutilizzate 
ome sotto-derivazioni della seguente derivazione, 
he �e proprio laexe
, nella quale �e possibile vedere 
ome venga alla �ne introdotta la s
atola
he dev'essere obbligatoriamente attraversata dai rami esponenziali:��� 
onvB ` C ��� Æ̂
harx; state ` out ��� �out;C;X; (!(X ( X))(6) ` 
onfX
utC; 
harx;X; state; (!(X ( X))(6) ` 
onfX 
LC;C; state; (!(X ( X))(6) ` 
onfX CutB;B; state; (!(X ( X))(6) ` 
onfX 
L
onfB; (!(X ( X))(6) ` 
onfX (R(!(X ( X))(6) ` 
onfB( 
onfX x(!(X ( X))(6) ` x(
onfB( 
onfX) ?C(!(X ( X))(3) ` x(
onfB( 
onfX)Osserviamo 
he la exe
 �e esattamente del tipo desiderato, in modo da poteressere tagliata all'interno di step 
ome voluto.La funzione startupSiamo ora in possesso di una funzione 
he �e in grado, data una 
on�gura-zione di M, di passare alla 
on�gurazione su

essiva. Per poter e�ettuareun 
al
olo, serve ora una funzione 
he 
i 
onsenta di inizializzare la ma

hi-na di Turing, ovverosia 
he, data una stringa binaria, produ
a in output la
orrispondente 
on�gurazione iniziale, 
on la medesima stringa sul nastro ela testina posta alla sua sinistra.
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he fa al 
aso nostro �e�s1s0s�zlzr:zl 
 (ls1s0zr)
 k0dove k0 �e lo stato iniziale e l �e la stringa binaria (di tipo bint) in input.Quella 
he segue �e la derivazione 
orrispondente, 
he 
hiamiamo startup(�0)(dove �0 �e la derivazione asso
iata allo stato iniziale):
ax!(X ( X) ` !(X ( X) ax!(X ( X) ` !(X ( X)

axX ( X axX ` X axX ` X (LX;X ( X ` X 
RX;X;X ( X ` X 
X ��� �0` state
RX;X;X ( X ` 
onfX (RX ( X ` X ( X ( 
onfX xx(X ( X) ` x(X ( X ( 
onfX) (LintX ; !(X ( X) ` x(X ( X ( 
onfX) (LbintX ; (!(X ( X))(2) ` x(X ( X ( 
onfX) 8L(!(X ( X))(2); bint ` x(X ( X ( 
onfX) ?W(!(X ( X))(3); bint ` x(X ( X ( 
onfX) (Rbint ` TurX 8Rbint ` TurLa funzione getresultAllo stesso modo, 
i serve ora una funzione 
he estragga il risultato del 
al
o-lo dal nastro della ma

hina di Turing e lo restituis
a sotto forma di stringabinaria.Anzitutto, al
une de�nizioni preliminari. Sia !id la seguente derivazione,
ui �e asso
iato il �-termine id := �x:x: axX ` X (R` X ( X !P` !(X ( X)Se q, 
ome al solito, �e il numero di stati della nostra ma

hina di Turing,sia � la seguente derivazione, 
he �e sempli
emente una q-upla additiva (unvettore) i 
ui elementi sono tutti termini id:��� !id` !(X ( X) ��� !id` !(X ( X)& R` (!(X ( X)) & 2����` (!(X ( X)) & q�1 ��� !id` !(X ( X)& R` (!(X ( X)) & q



9.4. PTIME-COMPLETEZZA 231Possiamo ora introdurre la funzione join 
he, data in ingresso una triplamoltipli
ativa 
ostituita da due liste binarie e da uno stato (dunque un og-getto di tipo 
onfbint), ignora lo stato e restituis
e la stringa binaria ottenuta
on
atenando le due liste:
��� �` (!(X ( X)) & q

ax!(X ( X) ` !(X ( X)
axX ` X axX ` X axX ` X axX ` X (LX;X ( X ` X (LX;X ( X;X ( X ` X (LX;X ( X;X ( X;X ( X ` X (RX ( X;X ( X;X ( X ` X ( X ?DX ( X;X ( X; !(X ( X) ` X ( X xx(X ( X); x(X ( X); !(X ( X) ` x(X ( X) (LbintX ; bintX ; (!(X ( X))(4); !(X ( X) ` x(X ( X) 8L!(X ( X); (!(X ( X))(4); bint; bint ` x(X ( X) ?C!(X ( X); (!(X ( X))(2); bint; bint ` x(X ( X) (LstateX ; (!(X ( X))(2); bint; bint ` x(X ( X) 8L(!(X ( X))(2); bint; bint; state ` x(X ( X) 
L(!(X ( X))(2); 
onfbint ` x(X ( X) (R` 
onfbint ( bintIl �-termine 
orrispondente a join �e�r 
 l 
 k:�s1s0z:kh: : : hid; idi; : : : ; idi(rs1s0(ls1s0z))Nel nostro 
aso, la tripla di tipo 
onfbint da dare in input a join sar�a nul-l'altro 
he la 
on�gurazione �nale della ma

hina di Turing, manipolata inmodo da presentare le due met�a del nastro sotto forma di stringhe binarie.Dobbiamo dunque 
ostruire una funzione 
he, dato un oggetto di tipo Tur,restituis
a la tripla 
orrispondente; la derivazione 
he svolge questo 
ompitoverr�a denominata extra
tstr:��� _0 = _1bint ` bint(R` bint( bint !P` !(bint( bint) ��� "` bint ax
onfbint ` 
onfbint axbint ` bint (L
onfbint; 
onfbint( bin ` bint (Lbint( bint( 
onfbint; 
onfbint ( bin ` bint xx(bint( bint( 
onfbint); x(
onfbint( bin) ` xbint (LTurbint; x(
onfbint( bin) ` xbint 8Lx(
onfbint ( bin);Tur ` xbintNella derivazione si fa riferimento alle due derivazioni _0 e _1 introdottesopra e alla derivazione " 
he 
orrisponde alla stringa binaria vuota. Il�-termine 
orrispondente a extra
tstr �ef(t su

1 su

0 su

0 nil nil)
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onfbint ( bint), t la variabile libera ditipo Tur, su

0 e su

1 i termini 
orrispondenti alle derivazioni _0 e _1 enil il termine 
orrispondente alla derivazione ", ovvero la stringa vuota. Sinota subito 
he la funzione non fa nient'altro 
he \appiattire" le due sezionidel nastro, 
onvertendo tutti gli eventuali blank in 0.A questo punto non resta 
he 
omporre le due funzioni per mezzo di un
ut, e ottenere �nalmente la getresult:��� join` 
onfbint( binx` x(
onfbint ( bin) ��� extra
tstrx(
onfbint ( bin);Tur ` xbint
utTur ` xbintLa ma

hina di TuringSiamo ora in grado di mettere insieme tutti i pezzi del \puzzle", in mododa 
ostruire �nalmente la simulazione in LLL dell'ese
uzione della nostrama

hina di Turing. Tale ese
uzione pu�o essere des
ritta 
ome segue: lama

hina M 
he stiamo prendendo in 
onsiderazione parte 
on una stringabinaria memorizzata sul nastro, la 
ui lunghezza indi
heremo 
on n, restain ese
uzione per un numero di passi inferiore a p(n), dove p(x) �e un qual-
he polinomio a 
oeÆ
ienti interi non negativi di grado d, e poi terminalas
iando sul nastro un'altra stringa binaria, 
he 
ostituis
e l'output del 
al-
olo. Nel 
omplesso, questo pro
esso di 
al
olo rappresenta una funzione dastringhe binarie a stringhe binarie, 
he nel nostro sistema dovrebbe vedersiassegnata una derivazione di tipo bint ` xkbint, per qual
he k � 0.Vediamo dunque 
ome 
ostruire tale derivazione. Anzitutto, la startup prov-vede ad inizializzare la ma

hina 
on la stringa di input. Un'altra funzio-ne, 
he non abbiamo an
ora 
onsiderato, deve prendere lo stesso input erestituirne la lunghezza, sotto forma di intero in notazione unaria. In que-sto modo, la lunghezza pu�o essere data in ingresso alla derivazione Jp(x)K,
he rappresenta il polinomio 
he limita il runtime della ma

hina; il valo-re restituito da tale polinomio pu�o essere ora dato in input alla funzionestepall := It(step; startup), la quale itera la funzione step il numero di volteindi
ato, a partire dalla 
on�gurazione iniziale. Una volta terminata l'itera-zione, la 
on�gurazione risultante pu�o essere data in input alla getresult, 
herestituis
e la stringa binaria 
he 
ostituis
e l'us
ita di tutto il pro
esso. Ci�o
on
lude la simulazione: avevamo una stringa binaria in input e abbiamoprodotto una stringa binaria in output.Man
a quindi da de�nire solo la funzione 
he restituis
e la lunghezza diuna stringa binaria. La seguente derivazione, 
he 
hiamiamo len, �e quella
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he 
er
hiamo:
ax!(X ( X) ` !(X ( X) ax!(X ( X) ` !(X ( X)

axX ` X axX ` X (LX;X ( X ` X (RX ( X ` X ( X xx(X ( X) ` x(X ( X) (LintX ; !(X ( X) ` x(X ( X) (LbintX ; !(X ( X); !(X ( X) ` x(X ( X) 8L!(X ( X); !(X ( X); bint ` x(X ( X) ?C!(X ( X); bint ` x(X ( X) (Rbint ` intX 8Rbint ` intIl �-termine 
orrispondente a len �e �sz:xssz, dove x �e di tipo bint: �e 
hiaro
he len non fa null'altro 
he \appiattire" una lista binaria in una unaria.La derivazione 
he 
orrisponde alla 
ostruzione des
ritta per l'ese
uzionedi una ma

hina di Turing �e dunque la seguente:��� lenbint ` int?D!bint ` int !P!bint ` !int ��� Jp(x)K!int ` xd+4int
ut!bint ` xd+4int ��� It(step; startup)!bintint ` xTur xxd+4int; xd+4!bint ` xd+5Tur 
ut!bint; xd+4!bint ` xd+5Tur ��� getresultTur ` xbint xxd+5Tur ` xd+6bint 
ut!bint; xd+4!bin ` xd+6bint xx!bint; xd+5!bin ` xd+7bint Cuts with 
oer
ionsbint; bint ` xd+7bint ?D!bint; !bint ` xd+7bint x!bint; !bint ` xd+8bint ?C!bint ` xd+8bint xx!bint ` xd+9bint Cut with 
oer
ionbint ` xd+9bintSe x �e la stringa binaria in ingresso (di tipo bint), len[x℄ e getresult[t℄ i�-termini 
orrispondenti alle omonime derivazioni, poly[n℄ il �-termine as-so
iato al polinomio limite e stepall[n; x℄ il termine 
he, presa la stringa x,
ostruis
e la 
on�gurazione iniziale per mezzo di startup e la itera n volte,allora il �-termine 
orrispondente alla derivazione presentata �egetresult[stepall[poly[len[x℄℄; x℄℄
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he simula l'ese
uzione della ma

hina di Turing esattamente nel modo de-s
ritto.Siamo allora pronti ad enun
iare il risultato �nale di questa sezione:Teorema 9.9 (PTIME-
ompletezza) Se M �e una ma

hina di Turingdeterministi
a 
he, data in input la stringa binaria x, produ
e in output lastringa binaria y in un numero di passi p(jxj), dove jxj �e la lunghezza di xe p un polinomio di grado d, allora esistono una derivazione � del sequente` binte una derivazione � del sequentebint ` xd+9bintle 
ui proof-net 
orrispondenti � e � fanno parte di LLL e:� � �e una rappresentazione della stringa x;� la proof-net ottenuta tagliando la 
on
lusione di tipo bint di � 
on la
on
lusione di tipo bint? di � si ridu
e ad una proof-net 
ut-free �,
on 
on
lusione un'o

orrenza della formula xd+9bint, tale 
he � �e unarappresentazione della stringa y.Dimostrazione. Segue da quanto mostrato nel 
orso della sezione. �In�ne, il teorema di equivalenza tra LLL e la 
lasse PTIME:Teorema 9.10 Una funzione �e 
al
olabile in tempo polinomiale da unama

hina di Turing deterministi
a se e soltanto se �e rappresentabile da unaproof-net di LLL.Dimostrazione. Corollario del teorema 9.9 appena introdotto e del teore-ma 9.8. �
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