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Introduzione

Computer Science is no more about computers than astronomy
15 about telescopes.
Edsger Wybe Dijkstra

Sta scritto (in un qualche libro) che ogni libro & una risposta ad una qual-
che domanda. Una frase contenente un quantificatore universale va sempre
presa con la dovuta cautela, specie se in essa ¢’€ un vago sapore autorefe-
renziale; tuttavia, in questo caso, possiamo dire di soddisfare piuttosto bene
I’asserto. In particolare, la domanda cui si tenta di rispondere qui ¢ la se-
guente: cos’hanno in comune il Teorema di Pitagora ed il programma che
utilizziamo tutti i giorni per leggere la posta elettronica?

Sebbene non venga mai fornita esplicitamente una risposta, Uintera trat-
tazione che segue & imperniata proprio attorno ad una versione, certamente
piu generale, di tale questione. In effetti, la nostra discussione si collochera
all’interfaccia tra due grandi settori della ricerca contemporanea, quello della
Logica e quello dell’Informatica. La prima ha una tradizione millenaria, ed
e gia di per sé una disciplina “di confine”, nella quale si mescolano indissolu-
bilmente matematica e filosofia; la seconda, al contrario, non ha neanche un
secolo di vita, ma & al giorno d’oggi uno dei settori piu prolifici della scienza
umana, sia in campo teorico che applicativo.

La grandissima maggioranza dei nostri lettori avra probabilmente sentito
parlare della logica come, pit 0 meno, di una scienza nella quale si cerchi di
mostrare come alcune cose siano necessariamente vere a partire dalla verita
di altre. In effetti, non c’e nulla di sbagliato in tutto cio; parte dello scopo di
questo lavoro e far vedere che pero c¢’e anche dell’altro. L’“altro” di cui par-
liamo si pud riassumere in quattro parole: Corrispondenza di Curry-Howard.

La corrispondenza di Curry-Howard, scoperta negli anni ’60, € quella che
da un senso alla domanda con la quale abbiamo aperto quest’introduzione.
Sebbene infatti, molto probabilmente, i teoremi della geometria euclidea non

abbiano davvero nulla a che vedere con i client di posta elettronica!, in senso

!Ebbene si: la domanda iniziale serviva effettivamente solo a catturare 1’attenzione del



piu generale la corrispondenza di Curry-Howard ci garantisce che, vista in
un certo modo, ogni dimostrazione matematica é un programma, al pari di
qualunque altra applicazione che gira sul nostro PC. Da questa prospettiva,
la logica perde il suo volto abituale, per diventare un vero e proprio linguag-
gio di programmazione. In altre parole, non si e piu interessati alla verita di
una certa proposizione o alla dimostrabilita di un qualche asserto a partire
da altri, ma piuttosto alla struttura delle dimostrazioni stesse, ed al loro si-
gnificato in quanto “oggetti in grado di interagire I’'uno con l’altro”, proprio
come un client ed un server Web interagiscono scambiandosi informazioni.
Si badi inoltre che la corrispondenza va nei due sensi: la logica puo parlare
di informatica (e sara principalmente questa la direzione da noi esplorata)
ma, allo stesso modo, I'informatica puo parlare di logica; la ricchezza delle
cose che una puo dire dell’altra e limitata solo dalla nostra comprensione dei
loro rispettivi linguaggi.

Venendo a noi, il ramo dell’informatica che tratteremo in modo specifico
sara la Teoria della Complessita Computazionale. Essendo una branca del-
Iinformatica, la teoria della complessita € ancor piu giovane di quest’ultima,
ed & un campo la cui esistenza vera e propria risale solo agli ultimi trent’an-
ni. Essa si occupa, sempre per porla in termini “interrogativi”’, di trovare
soluzioni a questioni del seguente tipo: qual € la quantita minima di risor-
se (ad esempio in termini di tempo impiegato) per calcolare, diciamo, la
somma di due numeri? In che modo essa ¢ legata alla grandezza dei due
numeri in gioco? La teoria della complessita ¢ uno dei tanti settori della
scienza nel quale si hanno di gran lunga pitt domande che risposte; il nostro
lavoro si puo vedere anche come un contributo, microscopico, al tentativo
di “risanare” questo bilancio.

Nella prima parte dell’esposizione, tratteremo il legame tra Logica ed Infor-
matica nei termini accennati sopra, mostrando come sia possibile utilizzare
la logica per analizzare i problemi di complessita computazionale. Nella
seconda parte, esamineremo un possibile approccio logico alla teoria della
complessita: presenteremo i sistemi gia esistenti che permettono di riformu-
lare in termini puramente logici i problemi di complessita, e concluderemo
introducendo una variante di tali sistemi, discutendone approfonditamente
le proprieta.

Poiché, come abbiamo abbondantemente sottolineato, il nostro strumen-
to di analisi dei problemi informatici sara la logica, il primo capitolo della
trattazione sara dedicato proprio ad un’introduzione ai sistemi di deriva-
zione logici. Qui si lavorerd ancora in ambito “tradizionale”, vedendo la

lettore; se egli e arrivato fin qui, tanto da leggere anche questa nota inutile, lo incitiamo
a proseguire almeno fino alla fine dell’introduzione. . .



logica nella sua veste piu abituale. Enunceremo alcuni dei risultati classici,
in particolare il Teorema di Cut-Elimination (sezione 1.3), che & la base della
corrispondenza di Curry-Howard.

Nel capitolo 2 dimenticheremo per un momento la logica e ci volgeremo
verso l'altro lato del confine su cui ci siamo posti, presentando tre model-
li tradizionali del calcolo: le macchine di Turing, le funzioni ricorsive e il
A-calcolo. Di quest’ultimo introdurremo anche la versione semplicemente
tipata (2.3.2), di fondamentale importanza in ambito logico.

I capitolo 3 & il cuore della prima parte, e mette assieme le nozioni in-
trodotte nei capitoli precedenti per giungere all’esposizione della gia citata
Corrispondenza di Curry-Howard, senza la quale nulla di quanto diremo nel
seguito avrebbe senso. Si ritornera dapprima in campo logico, introducendo
la Logica Intuizionista (3.1); poi, si presenterd un sistema di derivazione
alternativo a quello introdotto nel capitolo 1, all’interno del quale potremo
finalmente, tornando a parlare di A-calcolo, stabilire la nostra corrisponden-
za dimostrazioni/programmi (3.3).

II capitolo 4 e volto ad approfondire quanto esposto nel capitolo 3. In parti-
colare, una volta constatato che una dimostrazione puo essere vista come un
programma, ci occuperemo di stabilire quali programmi siano effettivamente
rappresentabili mediante la logica. Baseremo i nostri risultati principalmen-
te sul cosiddetto Sistema [, il cui potere espressivo, come vedremo nella
sezione 4.2, ¢ talmente elevato da poter considerare tale sistema un vero e
proprio linguaggio di programmazione. Faremo inoltre un accenno ad AF,
(Aritmetica Funzionale al secondo ordine), un sistema che “estende” F e nel
quale & possibile dimostrare alcune proprieta di correttezza dei programmi
davvero notevoli.

II capitolo 5 introduce finalmente la teoria della complessita computaziona-
le, esponendo la sua versione “standard” in termini di macchine di Turing.
Nel seguito (sezione 5.2) sara altresi considerato un altro possibile approccio
alla teoria della complessita, basato questa volta sulle funzioni ricorsive in-
trodotte nel capitolo 2. L’ultima sezione del capitolo & invece dedicata alla
rivisitazione del teorema di cut-elimination, vecchia conoscenza del capitolo
1, cui verrd data una lettura in termini di complessitd computazionale. In
particolare, stabiliremo che, nell’ambito della logica classica, non ¢ possibile
fornire alcuna caratterizzazione delle classi di complessita computazionale
(in termini di cut-elimination), lasciando perd aperta la questione dell’esi-
stenza di “frammenti” nei quali invece sia possibile affrontare i problemi di
complessita.

La seconda parte della trattazione si apre con il capitolo 6, il quale in-



troduce la Logica Lineare che, nata per tutti altri motivi, fornisce I'unica
soluzione attualmente disponibile al problema posto nel capitolo 5.

Nel capitolo 7 introdurremo una classe di oggetti completamente nuovi nel
mondo della logica, i quali costituiscono uno tra gli strumenti piu interes-
santi forniti dalla logica lineare, che prendono il nome di proof-net (reti
dimostrative). In sostanza, vedremo che le proof-net sono una presenta-
zione “parallela” delle dimostrazioni della logica lineare, le quali si riducono
essenzialmente a grafi aventi certe proprieta. Per mezzo delle proof-net, sara
possibile vedere il processo di calcolo presente in logica come un processo di
riscrittura di grafi.

Nel capitolo 8 esporremo, in modo molto sintetico, lo “stato dell’arte” della
rappresentazione delle classi di complessita computazionale in logica linea-
re. Introdurremo dunque alcuni frammenti della logica lineare che possono
essere visti come linguaggi di programmazione in grado di rappresentare
tutte e sole le funzioni di una certa classe di complessita. In particolare,
vedremo una caratterizzazione di ELEMENTARY (la classe delle funzio-
ni calcolabili in tempo elementare) e varie caratterizzazioni di P (la classe
delle funzioni calcolabili in tempo polinomiale da una macchina di Turing
deterministica).

Nell'ultimo capitolo, che ¢ il frutto del nostro lavoro di ricerca, presente-
remo una nuova caratterizzazione di P in termini di un sottoinsieme delle
proof-net della logica lineare. La presentazione sard molto dettagliata, ma
le conoscenze acquisite nel corso della lettura dei capitoli precedenti dovreb-
bero, speriamo, quantomeno evitare al lettore nuovo a questi argomenti la
sensazione che si stia parlando ostrogoto?®. II capitolo 9 sard diviso in quattro
sezioni: in 9.1 verrd definito il nostro sistema, che chiameremo LLL; in 9.2
verra esposta la sua dinamica (la procedura di cut-elimination ad esso asso-
ciata), investigando la possibilita di rappresentare le proof-net del sistema
per mezzo di una sintassi piu “idonea” a far funzionare la cut-elimination,
nota con il nome di nouvelle syntaze; in 9.3 verra dimostrata la PTIME-
correttezza di LLL, ovvero che Iinsieme delle funzioni programmabili nel
sistema e contenuto in P; la sezione 9.4 sara invece dedicata alla dimostra-
zione dell’inclusione inversa, cioe che la classe P & contenuta nell’insieme
delle funzioni programmabili in LLL. Cid completera il lavoro, dimostran-
do I'equivalenza fra il nostro sistema e la classe delle funzioni deterministiche
polinomiali.

20 una lingua particolarmente incomprensibile per chi conosca I’ostrogoto. . .
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Capitolo 1

I sistemi logici e la
cut-elimination

In questo primo capitolo faremo una rapidissima introduzione alla logica,
coprendo in qualche dettaglio gli aspetti che saranno piu di rilievo per il
sequito della discussione. In particolare, parleremo delle questioni basilari
della logica classica e dei sistemi di deduzione basati su di essa, presentando
il teorema di cut-elimination, risultato che costituisce le fondamenta del
legame logica/informatica.

1.1 La logica classica

E’ impossibile dire quanto sia antica nell’essere umano ’intuizione origina-
le del legame causa/effetto, la comprensione che il dopo possa dipendere in
qualche modo da quello che & venuto prima. E’ possibile pero dire che questa
& una delle proprieta fondamentali di quella che noi chiamiamo intelligenza,
e la gestione del concetto piu generale di legame logico € probabilmente alla
base del ragionamento umano. Implicitamente, dunque, la comparsa della
logica risale agli albori della nostra stessa esistenza.

Col tempo, quello che era uno strumento utilizzato per lo piu inconsapevol-
mente da parte di tutti ha cominciato a divenire oggetto centrale di studio,
alla ricerca dei meccanismi ad esso sottostanti. A partire dai matematici e
filosofi dell’antica Grecia, il ragionamento umano, in particolare quello ma-
tematico, € stato oggetto di una graduale formalizzazione; si € man mano
indagato sull’esistenza di leggi che governano lo snodarsi dei nostri percorsi
deduttivi, e si & tentato col tempo di fornire una definizione rigorosa delle
regole del pensiero umano, estrapolandone il funzionamento fondamenta-
le. Da questa ricerca nasce la logica matematica, il cui scopo originale e
appunto quello di ragionare sul ragionamento, di investigare il concetto di
consequenza logica e di isolare dunque i legami logici ben formati da quelli

13



14 CAPITOLO 1. ISISTEMI LOGICI E LA CUT-ELIMINATION

“fasulli”.

Dalla nascita delle “teorie assiomatiche” di Euclide, ai sillogismi di Ari-
stotele, alle regole logiche degli Scolastici, si e cosi arrivati fino al boom dei
formalismi logici d’inizio secolo scorso. La logica matematica moderna na-
sce proprio in quegli anni, sotto la spinta di una delle questioni scientifiche
fondamentali dell’epoca, vale a dire la dimostrazione della consistenza della
matematica. Quello che si tentava di fare, cosa che fu proposta in modo
“ufficiale” da parte di un matematico del calibro di Hilbert nel suo famoso
“secondo problema”, era di definire un sistema formale nell’ambito del qua-
le non solo tutta la matematica trovasse posto, ma il quale fosse anche in
grado di dimostrare la propria coerenza, costituendo cosi un mondo chiuso,
auto-contenuto, esente da contraddizioni.

Oggi sappiamo che il sogno di Hilbert non & realizzabile; il celeberrimo teo-
rema di incompletezza di Godel stabilisce che la chiusura dei sistemi formali
€ impossibile: per giustificare tutto cio che sta dentro si ha sempre bisogno
di qualcosa che sta fuori. Nonostante tutto, ’esplorazione dei sistemi dedut-
tivi logici che & stata compiuta nella prima parte del secolo scorso costituisce
ancora la base di tutti i risultati importanti della logica matematica contem-
poranea, non ultimi tra i quali quelli riguardanti 'Intelligenza Artificiale e
I'Informatica Teorica, che & 'ambito della nostra dissertazione.

Procederemo dunque con il presentare la logica matematica nella versio-
ne definitasi proprio in quel periodo; in particolare, sceglieremo di opera-
re inizialmente nel sistema conosciuto come Logica Classica, per il quale
introdurremo la nozione di linguaggio formale al primo ordine.

Definizione 1.1 (Linguaggio formale al primo ordine) Un linguaggio
formale al primo ordine per la logica classica ¢ un linguaggio il cui alfabeto
base é composto dai sequenti simboli:

e un insieme numerabile di simboli per variabili (o, pit semplicemente,
variabili), z,y, z, ...

e un insieme numerabile di simboli per funzioni (o, pit semplicemente,
funzioni), f*1, g2 hks ... dove ki, ko,ks,... indicano le aritd delle
funzioni. Se Uarita € zero, i simboli saranno detti simboli per co-
stanti (o, pit semplicemente, costanti); spesso l’arita verrd omessa,
chiaramente a patto che cio non causi problemi di ambiguita

e un insieme numerabile di coppie di simboli di predicato (o, piu sempli-
cemente, predicati), P¥1, Pkt QF2 —QF2, RFs —Pks ... dove ki, ko, k3, ...
indicano le arita dei predicati. I simboli la cui arita é zero saranno
detti simboli per variabili proposizionali (o, pit semplicemente, varia-
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bili proposizionali); spesso l’aritd verra omessa, chiaramente a patto
che cio non causi problemi di ambiguita

e Je costanti logiche T e F
e ; simboli logici -, A, V, =, V, 3
e 1 simboli di “punteggiatura” *.’, 7, ‘(" e ‘)’

Definiremo ora quelli che chiameremo i termini e le formule sul linguaggio:

Definizione 1.2 (Termine al primo ordine) Se L ¢ un linguaggio al pri-
mo ordine, i termini su L sono definiti induttivamente come seque:

e [e costanti e le variabili sono termini

e se [ éuna funzione k-aria, ety, ...t sono k termini, allora f(tq,...,tx)
é un termine

Definizione 1.3 (Formula al primo ordine) Se L ¢é un linguaggio al pri-
mo ordine, le formule su L sono definite induttivamente come seque:

e e costanti logiche sono formule
e e variabili proposizionali sono formule

e se P e =P sono due predicati di arita k, e se tq,...,tr sono k termini
sul linguaggio L, allora P(ty,...,tx) e =P (t1,...,tx) sono formule

e se A ¢ una formula, allora —A € una formula
e se A e B sono formule, allora ANB, AV B e A= B sono formule

e se Alz] é una formula che non contiene quantificatori (¥ e 3) e contie-
ne la variabile x, diremo che tutte le occorrenze di x sono libere. In tal
caso, Vx.A e dx.A sono anch’esse formule, e in esse tutte le occorrenze
della variabile x diventano vincolate. Nel caso in cui ci siano occor-
renze di oltre variabili nella formula A, tali occorrenze rimarranno
naturalmente libere

e se Alz] é una formula contenente una qualche occorrenza libera della
variabile x, allora Vz.A e dx.A sono formule, e anche in tal caso tutte
le occorrenze di x non saranno piu libere

Le formule che sono costanti logiche o variabili proposizionali sono dette
anche formule atomiche. Le formule che contengono variabili libere sono
dette aperte; quelle che invece non ne contengono sono dette chiuse. Se
Alzi,...,zy] € una formula aperta in cui le variabili libere sono z1, ..., z,,
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allora chiameremo chiusura universale e chiusura esistenziale di A le formu-
le, rispettivamente, Vz1....Vz,.A e dzq....dz,.A.

E’ interessante notare come, nella definizione dei termini e delle formule,
si & fatto ricorso ad un meta-linguaggio, piu esteso del linguaggio al primo
ordine di cui si sta parlando. I simboli ¢1,...,¢; che denotano i termini sono
esempi di meta-simboli; cosi lo sono anche i simboli per le formule come A e
B, e la notazione A[z]. Nel seguito, sara utilizzata un’altra meta-notazione
simile, per indicare la sostituzione di termini a variabili: se £ & un linguaggio
al primo ordine, e se ¢t & termine di £ e A[z] una formula di £ contenente
occorrenze libere di z, allora A[t/z] denotera la medesima formula all’in-
terno della quale tutte le occorrenze di z sono state sostituite dal termine
t. Inoltre, precisiamo fin d’ora un abuso di linguaggio che commetteremo
spessissimo nel corso dell’esposizione, costituito dalla confusione arbitraria,
dei concetti di formula e occorrenza di formula.

Il calcolo logico che si puo costruire sulle formule della logica classica al
primo ordine (su un certo linguaggio £) & spesso chiamato anche calcolo
dei predicati. A tal proposito, esiste una versione piu semplice, detta cal-
colo proposizionale, che si ottiene definendo i linguaggi proposizionali come
sottoinsiemi di quelli al primo ordine:

Definizione 1.4 (Linguaggio formale proposizionale) Un linguaggio for-
male proposizionale € un linguaggio basato sul sottoinsieme dell’alfabeto di
un linguaggio al primo ordine, ottenuto togliendo dall’alfabeto di partenza
tutti ¢ simboli di variabile, © simboli per funzioni di qualsiasi arita, e i sim-
boli di predicato di arita non nulla; inoltre, sono esclusi i simboli logici V e

3, e ¢ simboli di punteggiatura “.’ e ‘.

E’ chiaro che per un linguaggio proposizionale non ha piu senso parlare di
termini; le formule su un linguaggio proposizionale sono invece definibili nel
seguente modo:

Definizione 1.5 (Formule proposizionali) Le formule su un linguaggio
proposizionale £ sono definibili induttivamente come seque:

e e costanti logiche sono formule

e le variabili proposizionali sono formule

e se A ¢ una formula, A ¢ una formula

e se A e B sono due formule, ANB, AV B e¢ A= B sono formule

I linguaggi introdotti fin qui sono, da soli, perfettamente inutili. Essi infatti
sostanzialmente non parlano di nulla; sorge la necessita fondamentale di
attribuire ai simboli della logica classica (proposizionale o al primo ordine)
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un qualche significato, una qualche interpretazione che definisca quale sia
loggetto dei “discorsi” che si possono costruire con tali linguaggi. Il compito
di riempire questo vuoto esistenziale € quello della semantica dei modelli, che
attribuisce un ambito ben preciso ai termini e un valore di verita (del tipo
vero o falso) alle formule!. Definiamo allora il concetto di interpretazione?
di un linguaggio al primo ordine L:

Definizione 1.6 (Interpretazione) Se L ¢é un linguaggio al primo ordine,
e D un insieme non vuoto che chiameremo dominio, un’interpretazione o
e un’applicazione che mette in corrispondenza 1 termini di L ai sequenti
oggetti:

e se x ¢ una variabile, o(z) € D
e se ¢ & una costante, o(c) € D

e se f & un simbolo di funzione di arita k, ad f viene associata una
funzione |f| : D¥ — D, e dunque, se ty,...,t, sono k termini di L,

o(f(ty,...,tg)) =|f|(c(tr),...,o(ty)) € D

L’interpretazione dunque stabilisce di cosa parla il linguaggio £. La realiz-
zazione invece stabilisce di cosa parlano le formule su £, e in che modo esse
vadano lette. Sia, nel seguito, 2 = {0, 1}.

Definizione 1.7 (Realizzazione) Se L é un linguaggio al primo ordine, o
un’interpretazione di dominio D su tale linguaggio, chiamiamo realizzazione
su L un’applicazione p(o) dalle formule di L all’insieme 2 cosi fatta:

e alle formule atomiche viene associato un elemento di 2 arbitrario, ad
eccezione delle costanti logiche, per le quali é

plo)(T) =1
p(o)(F) =0

e se P e =P sono due predicati k-ari, allora ad essi vengono associate
due relazioni |P|,|~P| C D tali che |P|N|=P| =0 e |P|U|-P| = DF,
cosi che, se ty,...,t, sono k termini di L,
p(o)(P(t1,...,tg)) =1 sse (o(t1),...,0(tx)) € |P|
p(o)(=P(t1,...,tx)) =1 sse (o(t1),...,0(tx)) & |P|

!Vedremo nel seguito, anche se solo accennandolo, che questo non & 'unico tipo di
semantica che puo esistere in logica; in particolare, a livello di teoria della dimostrazione
e in ambito informatico hanno enormemente piu importanza le cosiddette semantiche
denotazionali.

2In merito alla nomenclatura c'¢ da fare una precisazione: quella che noi chiamiamo
interpretazione € da alcuni chiamata assegnazione, e chi fa questa scelta molto proba-
bilmente si riferisce a quella che noi chiameremo realizzazione proprio con il termine di
interpretazione, il ché puo essere causa di fastidiosissime confusioni. Anche sulle cose piu
stupide, mettersi d’accordo non ¢ mai banale...




18 CAPITOLO 1. ISISTEMI LOGICI E LA CUT-ELIMINATION

e se A ¢ una formula, p(o)(—A) =1 — p(o)(A)

e s¢e A e B sono due formule,
p(0)(A A B) = p(o)(A) - p(o)(B)
p(0)(AV B) =1—p(o)(=A) - p(o)(-B)
p(o)(A = B) =p(o)(-AV B)

e se Alx] ¢ una formula contenente occorrenze libere della variabile x,
p(o)(Vx.A) = 1 sse, per ogni termine t del linguaggio, p(o)(Aft/z]) =1
p(o)(Fz.A) =1 — p(o)(Vz.—A)

E’ chiaro che, se agli elementi di 2 associamo i significati di vero e falso, le
realizzazioni non fanno altro che attribuire alle formule il valore di verita
che ci aspetteremmo: A A B € vera se e solo se sono vere sia A che B, AV B
& vera se e solo se almeno una delle due & vera, e cosi via.

Possiamo a questo punto introdurre il concetto fondamentale di modello
(al primo ordine):

Definizione 1.8 (Modello al primo ordine) Sia £ un linguaggio al pri-
mo ordine, o un’interpretazione e A una formula su tale linguaggio, conte-
nente le variabili libere x1,...,z,. Allora, diremo che la realizzazione p(o)
¢ un modello di A, e scriveremo

p(0) | A

se e soltanto se, per qualunque scelta di n termini t1,...,t, di L, si ha

p(o)(Alt1/z1, ..., th/zn)) =1

Osserviamo che la validita di una formula aperta in un modello & equivalente
a quella della sua chiusura universale. Per questo motivo, quando si parla
di modelli si considerano in genere solamente formule chiuse, nel qual caso
non ha piu importanza specificare la particolare interpretazione utilizzata,
contando solo il dominio di essa. Dunque, se A & una formula chiusa e M
una realizzazione, “M & modello di A” (o anche “A & valida in M”) si scri-
vera semplicemente come M |= A

Dalla validita di una singola formula si puo passare rapidamente alla validita
di un insieme arbitrario di formule:

Definizione 1.9 Sia S un insieme di formule chiuse del linguaggio al primo
ordine L e M una realizzazione per tale linguaggio; allora, diremo che M ¢
modello di S, e scriveremo

MES
se e solo se, per ogni formula A di S, M = A.
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Arriviamo cosi ai concetti chiave di soddisfacibilita, consequenza logica e
veritd logica, che definiremo di seguito:

Definizione 1.10 (Soddisfacibilita) Una formula chiusa A é soddisfaci-
bile se e soltanto se esiste una realizzazione M tale che M |= A. Allo stesso
modo, un insieme di formule chiuse S ¢ soddisfacibile se e soltanto se esiste
una realizzazione M tale che M |= S.

Viceversa, diremo che una formula A [un insieme S] ¢é insoddisfacibile se
non ammette modelli.

In merito alla soddisfacibilita, esiste il seguente teorema fondamentale:

Teorema 1.1 (Teorema di Compattezza) Sia S un insieme infinito di
formule. S ¢ soddisfacibile se e soltanto se ogni sottoinsieme finito S, di

S ¢ soddisfacibile.

La dimostrazione del teorema di compattezza viene omessa in questa sede;
il lettore interessato la potra trovare, ad esempio, in [7].

Definizione 1.11 (Conseguenza logica e verita logica) Sia A una for-
mula e S un’insieme di formule. Denotiamo con Mod(A) e Mod(S) rispet-
tivamente ’insieme dei modelli di A e di S. Diremo che A é conseguenza
logica di S, e scriveremo

SEA

se e soltanto se
Mod(S) C Mod(A)

Nel caso in cui S sia linsieme vuoto, scriveremo

= A

e, poiché ovviamente tutte le realizzazioni sono modelli dell’insieme vuoto,
questa notazione significhera che A ¢ soddisfatta anch’essa da tutti i modelli;
diremo allora che A ¢ una verita logica.

11 significato intuitivo di S }= A & che, ogni volta che sono vere tutte le for-
mule di S, dev’essere necessariamente vera anche A; una veritd logica invece
¢ appunto una formula che ¢ “sempre vera”.

Anche nel caso della logica classica proposizionale si possono fornire re-
strizioni opportune delle definizioni introdotte fin qui, e dare validitd anche
in tale ambito ai concetti di modello, soddisfacibilita, conseguenza logica e
verita logica; non ci interessa pero entrare nel dettaglio della cosa.

Quello che ¢ interessante accennare ¢ che esiste invece un’estensione della
logica proposizionale che include i quantificatori, detta logica proposizionale
al secondo ordine. 1 linguaggi formali alla base di tale logica sono definiti in
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modo analogo a quanto fatto per il caso proposizionale e del primo ordine;
in particolare, si prende la definizione di un linguaggio proposizionale e si
aggiunge la possibilita di quantificare (esistenzialmente o universalmente)
sulle variabili proposizionali. Ad esempio, se P & una variabile proposizio-
nale, la formula VP.((P = P) = (P = P)) ¢ una formula proposizionale al
secondo ordine. Il significato intuitivo della quantificazione universale al se-
condo ordine ¢ il seguente: la formula VP. A & vera se € soltanto se qualunque
formula B si scelga per rimpiazzare le occorrenze di P, A[B/P] ¢ vera. Per
I’esistenziale ovviamente vale il discorso esattamente duale. L’introduzione
dei quantificatori aumenta 1’espressivita del sistema; ad esempio, & possibile
eliminare dalla sintassi le costanti logiche T e F, giacché quest’ultima puo
essere sostituita dalla formula VP.P, che ¢ logicamente equivalente al falso
(cioe M & un modello di YP.P se e soltanto se M & un modello di F, ov-
vero VP.P non ha modelli — lasciamo al lettore curioso la soddisfazione di
controllare che sia effettivamente cosi!). L’eliminazione delle costanti logi-
che ¢ un guadagno risibile rispetto al guadagno che si ottiene dal punto di
vista dell’espressivita computazionale; ma questo sara oggetto dei capitoli a
venire.

Per contro, I'utilizzo contemporaneo dei quantificatori al primo e al secon-
do ordine (definendo quindi quella che ¢ la logica classica al secondo ordine)
fornisce un aumento enorme del potere espressivo, consentendo di poter par-
lare non solo di oggetti di un certo dominio ma anche, allo stesso tempo,
di sottoinsiemi qualunque del medesimo dominio. Ad ogni modo, non ci
avventureremo minimamente nella presentazione dei modelli al secondo or-
dine, neanche nel caso proposizionale; basti sapere che esistono, e che per
essi si possono definire gli stessi concetti che per i modelli al primo ordine.

1.2 1l calcolo dei sequenti

Fin qui abbiamo parlato di linguaggi formali (proposizionali, al primo or-
dine, al secondo ordine e cosi via), definendo le formule su tali linguaggi a
attribuendo loro un significato tramite i modelli. Sappiamo ad esempio cosa
significa che una formula & conseguenza logica di altre due formule, e cosa
significhi che un’altra formula ¢ una veritd logica o che ¢ insoddisfacibile.
Tuttavia, non abbiamo ancora mai accennato a come si pud mostrare la
validita di tali proprieta per talune formule, e la non validita per talaltre.
Non abbiamo cioé introdotto un concetto cruciale della logica, che ¢ quello
di dimostrazione.

Quando si parla di dimostrazioni, se ne vorrebbe poter avere a disposizione
una rappresentazione concreta, che consenta di prendere un qualche oggetto
e dire, ad esempio, “questa € una dimostrazione della formula A”. Il compito
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di ridurre il concetto astratto di dimostrazione a qualcosa di manipolabile
a livello simbolico spetta alla sintassi della logica, e in particolare a tutta
una branca che si & sviluppata a partire dall’inizio del secolo scorso e che ha
preso il nome di Teoria della Dimostrazione.

In questa sede adotteremo un approccio molto semplicistico alla questione,
riducendoci a presentare solamente quegli aspetti della teoria della dimostra-
zione che sono d’interesse per l'informatica teorica. In particolare, non par-
leremo inizialmente di dimostrazioni di formule ma piuttosto di derivazions
di sequenti. Anzitutto dunque occorre dare la definizione di sequente:

Definizione 1.12 Siano I' e A due liste ordinate di occorrenze® di formule
(eventualmente vuote), pari rispettivamente a C1,...,Cp, € Dy,...,D,. Se
A ¢ una lista di formule, denoteremo d’ora in poi con |A| il numero di
formule che la compongono; in questo caso ad esempio si ha [I'| = m e
|A| =n. L’oggetto sintattico che denoteremo con

kA

sard chiamato sequente, e st leggera “Gamma tesi Delta”. Il significato
di tale notazione & che esiste una dimostrazione del fatto che, se tutte le
formule di I' sono vere, allora & vera almeno una delle formule di A. Le
formule di T saranno dunque dette premesse del sequente e le formule di A
conclusioni del sequente.

Il sequente asserisce dunque l’esistenza di una dimostrazione della verita
della disgiunzione delle sue conclusioni a partire dalla verita della congiun-
zione delle sue premesse*. Inoltre, & chiaro che, a priori, alcuni sequenti
asseriranno legami logici validi, altri no.

Vale la pena analizzare tre casi particolari di sequente, in modo da chiarire
ancor piu il significato intuitivo di tale notazione:

e il sequente F A, ottenuto quando |I'| = 0, significa che esiste una
dimostrazione del fatto che almeno una formula di A & sempre vera;

e il sequente I' I, ottenuto quando |A| = 0, significa che esiste una
dimostrazione della contraddittorieta delle formule di I', ovverosia che
non possono essere tutte quante vere allo stesso tempo: supporre che
lo siano porta ad un assurdo;

3In questo caso & importante precisare che si tratta di occorrenze di formule e non
semplicemente di formule; infatti, una lista I' puo contenere piu occorrenze della medesima
formula, come nel caso della lista I' = A, A, B. Avendo chiarito questo punto, d’ora in
avanti proseguiremo ad adottare la gid menzionata confusione tra i due concetti.

%Si badi attentamente al fatto che il sequente non dice nulla riguardo a come sia fatta
tale dimostrazione; questo punto sard sviluppato pil avanti (vedi sezione 3.2)
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e il sequente vuoto, I, ottenuto quando |I'| = |A|] = 0, ¢ il disastro
totale della logica: significa che esiste una dimostrazione dell’assurdo,
asserendo dunque la contraddittorieta fondamentale del sistema logico
all’interno del quale viene derivato.

Sappiamo ora cos’e un sequente e qual € il suo significato intuitivo, che
consiste nell’esprimere sintatticamente la dimostrabilita di un legame logi-
co semantico. Ma come si pud prendere un sequente e stabilire se quanto
asserisce ¢ valido o no? La risposta sta in quello che viene chiamato calcolo
dei sequenti, introdotto originariamente da Gentzen all’inizio degli anni ’30.
Il calcolo dei sequenti fornisce delle regole per poter derivare un sequente
a partire da altri sequenti. Esso fornisce un modo per costruire una nuova
dimostrazione conoscendo la validita di altre: poiché infatti un sequente as-
serisce l'esistenza di una dimostrazione, il passare da uno o piu sequente/i
ad un altro significa asserire ’esistenza di una dimostrazione a partire da
altre.

Quello che serve anzitutto ¢ un punto di partenza, un sequente che non
dev’essere costruito a partire da altri. Bisogna cioe trovare dei sequenti che,
intuitivamente, proclamino di rappresentare dimostrazioni talmente banali e
ovvie la cui esistenza € praticamente incontestabile. Questo sara il punto di
partenza di tutta la logica, 'unico assioma che dovra essere preso cosi com’e
senza, possibilita di spiegazioni. I sequenti in questione sono quelli ottenuti
mediante la prima regola che introduciamo per il calcolo dei sequenti della
logica classica, e che & la regola dell’identita (talvolta detta appunto, come
nel nostro caso, assioma):

ax
AFA

dove A ¢ una formula qualsiasi del linguaggio scelto, sia esso proposizionale,
del primo ordine o di qualsiasi altro genere. La riga orizzontale posizionata
sopra il sequente ¢ detta linea di derivazione; essa serve appunto ad indica-
re che, in base alla regola annotata sulla destra della riga stessa, ¢ possibile
derivare il sequente in basso a partire dai sequenti che sono al di sopra della
riga. In questo caso al di sopra non c’¢ nulla; la regola dell’assioma dice
infatti che, a partire dal vuoto, & possibile asserire la validita del sequente
A F A, qualunque sia A. In altre parole, I’“atto di fede” che il calcolo dei
sequenti ci propone di fare ¢ di credere che esiste sempre una dimostrazione
di A a partire da A stessa, vale a dire che ci dobbiamo convincere senza
ulteriori spiegazioni del fatto che “se A ¢ vera, allora A & vera”. Tutto som-
mato non € un grande sforzo. ..

La seconda regola del calcolo dei sequenti che introdurremo, che costitui-
sce assieme all’assioma il gruppo delle regole dell’identita, & la cosiddetta
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regola del taglio, detta piu semplicemente cut:

IFAA T AFA
I,T'F A, A

cut

La regola del taglio permette di comporre due dimostrazioni in qualche mo-
do “complementari”, nel senso che una ha A come conclusione e ’altra come
premessa, in modo da costruire una nuova dimostrazione in cui A non com-
pare piu. La funzione di A dunque € quella di fare da “ponte” tra due
dimostrazioni; il cut quindi non & null’altro che una formalizzazione dell’uso
abituale dei lemms nel corso delle dimostrazioni: se non so dimostrare di-
rettamente B, posso cercare di dimostrare che da A segue B e dimostrare
poi A, cosa che magari & piu semplice da fare. Questa versione particolare
della regola del taglio esprime anche il principio logico universalmente noto
come modus ponens:

FHA AFB

FB

I1 modus ponens e considerato da molti come una delle basi di tutti processi
cognitivi e deduttivi umani, e sembrerebbe dunque una regola assolutamente
fondamentale del calcolo dei sequenti. Tuttavia, la vita € piena di sorprese,
e nella prossima sezione vedremo come quest’idea apparentemente valida
possa essere contraddetta in modo radicale.

cut

Un’osservazione: se proviamo a controllare, troviamo che il sequente a con-
clusione della regola del taglio € ancora valido qualora lo siano quelli di
partenza, ovvero continua a rispettare il suo significato intuitivo qualora gli
altri lo rispettino: se tutte le premesse del sequente sono vere, allora alme-
no una sua conclusione ¢ vera. Infatti, supponendo che i due sequenti di
partenza siano “buoni”, I" e I contengono tutte formule vere, e anche A
& vera perché compare a sinistra; dunque A potrebbe non contenere alcu-
na formula vera, ma A’ ne contiene senz’altro una. Allora la conclusione
della regola ha tutte formule vere a sinistra e almeno una formula vera a
destra, e quindi le cose funzionano. Questo fatto non € una coincidenza,
ma una proprieta fondamentale del calcolo dei sequenti, detta proprieta di
correttezza, o di validita. La morale della proprieta di correttezza € che il
calcolo dei sequenti preserva la verita delle formule dall’alto verso il basso.
Dal basso verso 'alto vale la proprietd duale: cio che si preserva e la falsita.
Noi verificheremo esplicitamente la correttezza solo nel caso gia esaminato
del cut, lasciando al lettore curioso la facolta di constatare che tutte le altre
regole che introdurremo sono anch’esse corrette.

Presentiamo ora il gruppo delle regole logiche, cioe le regole che introdu-
cono costanti logiche, connettivi logici e quantificatori. Tali regole saranno
sempre a coppie: una regola per introdurre il connettivo a sinistra e una
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regola per introdurre il connettivo a destra del sequente. Inoltre, le regole
per le costanti logiche e quelle per i connettivi A e V avranno due versioni,
che chiameremo formulazione additiva e formulazione moltiplicativa. Tale
nomenclatura non esisteva nella definizione originale di Gentzen; € un utile
anacronismo introdotto alla luce della scoperta della Logica Lineare (avve-
nuta a piu di cinquant’anni di distanza), della quale parleremo nel capitolo 6.

Introduciamo anzitutto le regole per la negazione e 'implicazione, che hanno

un’unica formulazione®:
FAA A FA
T-ArA Tr-AA
'kAA I',B+F A’ A - B,A
IT As BrAA TFA=BA

Come si vede, la negazione consente di trattare il simbolo - un po’ come
un’uguaglianza in un’equazione: le formule possono spostarsi da un lato al-
I’altro ma “cambiano di segno”. La giustificazione di tale comportamento
e chiara se si considera il significato intuitivo dei sequenti: da F A, che si-
gnifica che esiste una dimostrazione del fatto che A & sempre vera, si potra
certamente ottenere —A I, il cui significato & esattamente lo stesso, cioe = A
non pud mai essere vera.

Le regole dell’implicazione sono abbastanza semplici da comprendere. In
particolare, I'introduzione dell’implicazione a destra conferma l'impressio-
ne, che il lettore attento avra senz’altro avuto, del fatto che il simbolo
¢ assimilabile ad un’implicazione logica: a livello intuitivo A - B & molto
simile, anche se completamente diverso a livello formale, a A = B.

Passiamo ora alla formulazione additiva delle regole per le costanti e per
gli altri connettivi logici:

(nessuna regola sinistra) TET.A TaR

T AFA T,B,- A T'-A,A TFBA
— Aall — Aal2
I, AABF A I, AABF A T'HAAB,A

AaR

I.FFA Fal (nessuna regola destra)

I AFA T,BFA THAA T+ B,A
Val

—  VaR1 ———  VvaR2
ILAVBFA TFAVB,A TFAVB,A

°In realtd anche le regole dell’implicazione avrebbero due versioni, e quella che noi
presentiamo sarebbe classificata come moltiplicativa. Si da il caso pero che 'implicazione
additiva sia una sorta di mostriciattolo, il cui utilizzo & piu che raro; di conseguenza, per
non complicare troppo le cose, tralasceremo questo particolare.
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E’ evidente la profonda simmetria che c’¢ tra ciascuna regola e la sua dua-
le; questa simmetria ¢ una delle caratteristiche piu eleganti del calcolo dei
sequenti, e sard presente anche nella formulazione moltiplicativa che intro-
durremo fra breve.

Sul gruppo di regole additive ci sono un paio di osservazioni da fare. Le
liste I' e A che compaiono nelle regole AaR e Val, che in generale (non so-
lo nel caso additivo) chiameremo il contesto della formula principale, sono
esattamente le stesse sia nella premessa destra che nella premessa sinistra;
i contesti dunque vengono per cosi dire “unificati” dalle due regole. Inol-
tre, nelle regole sinistre per la A e destre per la V, viene aggiunta una
formula arbitraria, senza alcun legame con 'altra formula o con il contesto.
Queste caratteristiche sono alla base della distinzione con la formulazione
moltiplicativa, che ¢ invece la seguente:

iTmL — 7TmR
I,TFA =T
T A,BFA T4,A T'FB,A
TANBEA ™ T FANBAA ™
— FmL ime
Fr L+F,A
TAFA T, BFA I+ A B,A
LT AVBEAA TrAvBA ™

Come gia accennato, la differenza tra la formulazione additiva e quella mol-
tiplicativa e chiara: nel primo caso le formule derivate nelle premesse di-
pendono dallo stesso contesto, e tale contesto viene unificato; nel secondo
caso i contesti possono essere differenti, e dunque vengono mantenuti sepa-
rati nella conclusione. Allo stesso modo, la A a sinistra e la V a destra,
nel caso moltiplicativo, non aggiungono nessuna nuova formula al sequen-
te; queste due regole in pratica formalizzano sintatticamente il significato
intuitivo delle virgole che separano le formule nei sequenti: congiunzioni a
sinistra e disgiunzioni a destra.

Con le regole che abbiamo fin qui a disposizione possiamo cominciare a
costruire alcune brevi ma interessanti derivazioni, le quali mostrano come la
regola dell’assioma racchiuda tre principi fondamentali della logica. Eccone
intanto una:

ax
AFA

—_— =
FA=A

Questa derivazione spiega ’altro nome che abbiamo dato all’assioma; essa

infatti consente di dire che vale il cosiddetto principio dell’identita, che si

L
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riassume appunto nella formula A = A: dalla veritd di A segue la verita
di A stessa. Queste altre due, perfettamente simmetriche, mostrano invece
come I’assioma racchiuda in sé anche, rispettivamente, il principio del terzo
escluso (tertium non datur) e il principio di non contraddizione:

AFA AFA
—— =R —_— L
- A A A —Ar
—— VmR — AmL
C oAV A AN—AL

Il principio del terzo escluso significa intuitivamente che o A & vera, oppure &
vera la sua negazione; i valori di verita che le formule possono assumere sono
solo due, non esiste una terza possibilita. Il principio di non contraddizione
asserisce invece che non e possibile che una formula e la sua negazione siano
vere allo stesso tempo; supporre tale situazione porta automaticamente ad
un assurdo. Questi due principi, assieme con il gia citato principio d’iden-
titd, sono i fondamenti della logica classica e sono alla base della nostra
concezione intuitiva del significato che una formula della logica matematica
deve avere. E’ dunque ragionevole che siano inclusi tutti e tre nell’unico
assioma del calcolo dei sequenti.

Se ci fermassimo qui, avremmo effettivamente completato ’esposizione delle
regole logiche per il calcolo dei seguenti nel caso proposizionale. Nel caso
del primo ordine, occorre invece stabilire come funzioni I'introduzione dei
quantificatori:

LAt F A '+ Alz], A

— v ————— WR(%)
V. AFA FFVz.A A

L Azl - A A, A
— dL(% — 3R
dz.AFA 'Fdz. A A

La condizione aggiuntiva (x) per le regole VR e 3L & che la variabile  non
abbia occorrenze libere nel contesto, cio¢ in nessuna formula di I' o A. 11
significato di tale condizione diventa chiaro osservando la regola destra per
il quantificatore universale, che corrisponde ad una dimostrazione di una
proprieta di validita generale. Tali dimostrazioni di solito sono caratteriz-
zate dal fatto che, preso un oggetto qualsiasi del dominio di interesse, si
mostra la validita di una certa proprietd per quell’oggetto ma senza fare
ipotesi particolari su di esso; cid autorizza, alla fine della dimostrazione, a
dire che quello che si ¢ mostrato valido per quell’oggetto vale anche per tutti
gli altri, visto che esso potrebbe essere rimpiazzato nella dimostrazione da
qualsiasi altro oggetto senza che cio faccia la minima differenza. In termini
di linguaggio logico al primo ordine, l’oggetto generico € rappresentato pro-
prio dalla variabile z. Di conseguenza, se questa comparisse libera dentro
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altre formule nel sequente, significherebbe che la validitd di A dipende dalla
validita (o non validita) di altre formule che parlano sempre di z, e dunque
tale oggetto non sarebbe piul veramente generico.

Questo completa l'esposizione di tutte le regole logiche possibili. Nel ca-
so di logiche di ordine superiore, le regole per i quantificatori si possono
modificare in modo ovvio per introdurre V e 3 a qualsiasi ordine, basta na-
turalmente considerare non piu simboli di variabile come x ma, ad esempio
nel caso del secondo ordine, simboli di variabile proposizionale come P, e
cosi via. La condizione (x) rimane sempre la stessa.

Per completare il calcolo, mancano perod ancora tre regole, le cosiddette
regole strutturali, che introduciamo qui di seguito:

[, A BT FA TFA A B, A
—FFFFF XL XR
[,B,AT FA TFA, B, AN
LA AFA TFAAA
—FFF—F—F  CL ——F—F—F—— CR
T,AFA THAA
TFA A
—— WL — WR
AR A TFAA

Le regole strutturali si chiamano cosi perché non hanno nulla a che ve-
dere con la semantica dei connettivi logici e delle formule in generale; al
contrario, esse agiscono sulla struttura delle dimostrazioni che i sequenti
rappresentano, determinandone alcune proprieta che in logica classica sono
fondamentali:

X La regola di scambio, o exchange, serve a dire che ’ordine con il quale
compaiono le formule nella premessa e nella conclusione del sequente
non ha assolutamente importanza. Effettivamente, scrivendo 4, B+ C
non si ha la minima intenzione di dire che C puo essere ottenuta solo
se A & vera prima di B, poiché cio in logica classica non ha alcun senso.
Tra le altre cose, I’exchange permette di dimostrare sintatticamente la
commutativita dei connettivi A e V.

C La regola della contrazione, o semplicemente contrazione, asserisce che
la validita di un legame logico fra premessa e conclusione di un sequente
non dipende dal numero di copie della stessa formula che si presentano
nel sequente stesso. Cio corrisponde a dire ad esempio che, riferendoci
alla parte sinistra dei sequenti, se una formula & vera, essa lo & quante
volte si vuole: se per dimostrare B ho dovuto supporre la verita di
A due volte (A, A - B), in realtd mi basta che quest’ultima formula
sia vera, giacché se lo ¢ lo sard una volta per tutte (A F B); in logica
classica tutto cid ha perfettamente senso.
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W La regola dell’indebolimento, o weakening, esprime invece la possibilita
di aggiungere ad una dimostrazione ipotesi o conclusioni arbitrarie: se
ho dimostrato che C segue da A, non c¢’¢ nulla di male a dire che
C segue sia da A che da B; la dimostrazione di quest’ultima asser-
zione si ottiene dall’altra semplicemente ignorando 'ipotesi aggiunti-
va. Di nuovo, nell’ambito della logica classica questo ragionamento e
perfettamente ammissibile.

Come abbiamo detto, '’exchange serve a dimostrare la commutativita dei
connettivi logici, ma ¢ in realtd indispensabile per poter manipolare in mo-
do flessibile i sequenti. Le regole della contrazione e del weakening giocano
invece un ruolo fondamentale rispetto alla struttura delle altre regole del
calcolo dei sequenti. Grazie a tali regole, la distinzione tra formulazione
additiva e formulazione moltiplicativa diventa solo una questione di nomen-
clatura. Utilizzando le regole strutturali si puo infatti mostrare come le due
formulazioni siano perfettamente equivalenti: si puo scegliere di buttarne via
una delle due, o di utilizzarle entrambe a piacimento; ai fini della derivabi-
lita nel calcolo dei sequenti classico non ha alcuna importanza. Vedremo che
questa non & 'unica diavoleria dovuta alle regole strutturali; in particolare,
il weakening e il principale responsabile della non-costruttivita della logica
classica (vedi 3.1), mentre la contrazione & la causa dell’esplosione incon-
trollabile della complessita dei sistemi logici (vedi 5.3). Per una discussione
piu approfondita sulle regole strutturali, e su come la loro “ristrutturazio-
ne” porta alla definizione di una nuova logica (la logica lineare appunto),
rimandiamo al capitolo 6.

Il calcolo dei sequenti al primo ordine che abbiamo cosi introdotto pren-
de il nome di sistema LK. Con esso, abbiamo finalmente a disposizione un
calcolo sintattico che ci permette di dimostrare enunciati logici. In partico-
lare, per creare definitivamente il ponte tra sintassi e semantica, diamo la
seguente definizione:

Definizione 1.13 Sia £ un linguaggio al primo ordine, Ci,...,Cp e Dy, ...
formule chiuse su tale linguaggio, e M una realizzazione per L. Diremo che
M ¢ modello del sequente Cy,...,Cp = Dy,..., Dy, e scriveremo

ME(C,...,CpnF Dy,...,Dy)
se e soltanto se
ME(CLAN...NCy) = (D1 V...V Dy)
In questo modo abbiamo formalizzato la semantica intuitiva che avevamo

fin qui attribuito ai sequenti.

Sulla base della definizione appena introdotta, & possibile dimostrare il
seguente teorema:
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Teorema 1.2 (Correttezza di LK) Se I' - A ¢ derivabile in LK, allora
E (T FA)

Dimostrazione. La proprieta di correttezza delle regole del calcolo dei se-
quenti garantisce la validita del teorema. La dimostrazione & una semplice
induzione strutturale sulla lunghezza delle derivazioni, che omettiamo. [

Il teorema di correttezza dunque asserisce la validita del passaggio dalla
sintassi alla semantica: un risultato trovato a livello sintattico ha senz’altro
un corrispondente a livello semantico. Cio, pur essendo confortante, non e
per nulla sorprendente. Molto meno banale & invece il seguente risultato,
che garantisce la validita del passaggio inverso:

Teorema 1.3 (Completezza di LK, Goédel) Sel= (I'+ A) allora I' - A
e derivabile in LK.

Dimostrazione. Omessa; si veda, ad esempio, [7]. O

La versione (equivalente) che normalmente si da per il teorema di comple-
tezza di Godel, che chiarisce meglio 'importanza del risultato, & la seguente:
data una formula A, se essa € vera, allora & derivabile; altrimenti, esiste un
modello di —A.

1.2.1 1l calcolo dei sequenti “one-sided”

Il lettore attento avra certamente notato che, sfruttando la regola per la
negazione a destra di LK, si pud dimostrare banalmente la validita della
seguente proposizione:

Proposizione 1.1 Se in LK é derivabile il sequente I' = A, allora é an-
che derivabile il sequente = =", A, dove —I' indica la sequenza di formule
contenente tutte le formule di I' negate.

A partire da questa osservazione, diventa chiara la possibilita di fornire una
versione cosiddetta “one-sided” di LK, in cui viene utilizzato solamente il
lato destro dei sequenti. La comodita di una rappresentazione del genere ¢
evidente: il numero di regole necessarie a descrivere il calcolo praticamente
si dimezza. Inoltre, si puo rimuovere dalla sintassi il connettivo =-, ponendo
la formula A = B come semplice abbreviazione della formula —A V B.

Riportiamo dunque qui sotto la versione “one-sided” di LK, che sara utile
nel seguito (capitolo 6) quando introdurremo la logica lineare:

» Regole dell’identita

N FT, A R A A
ut
F-4,4 FT,A i
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» Regole strutturali
FI,A B, A FIT'VAA FI
—X —C W
FI,B,A A FT,A FIT,A

» Regole logiche additive

FT,A FI,B

Ta Aa
F0T -T,AANDB
FIA FI,B
(nessuna regola per F) — val — va2
FIVAV B FTAV B

» Regole logiche moltiplicative

~T,A +A,B

— Tm

=T FT,A,AANB

T T, A, B
Fm — Vm

T, F FT,AV B

» Regole logiche per i quantificatori

FT,A FT, At
— v (%) —3
FI,Vz.A FT,dz.A

Come al solito, la condizione (x) significa che la variabile z (al primo ordine
in questo caso, ma a qualsiasi altro ordine in generale) non deve essere libera
in I.

1.3 1l teorema di cut-elimination

I teoremi di correttezza e completezza che abbiamo enunciato nella sezio-
ne precedente stabiliscono assieme ’equivalenza tra 'approccio semantico e
quello sintattico. Il calcolo dei sequenti & completo rispetto alla semantica:
in esso si possono derivare tutte le verita logiche. Se ci si pensa un mo-
mento, la completezza di LK é una proprieta sorprendente: essa stabilisce
che I'insieme delle formule vere in tutte i modelli corrisponde esattamente
all’insieme delle formule derivabili nel sistema. Il fatto davvero singolare
€ che i due insiemi di cui si stabilisce I’equivalenza sono definiti in modo
completamente diverso; uno parla di formule come di oggetti che assumono
un certo valore in un certo ambito semantico, ’altro considera le formule
come puri oggetti sintattici. Il calcolo dei sequenti infatti & in sé privo di
qualsiasi riferimento al significato dei simboli che esso manipola. In virtl
di cio e stato possibile definire alcune varianti piu “meccanizzabili” di LK
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le quali costituiscono la base della Ricerca Automatica di Dimostrazioni®,

un campo piuttosto vasto con applicazioni importanti anche (e soprattutto)
all'Intelligenza Artificiale.

Il risultato che ci accingiamo ad introdurre in questa sezione non & me-
no sorprendente. Sempre riferendoci all'Intelligenza Artificiale, abbiamo gia
analizzato in precedenza la regola del taglio di LK, concludendo che essa
dovrebbe essere essenziale per il buon funzionamento del sistema. Nel cut
infatti & codificato un principio, quello del modus ponens, che & considerato
basilare per i processi deduttivi umani; sembrerebbe dunque che tale regola
sia indispensabile a qualunque sistema puramente sintattico il quale voglia
imitare il nostro modo di ragionare.

I condizionali utilizzati nel paragrafo precedente sono ben motivati; infatti,
in contrasto con le intuizioni ivi discusse, vale per LK il seguente teorema:

Teorema 1.4 (Hauptsatz, Gentzen) Se il sequente I' = A ¢ derivabile
in LK, allora esiste una derivazione del medesimo sequente nella quale non
vengono utilizzate regole del taglio.

L’Hauptsatz” asserisce che, nel sistema LK, la regola del taglio & superflua:
qualunque cosa si voglia dimostrare, se ne puo benissimo fare a meno. Quel-
la che & forse l'unica regola “intelligente” del calcolo dei sequenti si rivela
essere, ai fini della derivabilitd di formule, completamente inutile. Dietro a
questo fatto scandaloso c’¢ in realta, come vedremo nel capitolo 3, qualcosa
di molto profondo, che & il fondamento stesso del legame tra logica e infor-
matica.

Il punto cruciale della, dimostrazione di Gentzen, datata 1934, ¢ che essa
& costruttiva; I’Hauptsatz si puo cioe riformulare nel seguente modo:

Teorema 1.5 Se w ¢ una derivazione del sequente I' = A in LK, esiste una
procedura effettiva che consente di trasformare m in una derivazione w' del
medesimo sequente, tale che © non fa uso di regole del taglio.

Per questo motivo, 'Hauptsatz viene anche detta Teorema di Cut- Elimination,
in quanto fornisce appunto una procedura per eliminazione dei tagli da una
derivazione.

Vediamo allora com’e fatta questa procedura, quali sono cioe le trasfor-
mazioni elementari che consentono di partire da una derivazione che fa uso

La meccanizzazione delle dimostrazioni, di cui il celeberrimo Teorema dei Quattro
Colori € un illustre esempio, ¢ il vero miracolo della completezza: un computer, I’essere
pit demente mai creato a questo mondo, diventa in grado di dimostrare teoremi che nessun
essere umano ¢ attualmente in grado di verificare. ..

"Nella, grammatica tedesca, I’ hauptsatz & la “frase principale” di un periodo.
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di tagli a una derivazione cosiddetta cut-free, cioé¢ senza regole del taglio.
Nel seguito presenteremo in realta solamente alcune regole di eliminazione,
in modo da fornire ’idea generale di come funzionino le cose; ’analisi com-
pleta di tutte le regole sara fatta piu avanti (capitolo 3) per LJ, il calcolo
dei sequenti per la Logica Intuizionista al secondo ordine.

Facciamo anzitutto un’osservazione a carattere generale. Gli oggetti dei
quali ci stiamo per occupare sono sotto-derivazioni (dunque alberi) di questo
tipo:

:ﬂ' '7["

) ! ) !
TFAA I AF A
ut
T.T'F A, A ‘

dove m e 7' sono due derivazioni, R e R’ due regole qualunque di LK e
0 <17,5 < 2. Le regole che stiamo per introdurre, che chiameremo regole di
riduzione, consisteranno in riscritture dell’albero generico in un altro albe-
ro, il quale o non contiene piu cut, oppure contiene altri cut piu semplici di
quello di partenza; il concetto di “semplicitd” di un cut puo naturalmente
essere formalizzato, ma cid non ci interessa in quest’introduzione iniziale.
Basti sapere che la semplicita di un cut ¢ legata alla semplicita della formu-
la tagliata, la quale intuitivamente tiene conto della presenza di connettivi
logici all’interno della formula stessa: pitt connettivi ci saranno in una for-
mula, piu alta sarad la sua complessita, e dunque piu alta sara la complessita
di un eventuale cut su quella formula. Le regole di riduzione dunque cree-
ranno nuovi cut che, in sostanza, agiranno sulle sotto-formule della formula
tagliata, le quali sono necessariamente pili semplici.

Ecco dunque la prima regola di riduzione, che coinvolge la regola dell’as-
sioma:

T

kA4, A AFA — L
cut F"A,A
TFA4A

Sebbene assolutamente banale, questa regola di riduzione ¢ il pilastro di
tutta la cut-elimination. Grazie ad essa infatti i tagli spariscono definitiva-
mente, generando derivazioni cut-free. Tutto il processo di eliminazione del
taglio puo essere in realtd visto come una “migrazione” dei cut verso gli as-
siomi; quando un cut raggiunge un assioma, si applica la regola di riduzione
appena introdotta ed esso viene finalmente eliminato.

La prossima regola mostra come comportarsi nel caso in cui la formula ta-
gliata contenga come connettivo principale A, e tale connettivo sia stato
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introdotto mediante regole additive:

ST - T -y : :
'FAA THBA I',A+ A/ .M .73
TEANBA AaR A BI—A’/\aLl — FAA FI,Al—AI
NDB, AN cut
T F’|—A A' cut F,F,FA,AI

Si noti come la nuova derivazione non contenga piu alcuna traccia della sotto-
derivazione mo; nel caso in cui la regola nel sotto-albero destro fosse stata
una Aal2, sarebbe stata 7 ad essere “scartata”’. Per contro, la seguente e
la regola di riduzione per la situazione analoga, ma nel caso in cui le regole
che hanno introdotto A A B siano moltiplicative:

st T2 T3 st 3
I'EAA T'FBA I A,BF A" ‘py THAA T ABFA
AmR AmL > .
I.T'F AAB,A, A " ANBF A" I'FB,A T[.IV.BFAA"
t t
LI T7 F A, A, A “ I, F A, A, A “

Questa regola di riduzione crea due nuovi cut, utilizzando tutte le sotto-
derivazioni presenti nella derivazione di partenza.

Un’altra regola di riduzione interessante ¢ quella per i tagli su formule il
cui connettivo principale sia un quantificatore universale:

- T -7'(’

TEALLA T A[F A : mlt/z] 7
VR v — TFAt/z],A T AfFA
TEVZA A T VnAF A ut
cut T I F A, A

T, - A, A

In questa regola si effettua, nell’albero di w, una sostituzione generale di
tutte le occorrenze libere della variabile  con il termine ¢. Cid € possibi-
le perché la regola VR nel sotto-albero destro soddisfa necessariamente la
condizione (x), e dunque le sole occorrenze libere di z in 7 riguardano la
formula A e le sue sottoformule; tutto il resto sara lasciato inalterato.

In modo analogo si possono definire le regole per tutte le coppie di rego-
le che introducono i vari connettivi; in particolare, la gestione di un taglio
su una formula introdotta da regole la cui formulazione non ¢ omogenea (ad
esempio additiva per l'introduzione a sinistra e moltiplicativa per l'intro-
duzione a destra) puo essere effettuata senza problemi grazie all’intervento
delle regole strutturali. Per quanto riguarda queste ultime, proponiamo qui
di seguito le regole di riduzione che determinano la riscrittura della deriva-
zione nel caso in cui una delle due occorrenze della formula tagliata provenga
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proprio da un weakening o da una contrazione:

-7‘{"

. T
T A /'W/
. — WL — I'FA
THAA T, AFA S—
T I" A A' cut F,FI F A,A,
Ll 7T Eﬂ—,
I"Ajélﬁl—A’ . TFAA I AAFN
. , A, . ut
FFiAWA SogC — TEAA  DIAFAN ‘
5 s cut
AN LT, T A A A
’ ’ I,V FA, A

La linea di derivazione piu spessa indica, nel caso della regola per il weake-
ning, I’applicazione di piu regole WL e WR, mentre nel caso della contrazione
I’applicazione di piu regole CL e CR. La peculiarita dei passi di riduzione che
coinvolgono regole strutturali ¢ chiara: nel caso del weakening viene cancel-
lato un intero ramo della derivazione; nel caso della contrazione invece un
ramo viene duplicato. In quest’ultima situazione c’¢ da osservare che i due
nuovi cut sono ancora sulla medesima formula A, e dunque la loro comples-
sitd non & diminuita. Tuttavia, intuitivamente, prima o poi la trasformazione
creerd un cut la cui formula tagliata ¢ finalmente introdotta da una regola
logica, e allora ci si ritrovera in uno dei casi gid discussi. Formalmente la
cosa € alquanto delicata, e lo diviene ancora di piu in considerazione del
fatto che in realta weakening e contrazioni potrebbero introdurre la formula
in entrambe i rami della derivazione, ma alla fine tutto e risolvibile senza
grandissimi problemi concettuali.

Resta ancora un problema; tutti i casi analizzati fin’ora (ad eccezione di
quelli che coinvolgono regole strutturali), considerano la formula tagliata co-
me appena introdotta sia nel ramo destro che in quello sinistro. Cio potrebbe
non essere affatto vero; il cut potrebbe operare su una formula che non &
minimamente coinvolta nella regola precedente. Il seguente ¢ un possibile
esempio di una situazione del genere:

-7‘(',

. . / ) !
L Ly I'JAFC,D,A U
'A,A TFB,A I"ANB\+C,D,A
AaR vmR
'-AABA I''SAANBFCVD,A

cut

I,T'-CVD,A A

Come si vede, il cut opera su AAB ma, mentre quest’ultima nel ramo sinistro
proviene direttamente da una regola AaR, nel ramo destro 'ultima regola
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€ una VmR, che non coinvolge la formula tagliata. Nell’eventualita di casi
come questo, si puo dimostrare che il cut commuta con qualsiasi altra regola
del calcolo dei sequenti, a patto naturalmente che la formula tagliata non sia
coinvolta nella regola in questione. Si possono dunque fornire una serie di
regole di commutazione, grazie alle quali i cut possono “salire” lungo 'albero
della derivazione, verso le foglie. Nel caso in questione, la trasformazione
sara la seguente:
TA TB us
'-AA I'EBA I'A+C,D,A’
AaR AalLl
'FAAB A I''S/AANBFC,D,A
I FC,D,A,A “

\Y%
I,T'-CVD,A A

mR

Seguendo la “traccia” fornita dagli esempi che abbiamo introdotto fin qui,
si puo dimostrare 'Hauptsatz in modo formale, a partire dalle seguenti
definizioni preliminari:

Definizione 1.14 Definiamo il grado di una formula A, che indichiamo
con d(A), nel sequente modo:

e Se A ¢ atomica, d(A) =1
e d(AANB)=d(AV B)=d(A = B)=maz(d(A),d(B)) +1

o d(-A) =d(Vz.A) = d(Fz.A) = d(A) + 1. In particolare d(Alt/z]) =
d(A) per ogni termine t.

1l grado di un cut ¢ semplicemente il grado della formula tagliata.

Definizione 1.15 Il rango di una certa occorrenza di una formula nell’al-
bero di derivazione é il numero di regole che si trovano al di sopra di essa;
ad esempio, il rango di entrambe le occorrenze di A nel sequente A F A
ottenuto mediante la regola dell’assioma é pari a 1, e tutte le altre regole
aumentano di un’unita il rango delle occorrenze coinvolte.

Il rango di un cut ¢ definito come il massimo tra i ranghi delle due occorrenze
della formula tagliata, piu 1.

Definizione 1.16 Se o ¢ una derivazione la cui ultima regola € un cut, del
tipo

‘T !

THA A I AR A
ut
TTFAA

tale che ™ e ' sono cut-free, allora diremo che o ¢ quasi-cut-free.
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Si noti come il grado formalizzi in qualche modo il concetto di “complessita”
di un cut di cui si & parlato in precedenza. La proprieta fondamentale delle
regole di riduzione, di cui abbiamo visto qualche esempio, ¢ la seguente: le
regole di riduzione logiche eliminano un cut di grado d in modo completo,
oppure creano uno o piu cut di grado d — 1; le riduzioni strutturali e logiche
o eliminano un cut (¢ il caso del weakening) oppure, cosa piu importante,
rimpiazzano un cut di rango p con almeno un cut di rango p—1. C’¢ dunque
almeno uno dei due parametri che diminuisce sempre sotto ’applicazione di
qualsiasi regola; questo fatto sara la chiave della dimostrazione dell’Haupt-
satz. Infatti, il primo passo verso l’eliminazione del taglio sara il seguente
lemma;

Lemma 1.1 Se o ¢é una derivazione quasi-cut-free, € possibile trasformarla
in una derivazione o' del medesimo sequente tale che o' ¢ cut-free.

Dimostrazione. Procederemo per doppia induzione sul grado d e sul rango
p del cut che conclude la derivazione 0. Con 7 e 7’ chiameremo le due
sotto-derivazioni le cui conclusioni costituiscono rispettivamente la premessa
sinistra e destra del cut, esattamente come nella definizione 1.16.

i. d = 1. Procediamo per sotto-induzione sul rango:

(a) Il rango & minimo, cioé p = 2. Le due derivazioni 7 e 7’ non pos-
sono essere che assiomi, e dunque la forma normale si raggiunge
applicando una semplice regola di riduzione.

(b) Il rango p & generico. Poicheé la formula tagliata & atomica, en-
trambe le occorrenze non possono che essere state introdotte da
due assiomi. Tra tali assiomi e il cut ci sono dunque un certo
numero di regole (al pit p — 1) che non operano sulla formula
in questione. In particolare, anche le ultime regole prima del
cut sono di questo tipo; effettuando uno o due passi di riduzione
commutativi otteniamo una derivazione che contiene una o due
sotto-derivazioni quasi-cut-free in cui il rango del cut conclusivo
& minore di p. Per ipotesi di sotto-induzione, tali derivazioni sono
normalizzabili.

ii. Il grado d & generico. Anche qui effettuiamo una sotto-induzione sul
rango:

(a) Il rango & minimo, vale a dire p = 2. Anche in questo caso,
pur non essendo atomica, la formula & introdotta direttamen-
te per mezzo di due assiomi; basta un passo di riduzione per
normalizzare la derivazione.

(b) Il rango p & generico. Se una tra 7w e 7’ non si conclude con una
regola logica che introduce la formula tagliata, mediante le ridu-
zioni commutative otteniamo una derivazione che contiene una
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sotto-derivazione quasi-cut-free in cui il rango del cut conclusivo
€ minore di p; per ipotesi di sotto-induzione, tale derivazione e
normalizzabile. Se, al contrario, m e 7’ si concludono con una
regola che introduce la formula tagliata, applichiamo il passo di
riduzione appropriato e otteniamo una derivazione che contiene
almeno una sotto-derivazione quasi-cut-free in cui il grado del-
I'unico taglio ¢ minore di d; per ipotesi d’induzione, abbiamo la
tesi.

g

Il teorema 1.5 si ottiene mediante una semplice induzione sul numero di
cut presenti in una derivazione; siamo cosi arrivati all’'Hauptsatz, e alla sor-
prendente eliminazione del modus ponens dalle regole fondamentali della
logica.

Il Teorema di Cut-Elimination ha, a livello puramente logico, diversi co-
rollari di grande importanza. Uno di essi ¢ relativo alla cosiddetta proprieta
della sotto-formula:

Definizione 1.17 Si dice che una derivazione w di LK del sequente I' = A
ha la proprieta della sotto-formula se tutti gli assiomi che sono le foglie di
m introducono esclusivamente sotto-formule delle formule di T e A.

Esaminando le regole di LK, ci accorgiamo che 1'unica regola che viola la
proprieta della sotto-formula & proprio il cut; poiché perd sappiamo che il
cut e ridondante, sappiamo anche che per qualsiasi sequente - A puo esse-
re trovata una derivazione per cui valga il principio della sotto-formula. In
virtu del Teorema di Completezza di Godel, cio significa che tutte le formule
vere sono dimostrabili a partire esclusivamente dalle loro sotto-formule®.

Diretta conseguenza della proprieta della sotto-formula € la consistenza di
LK, che puo essere formalizzata nel seguente teorema:

Teorema 1.6 Il sequente vuoto - non é derivabile in LK.

8Una conseguenza strabiliante di cid & che, ad esempio, tutti i teoremi della Teoria
Analitica dei Numeri ammettono versioni “puramente aritmetiche”, in cui non viene uti-
lizzato alcuno strumento dell’Analisi delle Funzioni nel Campo Complesso. Tuttavia, la
formalizzazione di tali dimostrazioni genererebbe derivazioni di LK che non partono “dal
vuoto”, cioe le cui foglie non sono solo regole dell'identita, ma anche sequenti del tipo
F B, dove B & un assioma della teoria nella quale viene dimostrato il risultato (in questo
caso, formule che fanno parte degli Assiomi di Peano, degli Assiomi del Campo Reale, ec-
cetera). Il Teorema di Cut-Elimination naturalmente non & estendibile alle derivazioni che
non partono dal vuoto, e dunque non & applicabile a questo caso. Inoltre, come vedremo
in 5.3 le versioni cut-free delle dimostrazioni possono facilmente diventare di dimensioni
superiori a qualsiasi misura concepibile dell’Universo. ..
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Dimostrazione. Per il Teorema di Cut-Elimination, se esistesse una deri-
vazione del sequente vuoto, sarebbe possibile trovarne una cut-free, dunque
per la quale varrebbe la proprieta della sotto-formula; ma poiché I'unica
sotto-formula del vuoto ¢ la formula vuota, la derivazione in questione con-
sisterebbe del solo sequente vuoto, e dunque non sarebbe una derivazione di
LK. O

A livello informatico, il Teorema di Cut-Elimination ha invece conseguenze
travolgenti, che discuteremo nel capitolo 3.



Capitolo 2

Modelli di computazione

Dedicheremo il presente capitolo ad una breve introduzione ai modelli di
computazione classici: le macchine di Turing, le funzioni ricorsive e il A-
calcolo. Esporremo cosi i tre sistemi fondamentali dell’Informatica Teorica
ai quali faremo riferimento nel resto della trattazione.

2.1 Le macchine di Turing

Le macchine di Turing sono state introdotte dal matematico inglese Alan
Turing negli anni ’40. Anche se all’epoca i calcolatori automatici erano pra-
ticamente inesistenti, tale modello ideale non & molto lontano da quelli che
sono i calcolatori elettronici reali sviluppatisi dalla seconda meta del secolo
scorso fino ai giorni nostri. In particolare, vedremo come I"approccio seguito
dalle macchine di Turing sia estremamente di basso livello, simile, in ambito
reale, ad una programmazione di tipo imperativo, o addirittura direttamen-
te a livello di linguaggio assembly.

Diamo allora la definizione della nostra macchina di Turing:

Definizione 2.1 (Macchina di Turing) Una macchina di Turing M ¢
una tripla

(XU{0O}, S U{s0,50},0)
dove

e 3 che ¢ detto l’alfabeto di M, ¢ un insieme finito di simboli, cui
viene aggiunto il simbolo speciale O (“blank”); per brevita, porremo

¥ :=Xu{O}.

e S ¢ un insieme finito di stati in cui M si puo trovare, cui vengono
aggiunti gli stati sy e Seo, detti rispettivamente stato iniziale e stato
finale di M; per brevita, porremo S := S U {sg, Soo}-

39
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e ), che & detta la funzione di transizione di M, ¢ una funzione parziale
di tipo
J: %Y >SS XXX {+,—}
tale che nel dominio non ci sia alcuna coppia di S x ¥ la cui prima
componente € Seo.

Ad M ¢ inoltre associato un nastro, costituito da una quantita infinita nu-
merabile di celle, ciascuna delle quali contiene un simbolo di ¥. M ¢ poi
dotata di una testina, la quale € ad ogni dato istante posizionata su esatta-
mente una cella del nastro. Tramite la testina, la macchina puo leggere il
contenuto della cella e modificarlo.

Il funzionamento di una macchina di Turing &€ molto semplice. Ad ogni dato
istante, la nostra macchina si trova in uno stato ben preciso, supponiamo
s, e la sua testina e posizionata su una ben determinata cella del nastro, la
quale contiene, ad esempio, il simbolo 0. A questo punto, la macchina di
Turing fornisce in input alla sua funzione di transizione § la coppia (s, o);
se questa coppia non & nel dominio di d, la macchina si ferma. Altrimen-
ti, J restituisce una tripla costituita da uno stato s’, un simbolo ¢’ e un
elemento di {<—, —}; la nostra macchina allora aggiornera il suo stato a s,
modificherd il contenuto della cella su cui si trova la testina in modo che
essa contenga il simbolo o, e spostera la testina stessa secondo la seguente
regola: se il terzo elemento della tripla restituita da § & <, la testina sara
spostata sulla cella immediatamente “a sinistra” di quella corrente, mentre
se tale elemento ¢ —, la testina sard spostata sulla cella immediatamente
“a destra”. I termini “sinistra” e “destra’” si riferiscono naturalmente ad un
qualche orientamento arbitrario del nastro, fissato perd una volta per tutte
per ogni macchina di Turing.

A questo punto, la nostra macchina si trova nuovamente in un qualche sta-
to, con la testina posizionata su una cella in cui sara contenuto un qualche
carattere; il procedimento pud dunque essere applicato in modo identico,
finché non succede una delle seguenti due cose:

» la macchina si trova in uno stato ¢ e la testina & posizionata su una
cella contenente il carattere « tali che (g, k) non ¢ nel dominio di . In
questo caso, diremo che la macchina ha terminato il suo calcolo con
una configurazione non accettante;

» la macchina arriva allo stato finale sy, sul quale, per definizione, si
fermera sicuramente. In tal caso, diremo che la macchina ha terminato
il suo calcolo con una configurazione accettante.

Naturalmente, € senz’altro possibile che la nostra macchina di Turing non
arrivi mai a una di queste due situazioni, e che questa continui dunque a
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calcolare all’infinito.

La dinamica descritta sopra puo essere formalizzata nel seguente modo:

Definizione 2.2 (Configurazione) Sia M una macchina di Turing, la
cut funzione di transizione € §. Una configurazione di M ¢ una tripla

(s,l,r)

dove s € S, el = (N)ien e 7 = (pi)ien sono due successioni di simboli
dell’alfabeto X, tali che Ao ¢ il simbolo contenuto nella cella immediatamente
a sinistra della cella corrente, A1 il simbolo contenuto nella cella ancora piu
a sinistra, e cost via, mentre py € il simbolo contenuto nella cella corrente,
p1 quello contenuto nella cella immediatamente a destra, e cosi via.
Qualunque siano | e r, definiamo le sequenti tre classi di configurazioni
notevoli di M:

- (s0,1,7) ¢ una configurazione iniziale

~(s,l,r), in cui (s,po) non appartiene al dominio di §, é una configu-
razione finale non accettante

— (800, I, 7) € una configurazione finale accettante

In genere, se (s,l,r) & una configurazione di una macchina di Turing di
alfabeto X, considereremo / ed r non come successioni di simboli ma come
stringhe (anche infinite) sull’alfabeto X, con le seguenti convenzioni:

- A (0})ien associamo la stringa ogoy109 ..., e viceversa

Se (0;)ien € una successione per la quale esiste un certo m > 0 tale
che, per ogni ¢ > m, o; = L, allora a tale successione associamo la
stringa finita ogoy ... 0, 1; se m = 0, la stringa associata sara ¢, cioe
la stringa vuota. Viceversa, alla stringa vuota associamo la successione
(O)jen, mentre alla generica stringa finita, non vuota, apay ... a1
associamo la successione (0;);ecn tale che, per i < m, o; = «;, mentre
per ¢ > m, o; =

Naturalmente, tra le stringhe finite di un alfabeto qualsiasi & definita la con-
catenazione, per la quale utilizzeremo la notazione usuale: se u e v sono due
stringhe finite, tali che u = ay...a,, e v = by ...by,, la loro concatenazione
uv sara la stringa ap...amb1 ... by.

Definizione 2.3 (Transizione) Sia M una macchina di Turing, la cui
funzione di transizione ¢ §, e siano ¢ = (s, (\i)ien, (pi)ien) € ¢ = (s, I',7")
due configurazioni di M. Diremo che ¢ ¢ la configurazione successiva di ¢
i M, e scriveremo

M
cC—C
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se e solo se
5(37p0) = (3’ap7<_>

(&
I' = (}\;)ieN, con )\; = >\i+1 Vi €N
r' = (p;)iENa con 106 = Ao, pll =p, eVi2>2, P; = Pi-1-
oppure
6(33 ;00) = <3,7 >‘7 _)>
e

ll = (A;)iENa con )\0 =XeVs Z 1, )\; = >\i—1
r' = (p)ien, con pj = pit1 Vi € N,

In questo caso, diremo anche che M passa da ¢ a ¢ per mezzo di una
transizione elementare.
Denoteremo con — la chiusura riflessiva e transitiva di =, e scriveremo

dunque
M
Co = Cp+1

se esistono n configurazionti ci,...,cy, di M tali che
M M M M
co—C — ... =7 Cp — Cnyl

Ogni transizione elementare di una macchina di Turing ¢ dunque un passo
atomico di computazione, e ogni calcolo svolto da una macchina di Turing
puo essere visto come una sequenza di tali passi atomici.

Vediamo ora come possiamo utilizzare la dinamica delle macchine per ef-
fettuare veri e propri calcoli. Anzitutto, possiamo considerare il contenuto
iniziale del nastro come I'input della computazione; poiché siamo in generale
interessati ad effettuare calcoli su input finiti, supporremo d’ora in poi che
le configurazioni iniziali siano tutte della forma

(S()a €, TU)

dove ry & una stringa finita (naturalmente sull’alfabeto della macchina di
Turing in questione). Diremo allora che la macchina di Turing M accetta
la stringa r( se
M
(307 €, TU) - (3007 l007 Too)
dove l5 € T sono due stringhe qualunque. Al contrario, diremo che M
rifiuta la stringa ro se

M
(SUa €, 7"0) - C

dove ¢ € una qualsiasi configurazione finale non accettante di M. In que-
sto modo, una macchina di Turing puo decidere un linguaggio, cioe puo
essere costruita in modo tale da accettare solo le stringhe che fanno parte
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di un certo sottoinsieme di X*, dove con X* denotiamo l’'insieme di tutte
le stringhe finite composte da simboli di 3. Chiaramente, possono esistere
configurazioni iniziali per le quali la nostra macchina di Turing non arriva
mai a fermarsi; cio significa che alcune stringhe resteranno indecidibili, nel
senso che la macchina non determinera mai se una stringa di questo genere
appartiene o no al linguaggio. Possiamo formalizzare quanto detto come
segue:

Definizione 2.4 Sia M una macchina di Turing di alfabeto X, e sia L C 3*
un linguaggio su tale alfabeto. Diremo che M decide L se, per ogni u € L,
M accetta u, mentre per ogni v ¢ L, M rifiuta v. Diremo invece che M
semi-decide £ se M accetta tutte le stringhe di L, ma non termina se in
input gli viene data una stringa che non appartiene a L.

Allo stesso modo, diremo che un linguaggio £ ¢ decidibile se esiste una
macchina di Turing in grado di deciderlo; £ sard invece semi-decidibile se
esiste una macchina di Turing in grado di semi-deciderlo.

Poiché un qualunque problema puo essere ridotto ad un cosiddetto proble-
ma di decisione (un problema cioé per il quale la risposta & “si” o “no”), e
poiché ogni problema di decisione puo essere ridotto al problema di deter-
minare 'appartenenza o meno di una certa stringa ad un certo linguaggio,
abbiamo in questo modo stabilito come una macchina di Turing possa essere

utilizzata per risolvere problemi.

Tuttavia, il lettore attento avra notato che, nella definizione di configu-
razione finale accettante o non accettante, & stato completamente ignorato
il contenuto del nastro; cio che importa e, una volta che la macchina si sia
fermata, andare a vedere lo stato in cui si trova. Se esso € s, concludiamo
che la macchina ci ha dato una risposta positiva, se e diverso da s, con-
cludiamo invece che la risposta ¢ negativa.

A tutto cio esiste chiaramente un’alternativa: possiamo scegliere di igno-
rare lo stato con cui la macchina termina, e considerare esclusivamente il
contenuto del nastro. In questo modo, si pud programmare una macchi-
na di Turing perché essa, piuttosto che risolvere un problema, calcoli una
funzione. Ecco come fare:

Definizione 2.5 Sia f una funzione parziale da (X*)" a ¥*, cioé una fun-
zione che, a partire da n stringhe sull’alfabeto 3, ne restituisce un’altra; sia
inoltre M una macchina di Turing di alfabeto X. Allora, diremo che M
calcola f se e solo se:

o se f(u,...,uy) € definita, allora

M
(s0,€,u10us0. .. Ouy) — ¢
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dove ¢ & una configurazione finale (accettante o no) di M tale che

c= (Salaf(ula"' 7un)>
dove s € S el ¢ una stringa qualsiasi

e se f(uy,...,uy) non é definita, allora la configurazione
(s0,€,u10ue0. .. Ouy,)

da luogo ad una successione infinita di passi, cioe di transizioni ele-
mentari.

Un classe particolare di macchine di Turing di questo tipo sono quelle sull’al-
fabeto {0, 1}, le cui stringhe possono essere interpretate come numeri interi
in notazione binaria; tali macchine di Turing assomigliano molto a program-
mi, che girano su un normale computer, i quali calcolano funzioni da interi
a interi, utilizzando appunto la rappresentazione binaria.

Una conseguenza immediata della definizione 2.5 & che tutte le macchine
di Turing che decidono problemi sono casi particolari di macchine di Turing
che calcolano funzioni, in cui il risultato della funzione viene ignorato, e
viene piuttosto preso in considerazione lo stato finale. Ad ogni problema &
dunque ben associata una funzione, mentre ad una funzione puo in generale
essere impossibile associare un problema in modo “canonico”.

Possiamo allora dare la nostra prima definizione di calcolabilita:

Definizione 2.6 (Turing-calcolabilitd) Sia f una funzione da N a N.
Diremo che f ¢ Turing-calcolabile se esiste una macchina di Turing My che
la calcola.

La definizione data per le macchine di Turing non e 'unica possibile; in pra-
tica, su ogni libro che tratti di Informatica Teorica se ne trova una diversa.
Un’alternativa interessante che menzioniamo in questa sede € la macchina
di Turing multinastro:

Definizione 2.7 (Macchina di Turing multinastro) Una macchina di
Turing a k nastri MF ¢ una tripla

(Xu{d}, SU{so,S00},0)

definita esattamente come per le macchine di Turing mononastro, ad ecce-
zione della funzione di transizione, per la quale é

§:8xT 58 x (T x {«, o}k

Ad MP* non ¢ associato un solo nastro, ma k; ciascuno di essi ha una testina,
in grado di leggere e modificare il contenuto della cella su cui é posizionata,
e in grado di muoversi indipendentemente dalle altre testine.
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Naturalmente, anche per le macchine di Turing multinastro sono definibili
i concetti di configurazione, transizione e calcolabilita (che in questo caso
chiameremo k- Turing-calcolabilita), in modo del tutto analogo a quanto fat-
to per le macchine di Turing mononastro. In particolare, le configurazioni
non saranno piu triple ma (2k 4 1)-ple, dove k & il numero di nastri della
macchina.

Le macchine di Turing multinastro sono “piti comode” da programmare
perché forniscono evidentemente piu spazio sul quale lavorare. Ad esempio,
nel caso in cui si voglia calcolare una funzione n-aria, si pud pensare di
riservare n nastri di “sola lettura” agli input, prendere un altro nastro di
“sola scrittura” per 'output, e utilizzare poi un numero arbitrario di altri
nastri (sia in scrittura che in lettura) per “fare i calcoli”. Sebbene cid possa
far sperare in un aumento del potere di calcolo delle macchine multinastro
rispetto a quelle mononastro, vale la seguente proposizione:

Proposizione 2.1 Una funzione da interi a interi f € k- Turing-calcolabile
se e solo se é Turing-calcolabile.

Dimostrazione. La dimostrazione si compone di due parti: I'implicazio-
ne “f Turing-calcolabile, allora f k-Turing-calcolabile” & banalmente vera
ponendo k = 1. Per quanto riguarda l'implicazione inversa, si puo fare la
seguente considerazione. Se M¥ ¢ una macchina di Turing a k-nastri di alfa-
beto 3, ad ogni istante il contenuto dei suoi nastri puo essere codificato da
un’unica stringa (rappresentabile dunque su un unico nastro) su un alfabeto
di (|%] + 1)* simboli, dove || & il numero di simboli di ¥. Supponendo
infatti di aver assegnato una numerazione alle celle di ciascun nastro, il con-
tenuto delle k celle del generico indice ¢ forma una stringa di lunghezza k
sull’alfabeto ¥, e di tali stringhe ne esistono proprio (|S| + 1)%.

Ora, ad ogni dato istante le testine dei £ nastri saranno posizionate su una
cella ben precisa; possiamo dunque immaginare che ci siano altri k£ nastri,
uno per ogni nastro di M¥, i quali siano interamente riempiti di simboli [ ad
eccezione della cella corrispondente alla posizione della testina per il nastro
che dobbiamo codificare. Possiamo immaginare che tale cella contenga un
simbolo qualsiasi di ¥, fissato a priori.

In base alle considerazione fatte sopra, il contenuto dei 2k nastri (quelli
di M* pilti k “ausiliari”, che rappresentano le posizioni di ciascuna, testina)
puo essere “compresso” in unico nastro, utilizzando un alfabeto di (|%]+1)%*
simboli. Cosi facendo, abbiamo rappresentato la generica configurazione di
MP¥ con una configurazione di una macchina ad un solo nastro M.

La “simulazione” di M* con M ¢ ora abbastanza semplice. Basterd cercare
la posizione di tutte le testine, registrando con una serie di stati opportuni il
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contenuto delle rispettive celle, ed effettuare la transizione di M* apportan-
do al nastro le modifiche necessarie. E’ chiaro dunque che M avra non solo
pitl simboli, ma, anche piti stati di M*, e inoltre ogni passo di MF si tradurra
in piu passi di M, ma cio non ha importanza ai fini della calcolabilita. I
dettagli della simulazione possono essere trovati in [19]. O

Un’altra variante, indubbiamente di enorme interesse, & quella delle mac-
chine di Turing non-deterministiche:

Definizione 2.8 (Macchina di Turing non deterministica) Una mac-
china di Turing non deterministica N € una tripla

(X u{d}, SU{so,S00},0)

definita esattamente come per le macchine di Turing deterministiche, ad
eccezione della funzione di transizione, per la quale é

§:8 x5 — 25}

dove, se A ¢ un insieme, 24 ne denota Uinsieme delle parti, cioé Uinsieme
di tutti 1 sottoinsiemi di A.

Le macchine di Turing non deterministiche introducono una differenza radi-
cale rispetto alle loro controparti deterministiche: ad ogni passo, la funzione
di transizione determina una “scissione” nel comportamento della macchina;
ogni configurazione ha quindi piu di un successore. In pratica, € come se ad
ogni passo si creassero piu “mondi paralleli” in cui I’esecuzione della mac-
china prende una strada diversa. Naturalmente, la configurazione di una
macchina non deterministica sard semplicemente un insieme finito di confi-
gurazioni deterministiche, e il passo elementare generera la configurazione
successiva come unione di tutte le configurazioni generate dagli elementi del-
la configurazione in esame. La calcolabilitd viene definita di conseguenza:
una macchina di Turing non deterministica termina quando una delle sue
configurazioni contiene una configurazione deterministica finale (accettante
0 no, a seconda se si stia decidendo un linguaggio o calcolando una funzione).

Il mondo della computazione non deterministica ¢ il paradiso degli inde-
cisi: di fronte ad una scelta, ci si rifiuta sempre di prendere una decisione, e
si opta cosi per intraprendere tutte le strade possibili. Possiamo descrivere
la differenza tra computazione deterministica e non deterministica con un
semplice esempio. Supponiamo di trovarci all’ingresso di un labirinto, del
quale ovviamente si vuole trovare l'uscita. Come tutti i labirinti, quello che
ci accingiamo ad attraversare contiene vicoli ciechi, vale a dire punti in cui
non & piu possibile proseguire in alcuna direzione, se non tornando indietro
da dove si arrivati. Il nostro labirinto pero contiene un’altra insidia, ben pit
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temibile, costituita da un certo numero di cammini infiniti. Naturalmen-
te, tali cammini sono indistinguibili: all’interno del labirinto non si € mai
in grado di dire se alla prossima svolta ci sara 1'uscita, oppure se dovremo
ancora proseguire per chissa quanto.

Al contrario di quanto avviene nella nostra realtd deterministica, in quan-
to esseri non deterministici avremmo la capacita di creare, davanti ad una
scelta qualsiasi, un numero arbitrario di nostri alter ego. Questi alter ego,
agendo in dimensioni parallele, sarebbero in grado di prendere ciascuno una
strada diversa, scegliendo dunque una delle possibili opzioni che ci erano
state offerte. Di fronte ad un bivio del nostro labirinto, saremmo quindi in
grado di “sdoppiarci” in modo da prendere in contemporanea entrambe le
direzioni. Alla fine, una delle miriadi di nostre copie in una delle miriadi
di dimensioni parallele create nel corso dell’avventura arrivera all’uscita, e
richiamerd a sé tutti i suoi alter ego, salvandoli possibilmente dall’essersi
imbattuti in un cammino infinito. E’ interessante notare che un osservatore
posizionato nella dimensione cui appartiene il nostro alter ego “vincitore”,
quello cioé che ha trovato 'uscita, ha avuto I'impressione che noi conosces-
simo alla perfezione la strada per attraversare il labirinto; infatti, in quella
dimensione, non abbiamo compiuto un solo errore, e siamo arrivati all'uscita
percorrendo il cammino pit corto possibile.

Purtroppo, nella nostra misera condizione deterministica, 'unico metodo
infallibile che conosciamo per uscire vivi dal labirinto ¢ quello di esplora-
re una ad una tutte le possibilita. In particolare, sapendo dell’esistenza di
cammini infiniti, opteremo in questo caso per un’esplorazione “in ampiezza”
del labirinto, piuttosto che “in profonditd”. Ad ogni bivio, sceglieremmo
una delle due strade, continuando perd soltanto fino al bivio successivo,
accertandoci dunque che non si tratti di un vicolo cieco. A questo pun-
to, torneremmo indietro ed esploreremmo ’altra strada, sempre fino al bivio
successivo. Osserviamo che, cosi facendo, saremo costretti a tornare indietro
fino all’ingresso (per poi rientrare scegliendo un’altra strada) un numero an-
che altissimo di volte, tante quante ne servono per arrivare a trovare I'uscita.

L’esempio sopra mette in luce due aspetti interessanti: il primo e che, a
quanto pare, il non determinismo non aumenta il potere computazionale
delle macchine di Turing. L’intuizione & in effetti verificata dalla seguente
proposizione:

Proposizione 2.2 Una funzione f da interi o interi ¢ Turing-calcolabile
in senso non deterministico se e solo essa ¢ Turing-calcolabile in senso
deterministico.

Dimostrazione. Anche qui, un’implicazione dell’enunciato ¢ ovvia. Per
I’altro verso dell’implicazione, vale un argomento che ¢ sostanzialmente una
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versione formalizzata dell’esplorazione del labirinto esposta sopra; si veda
[19] per i dettagli. O

Il secondo aspetto, per certi versi molto piu interessante, ¢ che la risolu-
zione di un problema con metodi non deterministici sembra offrire vantaggi
enormi dal punto di vista del tempo richiesto per arrivare alla soluzione.
Anche se non abbiamo ancora formalizzato il concetto di complessita com-
putazionale (la cosa sard oggetto del capitolo 5), e in particolare di cosa
s’intenda per “tempo richiesto all’esecuzione di un programma”, & chiaro da
un punto di vista intuitivo che, nell’esempio del labirinto, il tempo richie-
sto per trovare 1'uscita nel caso deterministico puo essere mostruosamente
piu grande di quello richiesto per trovarla grazie ai “poteri magici” utiliz-
zabili nel caso non deterministico. Questa considerazione informale € in
realta la base di una delle questioni fondamentali dell’Informatica Teorica,
attorno alla quale roteano le piu grandi questioni ancora irrisolte del campo.

Tornando alle proposizioni 2.1 e 2.2, queste sono solo “punte d’iceberg”
di una serie di risultati analoghi riguardanti tutte le possibili varianti mai
concepite di macchine di Turing. Tutto cio ha indotto a pensare che le mac-
chine di Turing, nella nostra definizione iniziale, catturino in modo completo
il significato di calcolabilita. In altre parole, sembra non possa esistere una
funzione che sia calcolabile in senso intuitivo ma per la quale non esista una
macchina di Turing in grado di calcolarla. Abbiamo allora la celeberrima
tesi di Church-Turing:

Proposizione 2.3 (Tesi di Church-Turing) Una funzione é “calcolabi-
le” se e solo se e Turing-calcolabile.

La tesi di Church-Turing, chiaramente non dimostrabile formalmente, as-
serisce in sostanza che la nostra idea di calcolabilita e codificata a livello
matematico in modo esatto dalle macchine di Turing. Vedremo nel segui-
to che esistono altri modelli di calcolo, equivalenti alle macchine di Turing,
i quali possono vantare la stessa corrispondenza con la nostra intuizione,
avallando ancora di piu l'ipotesi che tutte le formalizzazioni del concetto di
“calcolabilitd” che abbiamo oggi a disposizione sono in effetti le migliori che
potremo mai trovare.

2.2 Le funzioni ricorsive

Quello delle funzioni ricorsive, a differenza delle macchine di Turing intro-
dotte nella sezione precedente, &€ un modello puramente astratto. Con la
nozione di funzione ricorsiva si cerca cioe di catturare il significato intuitivo
di funzione calcolabile in modo assiomatico, astraendosi da qualsiasi riferi-
mento ad una particolare “realizzazione fisica”. E’ chiaro infatti che, come
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gia osservato, le macchine di Turing si avvicinano parecchio ai calcolatori
elettronici reali, i quali ne rappresentano, pur approssimativamente, una rea-
lizzazione concreta. Al contrario, le funzioni ricorsive non potranno essere
rapportate a nessun oggetto concreto; il modello assiomatico &, utilizzando
un’espressione dell’informatica moderna, machine independent.

Iniziamo con il definire una prima classe di funzioni ricorsive:

Definizione 2.9 (Funzioni ricorsive primitive) L’insieme PR delle fun-
zione ricorsive primitive € linsieme generato induttivamente nel seguente
modo:

i (Costante). La funzione costante 0 é una funzione ricorsiva primitiva di
arita nulla

n
i

ii (Proiezioni). Le proiezioni 7, tali che
ﬂ-?(xla"wxn):xi I1<i<n
sono funzioni ricorsive primitive di arita n
iii (Successore). La funzione successore s, tale che
s(r)=x+1

¢ una funzione ricorsiva primitiva di arita 1.

iv (Composizione). Se gi,...,gm sono m funzioni ricorsive primitive di
arita n, e se h € una funzione ricorsiva primitiva di aritda m, allora

f(xl, tet ’xn) = h(gl($17' i ’xn),- . 7gm($1’ tet 7$n))
¢ una funzione ricorsiva primitiva di aritd n

v (Ricorsione primitiva). Se g é una funzione ricorsiva primitiva di arita
n, e se h € una funzione ricorsiva primitiva di arita n + 2, allora

_ g(xlw"axn) 8€y:0
f@r,. 20, y) _{ hziy .y, 2z, f(T1,. . T, 2)) sey=z+1

e una funzione ricorsiva primitiva di arita n + 1

La definizione di funzione ricorsiva primitiva cattura un grandissimo numero
di funzioni intuitivamente calcolabili; tuttavia, grazie ad un argomento dia-
gonale, & possibile dimostrare piuttosto rapidamente che esistono funzioni
calcolabili non appartenenti alla classe PR. In particolare, si puo trovare un
esempio concreto, costituito da quella nota come la funzione di Ackermann:

A0, y) =y +1
Az +1,0) = A(z, 1)
Az +1L,y+1) = Az, A(z + 1,y))
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Non ¢ difficile mostrare (per induzione sull’ordine lessicografico delle coppie
(z,y) in input alla funzione A) che la funzione di Ackermann & ben definita,
ed e dunque calcolabile in senso intuitivo. Tuttavia, si puo dimostrare che
la funzione di Ackermann non appartiene a PR. Lo schema di ricorsione
primitiva si rivela essere troppo debole per definire una tale funzione, la cui
crescita spaventosa supera quella raggiungibile da qualsiasi funzione ricorsi-
va, primitiva.

La classe PR non ¢ dunque il modello che stiamo cercando; per estenderlo,
occorre aggiungere uno schema pill potente della ricorsione primitiva. Come
vedremo, sara inoltre necessario passare alla nozione di funzione parziale,
che definiamo di seguito:

Definizione 2.10 (Funzione parziale) Una funzione parziale f da N* q
N ¢ una coppia {fo, D), dove f ¢ una funzione definita su tutto N¥ e D ¢ un
sottoinsieme di N¥, detto dominio di f. Per un generico Z € N¥ | abbiamo

(@) :{ fo(Z) seZeD

1 altrimenti

Il simbolo L indica che f non é definita; in breve, per il generico ¥ € NF,
se & € D, scriveremo f(Z) |, se £ ¢ D, scriveremo f(Z) 1.

Se f € una funzione (anche non parziale), indicheremo con domf il suo
dominio.

Definizione 2.11 (Funzione totale) Una funzione f di arita k é detta
totale se domf = NF.

Evidentemente, tutte le funzioni ricorsive primitive sono totali. Introducia-
mo ora la notazione pu, la quale servira a definire il cosiddetto schema di
minimizzazione:

Definizione 2.12 Sia P un predicato unario, cioé una funzione
P:N—{0,1}

Denoteremo con
px.P(x)

il pits piccolo intero x tale che rende vero P, cioé tale P(z) = 0'. Se tale
intero non esiste, px.P(zx) 1.

Passiamo ora finalmente alla definizione della classe, piu ampia, delle fun-
zioni ricorsive parziali o, piu semplicemente, funzioni ricorsive:

! Per ragioni tecniche, conviene prendere 0 come “vero” e 1 come “falso”.
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Definizione 2.13 (Funzioni ricorsive) L’insieme R delle funzioni ricor-
sive € linsieme generato induttivamente nel sequente modo:

i (Costante). La funzione costante 0 é una funzione ricorsiva totale di
arita nulla

ii (Proiezioni). Le proiezioni ', tali che
T (@1 ) = T 1<i<n
sono funzioni ricorsive totali di arita n
iii (Successore). La funzione successore s, tale che
s(z)=z+1
¢ una funzione ricorsiva totale di arita 1.

iv (Composizione). Se g1,...,gm sono m funzioni ricorsive di aritd n, e
se h € una funzione ricorsiva di arita m, allora

f@y . an) = hgi(@y,. .. zn), - gm(@1, - 2n)

¢ una funzione ricorsiva di arita n, il cui dominio é

domf = domh N m domyg;

=1

v (Ricorsione primitiva). Se g ¢ una funzione ricorsiva di aritd n, e se
h é una funzione ricorsiva di arita n + 2, allora

_ g(xlw"axn) 8€y:0
f(xl"‘W‘/‘CTL?y) _{ h(xla"'axnazaf(xla"wxnaz)) 86y:2’+1

e una funzione ricorsiva di arita n+ 1, il cui dominio ¢ dato da

F@0) L sseg@ |
f@Zy+1) 1 sse f(Z,y) | eh(Zy, f(Zy) ]l

vi (Minimizzazione). Se g ¢ una funzione ricorsiva di arita n+ 1, allora
f@y, .. mn) = py(g(@1, ..., 20, y) = 0)

¢ una funzione ricorsiva di arita n, il cui dominio é dato da

f(@) ] sseVz <y, g(@,2) | eg(Z,2) >0, e g(Z,y) | e g(Z,y) =0
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Lo schema di minimizzazione, anche detto schema-pu, fornisce alle funzioni
ricorsive il potere espressivo che mancava allo schema di ricorsione primitiva.
Grazie ad esso, funzioni come quella di Ackermann diventano definibili. In
particolare, lo schema-y € talmente potente che, modificando in modo mini-
mo le funzioni ricorsive di base, & possibile esprimere la ricorsione primitiva

A\

per mezzo di esso. Infatti, si dimostra che la seguente & una definizione
alternativa dell’insieme R:

Definizione 2.14 (Funzioni ricorsive, definizione alternativa) L’insieme
R delle funzioni ricorsive ¢ l'insieme generato induttivamente nel sequente
modo:

i (Proiezioni). Come 2.13
ii (Addizione). La funzione addizione +, tale che
+(z,y) =z +y
¢ una funzione ricorsiva totale di arita 2.
iii (Moltiplicazione). La funzione moltiplicazione -, tale che
(z,y) =z-y
e una funzione ricorsiva totale di arita 2.

iv (Minore). La funzione x<, che é la funzione caratteristica della rela-
zione < tra interi non negativi, cioé tale che

(z,y) = 0 sex<y
X<BY) =N 1 altrimenti

e una funzione ricorsiva totale di arita 2.
v (Composizione). Come 2.13

vi (Minimizzazione). Come 2.13

Osserviamo che, grazie allo schema-p, non € piti necessario aggiungere alcuna
costante tra le funzioni di base; la costante nulla ¢ infatti definibile come

0 = pa.(w () = 0)
per la costante 1 abbiamo invece
1 = . (x<(0,) = 0)
e, in generale, una volta definita la costante n, n 4+ 1 & definibile come
n+1=pzx.(x<(n,z) =0)

A partire dalle funzioni ricorsive, & possibile definire il sottoinsieme di quelle
totali:
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Definizione 2.15 (Funzioni ricorsive totali) L’insieme TR delle fun-
zioni ricorsive totali ¢ il sottoinsieme di R costituito dalle sole funzioni
totals.

E’ opportuno notare inoltre che 'unica fonte di “parzialitd” delle funzioni
ricorsive e lo schema-y; & solo grazie ad esso che & possibile costruire funzioni
non totali, come ad esempio

z) = py. (x< (73 (2,y), pz. (73(2,y,2) = 0)) = 0)

che & una funzione chiaramente ricorsiva (& ottenuta applicando un numero
finito di volte gli schemi di composizione e minimizzazione a partire dalle
proiezioni e da x, che sono funzioni ricorsive di base), per la quale si ha
Q(z) 1 per ogni z € N. Infatti, in sostanza €2 cerca il piu piccolo intero non
negativo minore di zero, che chiaramente non esiste.

In termini di macchine di Turing, la parzialita di una funzione corrisponde
al fatto che la macchina che la calcola cicla all’infinito per qualche valo-
re dell’input; nel caso di €2, la macchina corrispondente non termina mai
qualunque sia l'input fornitogli. Le funzioni ricorsive totali corrispondono
dunque a programmi ben costruiti, i quali terminano per tutti i possibili
valori in ingresso.

Sempre in ambito di macchine di Turing, abbiamo accennato a come la
risoluzione di un problema qualsiasi fosse riconducibile alla risoluzione di un
problema di decisione, la quale ¢ in ultima analisi il calcolo di una funzione.
L’analogo del problema di decisione nel caso delle funzioni ricorsive & dun-
que costituito da una funzione particolare, il cui valore di uscita puo essere
solo 0 o 1. Questo tipo di funzioni, come abbiamo gia visto nella definizione
della notazione p, prendono il nome di predicati. Un predicato puo natural-
mente rientrare o meno in una delle classi PR e TR definite sopra; in tal
caso, parleremo rispettivamente di predicato ricorsivo primitivo e predicato
ricorsivo. Chiaramente non ha senso definire predicati parziali; esiste pero
un’altra classe di predicati, che definiamo nel seguito:

Definizione 2.16 (Funzione caratteristica) Sia A C N¥. La funzione
caratteristica di A, che denoteremo con x4, € il predicato k-ario tale che

0 seac A

XM@:{1 sead A

Definizione 2.17 (Predicati ricorsivamente enumerabili) Un predica-
to P si dice ricorsivamente enumerabile se esiste una funzione ricorsiva
parziale f, con D = domf, tale che xp = P.

Grazie alla funzione caratteristica, & possibile parlare della ricorsivita di
mnsiems:
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Definizione 2.18 Un insieme A ¢é ricorsivo primitivo, ricorsivo, o Ticor-
sivamente enumerabile se la sua funzione caratteristica x4 € un predicato,
rispettivamente, ricorsivo primitivo, ricorsivo o ricorsivamente enumerabile.

Il concetto di ricorsivamente enumerabile & piu chiaro alla luce della seguente
proposizione, che non dimostreremo:

Proposizione 2.4 Un insieme A é ricorsivamente enumerabile se e solo se
esiste una funzione ricorsiva totale f tale che Imf = A, cioé A é l'immagine

di f.

In altre parole, se un insieme A & ricorsivamente enumerabile, & possibile
trovare una funzione ricorsiva totale che ne enumera gli elementi, cioe che
mette ogni elemento di A in corrispondenza con, ad esempio, un numero
naturale.

Insiemi (o predicati) ricorsivi e ricorsivamente enumerabili sono in diretta
corrispondenza con linguaggi decidibili e semi-decidibili in ambito di mac-
chine di Turing. Infatti, se prendiamo un insieme ricorsivo, essendo la sua
funzione caratteristica totale ¢ sempre possibile stabilire ’appartenenza o
meno di un oggetto a tale insieme; al contrario, se un insieme € ricorsi-
vamente enumerabile, 'unica possibilita per stabilire se un oggetto vi ap-
partiene o no e quella di controllare tutti gli elementi uno ad uno tramite
la funzione totale che li enumera. E’ chiaro che, se 'oggetto in questione
appartiene all’insieme, prima o poi comparira nell’enumerazione, e dunque
potremo concludere in senso affermativo; tuttavia, se 'oggetto non appar-
tiene all’insieme, I’enumerazione non lo menzionera mai, € noi rimarremo
nell’impossibilita di deciderne 'appartenenza.

Per quanto riguarda 7R, ¢ possibile dimostrare mediante un argomento
diagonale che tale insieme, pur essendo chiaramente numerabile, non & ri-
corsivamente enumerabile. Ecco perché la definizione di funzione ricorsiva
prende in considerazione le funzioni parziali: grazie ad esse si ottengono
buone proprieta di chiusura che non sono ottenibili con le funzioni totali.

Possiamo infine enunciare il seguente teorema:
Teorema 2.1 Una funzione ¢ ricorsiva se e solo ¢ Turing-calcolabile.

Dimostrazione. Si veda [7]. O

Questa equivalenza fa si che, in termini di potenza espressiva, i due modelli
si rafforzino a vicenda; nessuno ha mai trovato una funzione intuitivamente
calcolabile che non fosse ricorsiva o Turing-calcolabile, e il fatto che due mo-
delli definiti in modo cosi diverso finiscano per coincidere aumenta senz’altro
la credibilita della tesi di Church-Turing.
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2.3 1l M-calcolo

2.3.1 Il A-calcolo puro

II A-calcolo e stato introdotto negli anni 30 da Alonzo Church, con I'obiet-
tivo di fornire una caratterizzazione sintattica delle funzioni matematiche.
In realta, il A-calcolo si rivela essere molto di piu: al suo interno sono infatti
rappresentabili tutte le funzioni ricorsive.

Il A-calcolo & dunque un modello di computazione della stessa espressivita
delle macchine di Turing e dell’assiomatizzazione ricorsiva. Rispetto a que-
sti due sistemi, il A-calcolo costituisce una sorta “via di mezzo”: in quanto
costruito per rappresentare funzioni, ¢ da vari punti di vista molto vicino
al modello ricorsivo; tuttavia, poiché il calcolo & basato sulla riscrittura di
certe sequenze di simboli, la quale segue regole puramente sintattiche, gli
oggetti del A-calcolo possono in effetti essere visti come programmi, piu vi-
cini dunque allo spirito algoritmico delle macchine di Turing.

Infatti, se le macchine di Turing costituiscono un approccio “imperativo” alla
programmazione, il A-calcolo ¢ il modello per antonomasia della program-
mazione funzionale. Come per le macchine di Turing, anche nel A-calcolo
esiste un “passo elementare” di esecuzione, ma 'esecuzione di tali passi non
¢ determinabile in modo univoco. Esisteranno dunque diverse strategie di
esecuzione, proprio come un compilatore funzionale puo scegliere soluzioni
diverse per la traduzione di un programma.

Un’altro dei pregi esclusivi del A-calcolo ¢ quello di essere il modello piu
vicino (in certi casi perfettamente coincidente) ai modelli di calcolo di ori-
gine logica; la discussione di cio sara oggetto del prossimo capitolo.

Passiamo dunque alla definizione della sintassi del A-calcolo. Gli ogget-
ti di cui “parla” il A-calcolo (nella sua versione “pura”, che & quella di
cui c¢i stiamo occupando ora) sono particolari sequenze di caratteri, dette
A-termini:

Definizione 2.19 (A-termine) L’insieme L dei termini del A-calcolo é I’in-
sieme generato induttivamente nel sequente modo:

var Sia V = {z,y,z,...} un insieme infinito numerabile di simboli, detti
variabili. Per ogni z €V,
x

e un A-termine.
A Set un A-termine e x una variabile,

(A\z.t)
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¢ un \-termine, detto A-astrazione della variabile x nel termine t.

@ Set eu sono due A-termini,

(tu)
¢ un \-termine, detto applicazione del termine t al termine w.

Essendo il A-calcolo un sistema di riscrittura puramente sintattico, la que-
stione della “parentesizzazione” dei termini € in genere rilevante. In par-
ticolare, esistono piu convenzioni sintattiche per i A-termini, ciascuna con
i suoi vantaggi e svantaggi. Quella che abbiamo scelto noi e la piu vicina
alla sintassi dei linguaggi funzionali piu diffusi, come ML e CaML, e non
dovrebbe essere di difficile lettura. Comunque, per alleggerire la notazione,
e renderla ancor piu prossima a quella dei linguaggi funzionali, nel seguito
adotteremo le seguenti convenzioni:

- (Az1.(Azo.(... (Azp.t)...))) sarariscritto semplicemente come (A\z1zs . .

- ((((t1t2)t3) - . .)tn) sara riscritto semplicemente come (¢1tots...¢,). In
altre parole, 'applicazione é associativa a sinistra; ((tu)v) potra essere
riscritto come (tuv), mentre (¢(uv)) rimarra tale.

- In generale, faremo piu economia possibile sulle parentesi, in partico-
lare omettendo sistematicamente quelle a livello piu alto; (Az.t) sara
semplicemente Az.t, (uv) sara semplicemente uv, e cosi via. Le paren-
tesi dunque saranno utilizzate esclusivamente come indicazione dell’or-
dine di applicazione (come nel caso dei termini tuv e t(uv) dell’esempio
sopra) e per distinguere I’applicazione di un termine che comincia per
A ad un altro termine, come nel caso di (Az.t)u, dalla A-astrazione di
un termine che & I'applicazione di due termini, come Az.tu.

Introduciamo ora il concetto di variabile libera e variabile vincolata, identico
a quello gia incontrato nelle formule logiche in presenza dei quantificatori:

Definizione 2.20 (Variabili libere e vincolate) Sia t € L. Definiamo
linsieme delle variabili libere di t, che denotiamo con FV(t), induttivamente
sulla struttura di t:

var Set =z, con z €V, allora FV(t) = {z}.
A Set = Az.u, allora FV(t) = FV(u) \ {z}.
@ Se t =uwv, allora FV(t) = FV(u) U FV(v).

Se x ¢ una variabile che compare in una A-astrazione dit, allora le occorrenze
di x contenute nel sotto-termine in cui e stata fatta 'astrazione sono dette
vincolate.

Un termine t tale che FV(t) = () ¢ detto chiuso.

. Ty, .t)
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La distinzione tra variabili libere e variabili vincolate € una questione che,
pur essendo sotto certi aspetti secondaria, si rivela essere uno dei punti chiave
del A-calcolo. In sostanza, I'astrazione di una variabile comporta che questa
sia vincolata nel termine in cui essa viene astratta; ai fini di tale termine, la
variabile vincolata diventa come la variabile d’integrazione in un integrale:
il suo nome non conta, ed essa puo essere rinominata a piacimento. Se ad
esempio consideriamo il termine

t = xylz.xy

¢ chiaro che, pur essendo z € FV(t), ¢’® un’occorrenza di z (quella in A\z.zy)
che & vincolata; il fatto che una variabile appartenga all’insieme delle va-
riabili libere di un termine dunque non significa che questa non possa mai
comparire in un’astrazione. Possiamo dunque sostituire x con qualsiasi va-
riabile, ma solo per quanto riguarda le sue occorrenze vincolate.

Nel ridenominare una variabile occorre pero fare estrema attenzione. Con-
siderando ancora il termine ¢ del nostro esempio, rinominare ’occorrenza
vincolata di z con z é perfettamente lecito:

TYNZ.2Y

Tuttavia, scegliere y come nuovo nome per x porta al seguente termine:

TYAY-yy

che ha un significato completamente diverso rispetto a ¢; € come se, nell’in-
tegrale

b
I(z) = / F(@)g(y)dy

sostituissimo la variabile d’integrazione y con x:

[ st

I due oggetti sono radicalmente diversi; il primo € una funzione di «, il se-
condo & una costante.

La questione fondamentale ¢ che le variabili vincolate, come le variabili
d’integrazione, indicano oggetti a cut dovra essere sostituito qualcosa. La
sostituzione, che vedremo fra breve, ¢ infatti una delle operazioni (se non
loperazione) fondamentali del A-calcolo; ecco perché il discorso della rideno-
minazione delle variabili ¢ alquanto delicato. Il problema & essenzialmente
questo: una variabile, in generale, porta con sé due informazioni: il suo
nome, e il luogo dove essa si trova, che indica il punto dove andra posiziona-
to cio che ad essa sara sostituito. Per una variabile libera sono importanti
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entrambe le informazioni; per le variabili vincolate invece cid che importa
e solo il luogo. La gestione corretta di queste due informazioni, se condot-
ta puramente a livello sintattico, diventa una questione assolutamente non
banale; ad essa sono legate, per certi aspetti, alcune ricerche estremamente
recenti in campo logico, in particolare nell’ambito della cosiddetta ludica.

La formalizzazione del concetto di “equivalenza di due termini sotto la ride-
nominazione di variabili vincolate”, che nel A-calcolo si chiama a-equivalenza,
e una faccenda che va oltre gli scopi di questa breve introduzione; al lettore
curioso consigliamo di leggere il primo capitolo di [16], in cui la questione
dell’a-equivalenza ¢ trattata in modo piu che rigoroso. In questa sede, ci
accontenteremo della seguente definizione informale:

Definizione 2.21 (a-equivalenza) Due termini t e u di L sono detti a-
equivalenti, cosa che indicheremo con t =, u, se si puo ottenere 'uno a
partire dall’altro rinominando un certo numero di variabili vincolate, facendo
attenzione at problemi di “cattura di variabili” menzionati sopra.

Proposizione 2.5 =, ¢ una relazione d’equivalenza su L.

D’ora in poi, considereremo i A-termini modulo ’a-equivalenza; in altre pa-
role, al posto di £ faremo sempre riferimento all'insieme A = L/ =,, cioe
I'insieme dei A-termini quozientato rispetto all’a-equivalenza.

Definiamo allora ’operazione fondamentale di sostituzione nel modo seguen-
te:

Definizione 2.22 (Sostituzione) Siano s e v due termini di A, e sia x
una variabile. Definiamo allora la sostituzione del termine v in s al posto
di z, che denoteremo con s[v/x], per induzione sulla struttura di v:

var Se s =y, allora
slv/xz] =s

Al contrario, se s =z, allora

slv/z] = v

A Se s = My.t, allora
slv/x] = Az.tjv/z, z/y]

dove z ¢ FV(v) é una variabile “nuova”, che viene sostituita al posto
di y. Se invece s = \x.t, allora

slv/xz] =s
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@ Se s = tu, allora

slv/z] = tlv/z|ulv/z]

La sostituzione puo naturalmente essere estesa ad un numero arbitrario
di variabili; se s, vi,...,v, sono A-termini, e se zi,...,x, sono variabili,
indicheremo con

S[Ul/xla s avn/xn]

la sostituzione contemporanea dei termini vy, ...,v, al posto delle rispettive
variabili z1,...,%p.

Definiamo ora il concetto di contesto, che sara preliminare al seguito dell’e-
sposizione:

Definizione 2.23 (Contesto) Un contesto é un’espressione sintattica, che
denoteremo con Cle], in cui ¢’é un “buco”. Un contesto é tale che, per ogni
t € A, C[t] € A, dove Clt] indica il contesto a cui é stato rimpiazzato t al
posto del “buco”.

Esempi di contesti sono \x. e x, exyz, nonche semplicemente o, che ¢ il con-
testo vuoto.

Ora, se p & una relazione sui termini di A, diremo che p passa al contesto se
e solo se, essendo ¢ e u due A-termini,

t pu= C[t] p Clu] per ogni contesto Cle]

Allo stesso modo, la chiusura contestuale p di una relazione p su A & la piu
piccola relazione contenente p che passa al contesto.

Siamo ora pronti a trattare la dinamica del A-calcolo, vale a dire il processo
di riscrittura che lo rende un modello di computazione. Partiremo dalla
regola di conversione di base, per poi definire la sua versione piu generale:

Definizione 2.24 (fy-conversione) Definiamo sui termini di A la sequen-
te relazione di riscrittura:

(Az.t)u —¢ t{u/z]

che é detta By-conversione.

Un termine s della forma (Ax.t)u, cioé composto dall’applicazione di un’a-
strazione ad un altro termine, ¢ detto redex. Il termine che risulta dalla
Bo-conversione di s ¢ detto il ridotto di s.

Definizione 2.25 (f-conversione) Definiamo la [31-conversione ([3-conversione
in un passo) come la chiusura contestuale della By-conversione. Se u risulta
dalla B1-conversione di t, scriveremo

t—u
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La B-conversione sara allora definita come la chiusura riflessiva e transitiva
della B1-conversione. Per la B-conversione adotteremo la scrittura

to — tn—i—l
intendendo che o ty = t,41, oppure esistono n A-termini ty,...,t, tali che
t0—>t1—>...—>tn—>tn+1

Un nome alternativo per la S-conversione e quello di B-riduzione; se t — u,
diremo in genere che t si riduce a u.

In sostanza, la dinamica del A-calcolo e costituita da un processo di riscrit-
tura, scomponibile in passi atomici (la fB;-conversione), in cui ogni volta si
cerca all’interno del termine che si vuole ridurre un sotto-termine di forma
particolare (quello che abbiamo chiamato redez); una volta trovatone uno,
lo si rimpiazza con il suo ridotto, secondo una precisa regola di sostituzione
(la By-conversione). Quando non & piu possibile trovare alcun redex all’in-
terno del termine che si sta elaborando, il processo finisce, e si & arrivati alla
cosiddetta forma normale:

Definizione 2.26 (Forma normale) Un terminet é detto normale se non
esiste alcun termine u tale che

t—u

In sostanza, t non contiene alcun redex.
Allo stesso modo, se t & un termine normale, e s é un termine tale che

s —»t
diremo che t ¢ una forma normale di s.

Il lettore attento si sara ricordato che, nell’introduzione della presente sezio-
ne, avevamo accennato al fatto che la dinamica del A-calcolo fosse in grado di
generare situazioni in cui piu strategie di esecuzione di uno stesso program-
ma sono possibili. Sapendo che i programmi sono i A-termini, e sapendo
che I'esecuzione di un A-termine corrisponde al processo di -riduzione, ora
siamo in grado di verificare la correttezza di quanto era stato anticipato. E’
chiaro, infatti, che all’interno di un singolo A-termine ci puo essere piu di un
redex e, poiché la f1-conversione non dice nulla su quale vada scelto, lo stes-
so termine puo essere ridotto in pitt modi diversi, conducendo a piu termini
diversi. Poiché la S-riduzione semplicemente itera il procedimento, viene da
domandarsi se non sia possibile che il processo di riduzione diverga, cioe che
esso porti a due risultati diversi a seconda di quale strategia di esecuzione
si scelga.

In merito a cio, vale il seguente teorema fondamentale:
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Teorema 2.2 (Proprieta di Church-Rosser) Se s, t e u sono tre ter-

mant tali che
s —»t

S —>U

allora esiste un termine v tale che

t—>v
U —» v

Dimostrazione. Si veda [16]. O

Grazie alla proprieta di Church-Rosser, detta anche proprieta di confluenza,
possiamo dimostrare la seguente proposizione:

Proposizione 2.6 (Unicita della forma normale) Se un termine t ha
una forma normale, allora essa é unica.

Dimostrazione. Supponiamo che ¢ abbia due forme normali v’ e u”. Per
definizione di forma normale, abbiamo

t— '

t_)_)ull

Ma allora, per la confluenza, esiste un altro termine v tale che

u —»v

Ora, poiché abbiamo supposto u’ e u” normali, non puo essere che v = v’ e
v=1", e dunque v =«". O

Se vediamo la forma normale di un termine come il risultato dell’esecu-
zione di un programma, la proprieta di Church-Rosser ci garantisce dunque
che tale risultato, se esiste, & unico; cio € senz’altro confortante da un punto
di vista informatico.

Se le varie strategie non contano ai fini del risultato, esse sono invece de-
terminanti ai fini del numero di passi necessari ad arrivare a tale risultato.
In altri termini, & possibile studiare la S-riduzione dal punto di vista del-
la sua ottimizzazione. Un esempio che puo chiarire le idee ¢ il seguente.
Supponiamo di avere un termine B tale che

B —» \zy.x
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e due termini u e v le cui rispettive forme normali sono u' e v'. Consideriamo
ora il seguente temine:

(Ab.buv) B

Possiamo immaginare almeno due strategie diverse; la prima, effettua dap-
prima tutti i calcoli che riguardano B, e poi passa a u e v:

(Ab.buv) B — Buv — (A\zy.z)uv — (Ay.u)v — u — u’
La seconda lavora invece prima su u e v, e poi riduce B:
(Ab.buv) B — Buv — Bu'v - Bu'v' — (Azy.z)u'v' — Oy )v" — o

E’ chiaro come la prima strategia sia in generale migliore della seconda; in
particolare, quest’ultima effettua tutta una serie di calcoli su v, che potreb-
bero dal punto di vista della durata essere piut lunghi di tutti i calcoli su B
e su u messi assieme. Tali calcoli alla fine si rivelano essere completamente
inutili, visto che v, la forma normale di v, viene semplicemente “buttata

via”.

L’ottimizzazione della S-riduzione & un soggetto di ricerca di altissimo inte-
resse, all’interno del quale si sta tutt’oggi lavorando. In particolare, le ap-
plicazioni dei risultati in questo campo sono di grande aiuto alla costruzione
di interpreti e compilatori funzionali ad alte prestazioni, i quali riducano
al minimo possibile i tempi di esecuzione dei programmi che vengono loro
sottoposti.

Tornando alla forma normale di un termine, nella proposizione 2.6 siamo
stati ben attenti a specificare che essa € unica a patto che esista. Infatti,
il A-calcolo contiene oggetti alquanto bizzarri, per i quali il processo di (-
riduzione non porta mai ad una forma normale, qualunque strategia si scelga
per ridurli.

L’esempio tipico di un tale termine, nonché il piu semplice, & il seguente.
Definiamo anzitutto

A = \z.xx

e poniamo

Q=AA

Il termine Q contiene chiaramente un redex; poiché € l'unico che c’¢, se
vogliamo ridurre 2 non abbiamo scelta:

Q= Az.zz)A - AA=Q

La situazione € un po’ inattesa, ma ben chiara: abbiamo trovato un termine,
non normale, che si riduce in sé stesso. Non c¢’¢ speranza che € arrivi mai
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ad una forma normale; questo rappresenta chiaramente un programma che
cicla all’infinito, senza possibilita di fermarsi.

La chiave di volta della costruzione sta nel termine A. A ben guardarlo,
questo signore ci sta offrendo di eseguire un’operazione un po’ fuori dal co-
mune: A ci dice infatti, “datemi un programma, e io vi restituiro il risultato
di questo programma applicato a lui stesso”. Qualunque cosa significhi “ap-
plicare un programma a sé stesso”, nel A-calcolo abbiamo pieno diritto di
farlo. In particolare, poiché non ci viene posta alcuna restrizione su quale
programma dare in input a A, nulla ci vieta di fare la cosa piu perversa che
ci viene in mente, che e quella di applicarlo a lui stesso. .. et voila, abbiamo
costruito un termine che cicla all’infinito.

Una volta scoperta la presenza di simili meraviglie nel A-calcolo, possiamo
giustamente pensare di classificare i termini di A in base al loro comporta-
mento rispetto alla S-riduzione. Per sequenza di riduzione intenderemo nel
seguito una sequenza di applicazioni della (3;-conversione, la quale termina
solo quando si € arrivati ad una forma normale.

Definizione 2.27 [ termini del \-calcolo possono essere di tre specie:

e un termine t ¢ detto fortemente normalizzabile se tutte le sequenze di
riduzione di t hanno lunghezza finita

e un termine t € detto normalizzabile se esiste una sequenza di riduzione
di t di lunghezza finita

e un termine t é detto non normalizzabile se non esiste alcuna sequenza
di riduzione di lunghezza finita

Chiaramente, un termine fortemente normalizzabile ¢ anche normalizzabile.
Esemplari tipici delle tre classi di “normalizzazione” sono i seguenti:

- (Mz.f(f(fx)))(Az.z)A\ry.y & fortemente normalizzabile, e la sua for-
ma normale & \zy.y

- (Azy.y) Q Afz.f(fz) ¢ normalizzabile, ma non fortemente normaliz-
zabile; la sua forma normale & Afz.f(fz), ma & chiaro che, essendoci
un redex in {2, si pud continuare all’infinito a scegliere di ridurre tale
redex, producendo una sequenza di riduzione che non termina mai

- abbiamo gia visto che {2 non & normalizzabile; un altro esempio di
termine non normalizzabile, ma non ciclico (cioé che non si riduce in
sé stesso) ¢ H = (Az.y(zx))Az.y(zz), per il quale chiaramente si ha
H—yH - y(yH) — ...
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I termini fortemente normalizzabili corrispondono a funzioni totali; gli al-
tri termini invece corrispondono a funzioni parziali, con domini pitt 0 meno
stretti.

Prima di chiudere il capitolo, € interessante fornire un piccolo accenno sulla
programmazione delle funzioni ricorsive nel A-calcolo, cosa che non € a pri-
ma vista affatto ovvia.

Anzitutto, poiché le funzioni ricorsive sono funzioni su numeri interi, oc-
corre trovare il corrispettivo dei numeri nel A-calcolo. La rappresentazione
universalmente piu diffusa (ma non I'unica possibile) & quella degli interi di

Church: _
0= Asz.z

n=2Asz.5(...(s2)...)
——

Su tale rappresentazione, si possono definire in modo semplicissimo le pro-
iezioni:
n
T, = AT ... 2Tn. T

e la funzione successore:
succ = Ansz.s(nsz)
Per verificare il funzionamento di quest’ultima, basta effettuare il calcolo:

succm — Asz.s((Asz.s(...(s2)...))sz) =

——

— Asz.s((Az.s(...(s2)...))z) —

— Asz.s(s(...(s2)...)=n+1
N—_——

n

Naturalmente, si possono definire tutte le altre funzioni elementari sui nu-
meri interi, come ’addizione, la sottrazione, la moltiplicazione, ’elevamento
a potenza. ..

Non senza qualche difficolta tecnica, e possibile dimostrare che il A-calcolo &
in grado di rappresentare tutti gli schemi di costruzione delle funzioni ricor-
sive: composizione, ricorsione primitiva, minimizzazione. In sostanza, vale
il seguente teorema:

Teorema 2.3 Se f ¢ una funzione ricorsiva parziale da N¥ a N, allora esiste
un A-termine ¢ tale che:

—¢TL. T > f(2,. . mp) se f(z,.om)
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- ¢ T1...Tx non é normalizzabile se f(x1,...,xx) T

Dimostrazione. Si veda [16]. O

Poiché il A-calcolo non e altro che un sistema di riscrittura, non e difficile
immaginare di programmare una macchina di Turing perché, data in input
una qualche rappresentazione di un A-termine, ne calcoli la forma norma-
le (eventualmente girando all’infinito se questa non esiste). Dunque, ogni
funzione A-definibile (cioé per la quale esiste un A-termine che la calcola) &
anche Turing-calcolabile; per il teorema 2.1, abbiamo “chiuso il cerchio”, ed
ottenuto ’equivalenza tra i tre modelli computazionali.

La tesi di Church-Turing pud dunque essere riformulata come segue:

Proposizione 2.7 (Tesi di Church-Turing, seconda versione) Una fun-
zione e “calcolabile” sse é ricorsiva sse é \-definibile sse & Turing-calcolabile.

2.3.2 11 \-calcolo tipato semplice

Una delle peculiarita del A-calcolo puro e che non c’¢ distinzione tra dat:
e funzioni; un termine & semplicemente un termine, e le variabili vincolate
tramite la A-astrazione possono essere sostituite con qualsiasi altro termine,
senza alcun vincolo. E’ un po’ come se, in un linguaggio di programmazione,
una stessa funzione accettasse argomenti di qualsiasi natura, siano essi, ad
esempio, interi, stringhe, alberi... Il termine tipico che rappresenta questo
“polimorfismo” esagerato ¢ il famoso A, il cui input & contemporaneamente
funzione e argomento della funzione stessa.

Quello che manca allora nel A-calcolo puro € la nozione di tipo; in effetti,
nel A-calcolo tutti gli oggetti appartengono ad un unico tipo, che & contem-
poraneamente dato e funzione. E’ possibile perd definire una variante del
A-calcolo in cui il concetto di tipo sia esplicitamente presente: si tratta del
cosiddetto A-calcolo tipato, del quale noi introdurremo una versione ristretta
chiamata A-calcolo tipato semplice (STLC, Simply Typed Lambda-Calculus).

Occorre prima di tutto definire che cos’® un tipo. I tipi di STLC sono
definiti in modo molto simile alle formule della logica:

e Isimboli X,Y, Z ..., appartenenti ad un insieme numerabile di simboli,
sono i tipi atomici di STLC.

e Se A e B sono due tipi, allora A — B & un tipo, e sara il tipo delle
funzioni che prendono in input un oggetto di tipo A e restituiscono un
oggetto di tipo B.

e Se A e B sono due tipi, allora A x B & un tipo, e sara il tipo delle
coppie ordinate di oggetti di tipo A e B.
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I termini di STLC possono essere definiti in modo induttivo come segue:

(Var) Sia V = {z,y,2,...} un insieme numerabile di simboli di variabile,
a cilascuno dei quali € associato un tipo come definito sopra. Allora,
Z,Y, 2, . .. sono termini di STLC, il cui tipo e quello associato al simbolo
stesso. Per annotare esplicitamente che il tipo associato a z ¢ A,
scriveremo z”. Per i termini in generale utilizzeremo la notazione
t : A per dire che ¢ & un termine di tipo A4; ad esempio dunque, 4 : A.

(A) Sia t : B un termine e z una variabile di tipo A. Allora, Az.t & un
termine di tipo A — B, e le eventuali occorrenze di z in ¢ saranno
dette vincolate.

(@) Sianot: A — B e u : A due termini. Allora, tu ¢ un termine di tipo
B.

(Pair) Siano s : A e t : B due termini. Allora, (s,t) ¢ un termine di tipo
AXx B.

(Proj) Sia t : A x B un termine. Allora, fst(¢) e snd(¢) sono due termini
rispettivamente di tipo A e B.

Le regole () e (@) dicono rispettivamente come costruire e come utilizzare
un termine di tipo A — B, cio¢ una funzione che da un termine di tipo A
ne restituisce uno di tipo B. Le regole (Pair) e (Proj) dicono invece come
costruire e utilizzare le coppie di termini, cioe i termini di tipo A x B.

Ci servono ora le regole per la riscrittura dei termini, analoghe alla Sy-
conversione del A-calcolo. Siano s: Ax B, t: B,u: Aev: A — B;leregole
di riduzione sono le seguenti:

(AzAt)u ~q t[u/x]

fst({t,u)) ~qo t
snd((t,u)) ~o u

La prima & praticamente identica alla Sy-conversione del A-calcolo puro; le
altre due invece si occupano di ridurre le coppie di termini. Naturalmente,
la riduzione ~~ si definisce in modo analogo al A-calcolo puro, come chiusura
riflessiva, transitiva e contestuale di ~.

Per il A-calcolo tipato semplice continua naturalmente a valere la proprieta
di Church-Rosser. Tuttavia, a differenza che nel A-calcolo puro, in STLC
tutti i termini sono fortemente normalizzabili; la forma normale si raggiunge
sempre, non importa quale strategia di riduzione si scelga.
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Intuitivamente, cid & possibile perché il termine A del A-calcolo puro non &
tipabile: un termine non puo essere applicato a sé stesso, qualunque sia il
suo tipo. Questo ovviamente non dimostra la normalizzazione forte, ma &
un elemento chiave perché questa possa verificarsi.
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Capitolo 3

La corrispondenza di
Curry-Howard

Il presente capitolo ¢ dedicato all’illustrazione del legame logica/informatica,
stabilito dalla cosiddetta Corrispondenza di Curry-Howard. Presenteremo
anzitutto la versione “costruttiva” della Logica Classica, ossia la Logica In-
tuizionista; di sequito, introdurremo le Deduzioni Naturali, gli oggetti sin-
tattici che rappresentano effettivamente le dimostrazioni delle formule della
logica. Con laiuto di queste, mostreremo come ad ogni dimostrazione possa
essere associato un termine del A-calcolo tipato.

3.1 La logica intuizionista

3.1.1 Il problema del weakening

Alla luce di quanto visto per il A-calcolo nella sezione 2.3, 'insieme delle
derivazioni di LK pu0 essere visto come un sistema di riscrittura in cui le
forme normali sono le derivazioni cut-free, e le regole di riscrittura (ana-
loghe alla -riduzione) sono le regole di riduzione fornite dal Teorema di
Cut-Elimination (sezione 1.3). Nello stesso modo in cui nel A-calcolo si par-
te da un termine contenente dei redex per arrivare alla forma normale (se
essa esiste), in logica classica & possibile prendere una derivazione di LK
contenente dei tagli e applicare la procedura di cut-elimination fino ad ot-
tenere una derivazione cut-free. Questa semplice intuizione ¢ alla base di
tutto cio che diremo nel seguito; cercheremo infatti di ridurre il processo
di cut-elimination ad un processo di calcolo, nell’ambito del quale la deri-
vazione di partenza costituisce un programma da eseguire, e la derivazione
cut-free di arrivo rappresenta invece il risultato del calcolo.

La prima differenza fondamentale tra A-calcolo e logica classica € che que-
st’ultima non gode della proprieta di Church-Rosser. La ragione del proble-
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ma e la presenza della regola strutturale del weakening; prendiamo infatti
una derivazione di questo tipo:

T -

It A AN
—— WR —— WL
THAA T AR A

ut
I.T' - A, A ‘

L’eliminazione del taglio per questa derivazione ci pone davanti ad una
scelta: possiamo prediligere il ramo contenente 7, e ridurre la derivazione a

© T

Ik A
—_ W
T, - A, A
oppure prediligere 7', e trovare
-
= A
—_ W
T, - A, A

Entrambe le riduzioni sono perfettamente lecite; tuttavia, esse danno chia-
ramente luogo a due derivazioni che, a priori, sono totalmente diverse. La
procedura di cut-elimination per LK dunque non é confluente; in prospetti-
va dell’analogia informatica che vogliamo creare, cio € molto poco simpatico:
significherebbe che i calcoli effettuati non hanno un risultato ben definito,
ma ne possono avere piu d’uno.

Inoltre, questa volta pero in analogia con quanto succede nel A-calcolo, &
possibile trovare derivazioni di LK per le quali, applicando una certa “stra-
tegia” di riduzione, non si arriva mai ad una forma normale. Dal punto
di vista informatico, il Teorema di Cut-Elimination garantisce dunque ’esi-
stenza di un qualche risultato al calcolo effettuato, ma non assicura né che
tale risultato sia unico, né che ci si arrivi sempre eliminando i cut in qualsiasi
ordine.

3.1.2 La limitazione delle regole strutturali

Il problema del weakening, che in Logica Classica non ha speranza di risolu-
zione, € invece affrontabile nell’ambito della Logica Intuizionista. La Logica
Intuizionista, nata per motivi completamente diversi da quelli per i quali
ce ne serviremo noi, consiste in una restrizione della logica classica che, nel
calcolo dei sequenti, puo essere formulata in modo banale:
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Definizione 3.1 (Sequente intuizionista) Un sequente intuizionista é un
sequente I' = A in cui |A] < 1.

11 calcolo dei sequenti intuizionista, che chiameremo LJ, si ricava da LK sem-
plicemente modificando le regole in modo che esse agiscano esclusivamente
su sequenti intuizionisti. Nel nostro caso, partiremo dalla versione propo-
sizionale al secondo ordine di LK. Il primo ordine infatti non & di alcuna
utilita a livello computazionale, mentre il secondo ordine fornisce un potere
espressivo altissimo; essendo la formulazione delle regole per i quantificatori
praticamente identica indipendentemente dall’ordine, tanto vale presentare
direttamente la versione del calcolo alla quale faremo sempre riferimento in
futuro.

Ecco dunque le regole di derivazione della nostra versione di LJ; la formula
C che compare a destra dei sequenti indica una formula che puo esserci o
meno:

» Regole dell’identita

A AAFC
ax
AFA IAFC

cut

» Regole strutturali

T A, B,AFC TLAAFC T'+C T+
—_—X —FFFF—F—C —F— WL —— WR
T,B,A,AFC T,AFC T,AFC T-A

» Regole logiche

r-A IAF
_ L R
A B,AFC INArFB
=L — =R
INAJA= BFC ''HrA=10B
» Regole logiche additive

ini TaR
(nessuna regola sinistra per 7)) T a
AEC r,BrC FA I'-B
— Aall ——  Aal2 AaR
IAANBEC IAANBEC I'-AAB

T F+C Fal (nessuna regola destra per F)
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IAFC TI,B-C IFA I'+B

Val ——— VaR1 _—V
ILAVBFC IFAVB I'FAVEB

aR2

» Regole logiche moltiplicative

r=cC
—  TmL — TmR
I,7TFC -
I, A,BFC A AFB
— AmL AmR
T,AABFC T,AFAAB
|
_I— FmL FmR
A

(nessuna regola moltiplicativa per V)

» Regole logiche per i quantificatori

L, A[B]F C T+ A[X]
St - T R )
T,VX.AFC I'FVX.A

T, AX|FC T+ A[B]
— 3L (% R ———]
T,3AX.AFC I'-3X.4

La condizione (%) & sempre la stessa: la variabile proposizionale X non deve
essere libera nel contesto della formula A (T nel caso di VR e " e C' nel caso
di 3L).

Si puo evidentemente notare come le regole strutturali abbiano subito una
limitazione in LJ; in particolare, la contrazione puo operare solo sul lato
sinistro del sequente. Osservando I’esempio di riduzione non confluente pre-
sentato sopra, ci accorgiamo che se anche il weakening fosse sottoposto alla
stessa restrizione, avremmo risolto il problema della non validita della pro-
prieta di Church-Rosser.

In logica intuizionista, il weakening a destra si puo applicare esclusivamente
nel caso in cui il lato destro del sequente sia vuoto. Da un’ispezione accu-
rata delle regole di LJ, emerge chiaramente che esistono solo due modi in
cui un sequente puo essere “svuotato” del suo lato destro: 'applicazione di
una regola FmL, che crea dal vuoto un sequente con zero formule a destra,
oppure 'applicazione di una regola —L. Dall’abolizione di queste due regole
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nasce la cosiddetta Logica Minimalista, i cui sequenti [' - A soddisfano la
condizione |A| = 1.

La logica minimalista risolve completamente il problema della non confluen-
za; 'esempio di derivazione dato in precedenza non e piu costruibile in LJ
se non sono mai state utilizzate le due regole FmL e —L. Nel seguito, anzi-
ché introdurre un nuovo calcolo (che potremmo chiamare ad esempio LM),
faremo sempre riferimento a derivazioni di LJ in cui non si utilizzano mai le
due regole incriminate. Cio ci permettera di confondere logica intuizionista
e logica minimalista, riferendoci sempre alla prima pur intendendo in verita
la seconda. Tale confusione &€ ammissibile in ambito informatico, giacché
per le regole per la negazione non e ancora stata trovata un’interpretazio-
ne computazionale soddisfacente, e la costante F & totalmente negletta in

qualsiasi contesto di programmazione!.

Diretta conseguenza dell’esclusione delle regole FmL e —L & ’eliminazio-
ne di altre regole, che diventano a questo punto inutili giacché, a causa della
presenza, sicura di esattamente una formula a destra, non ci si trovera mai
in condizioni di poterle applicare: le regole in questione sono il famigerato
WR, la =R, e la FmR, che esclude totalmente la presenza di un “falso mol-
tiplicativo” in logica intuizionista.

Osserviamo infine che, con la logica intuizionista, abbiamo cambiato com-
pletamente la semantica delle formule. Esempi sconcertanti sono le due
tautologie classiche =AV A (il tertium non datur) e =—A = A, le quali non
sono piu derivabili in LJ. Questo fatto, apparentemente drammatico, non
rappresentera per noi un grosso problema; d’ora in avanti infatti sposteremo
sempre di piu la nostra attenzione dalle formule (e dunque la loro verita e
dimostrabilita), alle dimostrazioni in quanto tali.

3.1.3 Cut-elimination in LJ

Procederemo ora con la presentazione dettagliata delle regole di riduzione
per l'eliminazione del taglio in LJ. Tuttavia, opereremo su una versione
ancor piu ristretta del sistema, quella limitata al cosiddetto frammento ne-
gativo della logica intuizionista, in cui sono presenti solo i connettivi A, = e
V. Le ragioni di tale scelta saranno pil chiare nel seguito; per il momento, a
supporto di una tale decisione possiamo chiamare in causa il fatto che, al se-
condo ordine, i connettivi logici A, V e 3 possono essere espressi in funzione

1Cid & vero per le costanti logiche in generale, ma se per il “vero moltiplicativo” si pud
vedere qualche utilizzo pratico (in genere nella definizione naive del tipo dei booleani; in
LLL invece 'unitd moltiplicativa gioca un ruolo diverso, alquanto curioso), a quanto ne
sappiamo noi il falso non ha mai trovato applicazione alcuna.
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dei soli = e V:
ANB = VX(A=B=X))=>X
AVB +— VX.((A=X)=(B=X)=X))
XA = W.(VX.(A=Y)=Y))

Di conseguenza, a livello di espressivita logica non si hanno problemi nel
limitarsi al frammento negativo. Inoltre, giacché le regole strutturali ce lo
consentono, ci sbarazzeremo completamente di tutta la formulazione mol-
tiplicativa, ovverosia delle regole per la congiunzione moltiplicativa e delle
regole moltiplicative per 7 (le regole moltiplicative per F erano gia state
eliminate dalla condizione minimalista). Per questa ragione, non essendoci
pit motivo di specificarla, nelle derivazioni che seguiranno non riporteremo
accanto alle regole la formulazione cui appartengono.

Ecco dunque le 8 regole di riduzione per il frammento negativo di LJ:

s T

. — ax -
'HFA AR A — .
_ cut ' A
I'-A
‘T ]
— ax . T
AFA  T,AFC N ;
cut F,AI—C
T,AFC
o 7T Eﬂ-,
" . TFA T AAFC
. T AARC ; cut
L i s — r-4 TIL,I,AFC
I'FA T AFC cut
cut I,I,['FC
I,I'+C -
I,I'+C
ET‘J N !
- I'-C .
T W — '+ C
TFA I, AFC —_—w
cut I,T'FC
I, T+ C
x
r-c -
— 7R ———— 7L — ;
-y T,VERC r-C
cut
'=cC
E7r Eﬂ_/ E,ﬂ_// Eﬂ_l 7r
T,A+-B I'-A T",BFC I'-A T,AFB -
R L _— -
IrrA=B  T.I"A=BrC I,T'+B "B+ C
I, T"FC “ .1 C o
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!

57T1 §7T2 7r . .
THA, TFA, ' A4+ C ST o .
AR ALi — 't A; F’,AH—C 261,2
I'E A NAs F,,Al/\AgFC — cut
cut r.r'rc
I,I'FC
n . .
TFAX] T, AB]FC : 7[B/X] |
VR VL — '+ A[B/X] I AB|-C
I-VX.A T/ VXAFC cut
cut I,I'FC
I,I'FC

Come al solito, nel caso in cui non si possa applicare una di queste regole
perché la formula tagliata non & conclusione di entrambe le regole che si
trovano prima del cut, si pud dimostrare come in LK che la regola del taglio
commuta con tutte le altre, e dunque i cut possono sempre essere spinti in st
verso le foglie dell’albero, fino ad incontrare le regole che hanno introdotto
la formula tagliata.

In base alle regole di riduzione logiche e a quelle commutative, si puo allora
enunciare la versione dell’Hauptsatz per LJ:

Teorema 3.1 (Teorema di Cut-Elimination per LJ) Se 7 é una de-
rivazione del sequente I' = A nel frammento negativo di LJ, allora esiste
una procedura che consente di costruire una derivazione © del medesimo
sequente, tale che ' ¢ cut-free.

Il frammento negativo di LJ, con le regole di riduzione presentate, costituisce
dunque un sistema di riscrittura nello stile del A-calcolo. Per esso (e, a dir
la verita, per tutto LJ in generale) vale la proprieta di confluenza:

Teorema 3.2 (Church-Rosser) Se 7 ¢ una derivazione di LJ, ed esisto-
no due sequenze di regole di riduzione o e 7 tali che m > ' e m = 7, allora

!
esiste una derivazione p e due sequenze di riduzione o’ e 7' tali che ©' = p

n T
em — p.

La confluenza di LJ, assieme alla normalizzazione debole garantita dalla
procedura di cut-elimination, forniscono la proprieta che cercavamo, e cioe
che tutti i processi di calcolo abbiano un unico risultato. Tuttavia, nel corso
dell’eliminazione del taglio potrebbero presentarsi contemporaneamente piu
cut, e dunque pit regole di riduzione da poter applicare. Come nel A-calcolo,
potrebbe a priori presentarsi una situazione in cui la forma normale non
viene mai raggiunta, e il processo di eliminazione prosegue all’infinito. Il
seguente risultato, del quale omettiamo la dimostrazione, serve proprio a
stabilire che le scelte che si effettuano nel corso della normalizzazione non
hanno rilevanza:
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Teorema 3.3 (Normalizzazione forte, Girard) La procedura di elimi-
nazione del taglio in LI & fortemente normalizzante, vale o dire non esistono
sequenze di riduzione di lunghezza infinita.

La normalizzazione forte € un risultato importantissimo; essa ci assicura che
qualsiasi strategia di riduzione avra sempre termine, generando sempre la
stessa forma normale.

3.2 Le deduzioni naturali

II lettore con buona memoria si ricordera che, quando abbiamo presentato
il calcolo dei sequenti per la logica classica, abbiamo precisato che le de-
rivazioni effettuabili al suo interno non sono propriamente dimostrazions;
una derivazione di LK (o di LJ) che si concluda con il sequente - A non &
una dimostrazione di A, ma soltanto una prova del fatto che tale dimostra-
zione esiste, e che essa non utilizza alcuna ipotesi per arrivare ad A. Per
quanto concerne la dimostrabilita, asserire I'esistenza di una dimostrazione
o esibirne una non fa alcuna differenza, e il Teorema di Completezza ¢ 11 a
confermarcelo. Tuttavia, la logica intuizionista ci offre la possibilita di defi-
nire degli oggetti che siano piu identificabili a vere dimostrazioni di formule,
nei quali sia percorribile in qualche modo il ragionamento che porta dalle
ipotesi alla conclusione.

Questi oggetti, per il loro carattere piu vicino alla struttura di un ragiona-
mento umano, sono state appunto chiamate Deduzioni Naturali. 11 calcolo
delle deduzioni naturali in realta esiste sia per la logica classica che per quel-
la intuizionista, e viene chiamato rispettivamente NK e NJ. Tuttavia, nel
caso della logica classica, le deduzioni naturali non riescono ad esprimere le
simmetrie profonde che sono invece alla base del calcolo dei sequenti, e il
calcolo NK non ¢ dunque molto interessante. Al contrario, NJ riesce a far
funzionare le cose piuttosto bene, fornendo dimostrazioni intuizioniste che
emulano il calcolo dei sequenti in modo tutto sommato accettabile. In effetti,
per il frammento negativo della logica intuizionista, le deduzioni naturali si
comportano in maniera meravigliosa, ed & proprio grazie ad esse che potremo
vedere in modo trasparente la corrispondenza di Curry-Howard. Viene cosi
svelato il “mistero” della nostra scelta di limitare la cut-elimination per LJ
alle sole regole logiche per i connettivi =, A e V: in questo modo potremo
ottenere una corrispondenza perfetta con il frammento “buono” di NJ.

Cominciamo allora con il definire cos’¢ una deduzione naturale:

Definizione 3.2 (Pre-deduzione naturale) Una pre-deduzione natura-
le ¢ un albero i cui nodi, inclusa la radice, sono etichettati con (occorrenze
di) formule intuizioniste, mentre le foglie sono etichettate o da formule, o
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da formule scaricate, indicate con [A], dove A é una formula qualunque.
La radice dell’albero sara detta conclusione della deduzione; le foglie non
scaricate saranno invece dette ipotesi della deduzione.

Non tutti gli alberi costruiti con formule intuizioniste sono vere deduzioni
naturali. Per essere tale, I’albero dev’essere stato costruito secondo le regole
di NJ, che ci accingiamo ad esporre. Nel seguito, un albero 7" la cui radice e
la formula A e le cui foglie sono formule qualsiasi sara indicato come segue:
T
A
Se B e tra le foglie di T', per evidenziarlo scriveremo
B
T
A
Ecco dunque le regole di NJ:

» Assioma

Se A & una formula qualsiasi, I’albero
A

che rappresenta ’albero la cui radice &€ contemporaneamente I'unica
foglia, ¢ una deduzione naturale.

» Eliminazione dell’implicazione
Se S & un albero con conclusione A, e T' un albero con conclusione
A = B, allora I'albero la cui conclusione &

A A=B
B

&=

¢ una deduzione naturale.

» Introduzione dell’implicazione

Se T' & un albero con conclusione B, tra le cui ipotesi compare almeno
un’occorrenza, della formula A non scaricata, I’albero
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¢ una deduzione naturale, nella quale sono state scaricate un numero
arbitrario di foglie etichettate con A.

Allo stesso modo, se W & una formula qualsiasi, contenuta o no tra le
ipotesi non scaricate di 7', anche

¢ una deduzione naturale.

Eliminazione della congiunzione

Se T & un albero con conclusione A A B, gli alberi con conclusioni

ANB AANB
ENL
A B

EN2

sono deduzioni naturali.

Introduzione della congiunzione

Se S & un albero con conclusione A e T' un albero con conclusione
B, allora I’albero con conclusione

A B

—IA
ANB

Eliminazione del quantificatore universale

Se T' & un albero con conclusione V.X.A, allora I’albero con conclusione

VX.A
— v
A[B/X]

Introduzione del quantificatore universale

Se T ¢ un albero con conclusione A[X], e la variabile proposiziona-
le X non ha alcuna occorrenza libera tra le ipotesi non scaricate di 7',
allora 'albero con conclusione

A[X]

VX.A

¢ una deduzione naturale.
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Definizione 3.3 (Deduzione naturale) Una deduzione naturale é una
pre-deduzione naturale costruita secondo le regole fornite sopra.

E’ evidente la similitudine tra tutte le regole di introduzione di NJ e le
regole destre di LJ; in particolare, & chiaro come 'operazione di scaricare
un’ipotesi corrisponda all’aver portato la formula corrispondente da sinistra
a destra del sequente, mediante la regola = R. Intuitivamente quindi, la
conclusione di una deduzione naturale & la formula a destra del sequente
intuizionista, mentre le ipotesi non scaricate sono le formule a sinistra del
medesimo sequente.

Sulla base di questa considerazione, € possibile costruire una “simulazio-
ne” delle regole di LJ mediante deduzioni naturali. Consideriamo il caso
gia accennato dell’implicazione. Supponiamo che in una derivazione di LJ
ci sia una situazione di questo tipo:

T'~A ABFC
IA,A= BFC

=L

Quello che sta succedendo in termini di deduzioni naturali puo essere spiega-
to come segue: abbiamo una deduzione naturale le cui ipotesi non scaricate
sono le formule di I', e la conclusione & A, e un’altra deduzione naturale le
cui ipotesi non scaricate sono le formule di A e B, e la cui conclusione & C
a partire da queste, costruiamo la deduzione naturale

L
A A=1B
—_— &=
B, A
C
Per contro, se in LJ abbiamo
NA+-B
— =R
'rA=1B

in NJ cio equivale ad aver applicato esattamente la regola d’introduzione
dell’implicazione su una deduzione naturale tra le cui ipotesi c¢’¢ A e la cui
conclusione & B, scaricando una sola occorrenza di A.

Questa “simulazione” e estendibile a tutto il resto del calcolo. Osservia-
mo che in NJ non c’e pero traccia delle regole strutturali; in realta, esse
sono implicite nella regola di introduzione dell’implicazione. La contrazione
equivale infatti alla possibilita di poter scaricare un numero arbitrario di
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occorrenze della stessa formula; in LJ sarebbe come effettuare tante contra-
zioni seguite da una regola per I'implicazione a destra. Il weakening invece
¢ implicito nella possibilita di introdurre I’implicazione su una premessa ar-
bitraria, non contenuta tra le foglie non scaricate della deduzione naturale;
di nuovo, in LJ c¢io equivale appunto a fare un weakening seguito ancora da
un’implicazione a destra.

In NJ manca anche un’altra cosa essenziale: non c’¢ una regola esplicita
per il cut. Infatti, tagliare due dimostrazioni ¢ in NJ un’operazione del
tutto naturale, per la quale non serve introdurre una regola. Supponiamo
di avere due deduzioni, una, che chiamiamo m, con ipotesi I' e conclusione
A, Daltra, che chiamiamo o, con ipotesi A, A e conclusione C; il semplice
“aggancio” di w sopra o (facendo coincidere la conclusione A dell’una con
I'ipotesi A dell’altra) crea un nuovo albero, che & ancora una deduzione na-
turale, le cui ipotesi sono le formule di I e A e la cui conclusione & C. A &
diventato un nodo qualsiasi, né ipotesi, né conclusione; & proprio quello che
succede in LJ con 'applicazione di un cut.

La differenza fondamentale tra i cut espliciti di LJ e quelli impliciti di NJ &
che questi ultimi sono sempre “diretti”, nel senso che non sono mai oscurati
da regole strutturali o da altre regole che non agiscono sulla formula tagliata.
Di conseguenza, ’eliminazione del taglio nelle deduzioni naturali & qualcosa
di tremendamente piti semplice che non nel caso gia ampiamente esaminato
del calcolo dei sequenti. In particolare, non servono regole di riduzione per
weakening e contrazione, e non occorre perdere tempo a definire tutte quelle
noiosissime regole di commutazione di cui abbiamo visto un esempio per LK.

La situazione ¢ dunque semplicissima; in effetti, si hanno solo tre casi da
analizzare, corrispondenti alle tre possibili strutture che puo avere la formu-
la su cui si fa ’“aggancio” dei due alberi: A = B, AA B, VX.A. 1l caso
in cui la formula sia atomica non é riducibile; esso corrisponde ad un taglio
su un assioma in LJ, ma nelle deduzioni naturali tale taglio non e visibile
perché, per cosi dire, & gia normalizzato.

Le regole di riduzione sono dunque le seguenti:

A

' B — I, A
I=

A A=1B
&= B
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roor
A A r
L 2I/\ — : i€{1,2}
A N Ay A;
ENi
A;
r
Al :
VXA AlB/X]
— &V
A[B/X]

Tutte e tre le regole sono caratterizzate dalla presenza di una regola di
introduzione seguita immediatamente da una regola di eliminazione. I cut
dunque nelle deduzioni naturali assumono forme quantomeno stupide, e la
loro riduzione & praticamente ovvia. Solo nella prima regola, quella per
I'implicazione, bisogna fare una precisazione: I'albero con ipotesi A e con-
clusione A viene “agganciato” a tutte le occorrenze di A che erano state sca-
ricate dalla regola d’introduzione dell’implicazione; le duplicazioni generate
da tale riduzione sono dovute alla presenza delle contrazioni implicite che,
seppur nascoste, giocano lo stesso ruolo che giocavano nella cut-elimination
di LJ. Analogamente, se la formula scaricata dall’introduzione dell’implica-
zione non ¢ tra le foglie dell’albero, significa che essa & stata aggiunta per
weakening implicito e quindi, proprio come succedeva nel calcolo dei sequen-
ti, la deduzione con ipotesi A e conclusione A viene semplicemente buttata
via.

3.3 Formule come tipi e dimostrazioni come pro-
grammi

Siamo giunti finalmente alla definizione della corrispondenza di Curry-Howard,
che ¢ effettivamente un isomorfismo tra due strutture completamente diffe-
renti: le deduzioni naturali da un lato (e dunque la logica intuizionista) e
il A-calcolo tipato semplice dall’altro. La corrispondenza di Curry-Howard
dunque costruisce un ponte tra il mondo della logica e quello dell’informa-
tica.

Per il momento, restringeremo ancora di piu il frammento di logica intui-
zionista da prendere in considerazione; in particolare, ci limiteremo ai soli
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connettivi = e A. Il quantificatore universale al secondo ordine verra rein-
trodotto nel prossimo capitolo, quando parleremo del Sistema F.

Stabiliamo anzitutto la corrispondenza formule/tipi:

Corrispondenza formule/tipi
Logica Intuizionista A-calcolo Tipato Semplice
Formule atomiche Tipi atomici:
(variabili proposizionali): X, Y, Z, ...
XY, Z,...
A= B A—B
ANB AXxB

La formula A = B corrisponde dunque al tipo dei programmi che prendo-
no in input un oggetto di tipo A e restituiscono un oggetto di tipo B; la
formula, AA B corrisponde invece al tipo delle coppie di oggetti di tipo A e B.

La seguente invece ¢ la corrispondenza dimostrazioni/programmi:
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Corrispondenza dimostrazioni/programmi
Logica Intuizionista | A-calcolo Tipato Semplice
A z4 A

4]
é Mzdt: A— B
7=
A= B
A A= B
&= ts: B
B
A B
— A (s,ty: AX B
ANB
ANB
EN1 fst(t) : A
A
ANB
EN2 snd(t) : B

La corrispondenza dimostrazioni/programmi associa a ciascuna deduzione
naturale un termine del A-calcolo tipato semplice; una dimostrazione della
formula A = B puo dunque essere vista a tutti gli effetti come un program-
ma che fornisce un risultato ti tipo B utilizzando un input di tipo A.

La corrispondenza di Curry-Howard copre in pieno anche gli aspetti “di-
namici” dei due sistemi. Nell’ambito delle deduzioni naturali, sappiamo che
una sequenza di due regole che introducono e subito dopo eliminano lo stes-
so connettivo e riscrivibile per mezzo di regole precise in modo da generare
un’altra deduzione naturale che non contenga piu tale sequenza; nel A-calcolo
tipato semplice abbiamo invece le tre relazioni di riscrittura che trasforma-
no un cosiddetto redezx in un ben determinato contractum. Ebbene, le tre
regole di riduzione definite per le deduzioni naturali corrispondono esatta-
mente alle tre relazioni di riscrittura applicate sui A-termini corrispondenti;
in altre parole, se la deduzione 7, cui & associato il termine ¢, si trasforma
nella deduzione 7/, allora a tale deduzione & associato un A-termine ¢’ tale
che t si riduce a t', e le regole di riduzione nei due processi di riscrittura
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sono in corrispondenza esatta.

Infatti,
4]
: B SN A
. 7= .
A A= B .
_— = B

corrisponde alla riduzione
Az t)u ~ t[u/x]

E’ qui di estrema importanza l’osservazione fatta in precedenza, riguardante
I’eventualita che la deduzione con conclusione A sia copiata un numero ar-
bitrario (anche nullo) di volte, corrispondenti al numero di occorrenze di A
scaricate dalla regola d’introduzione dell’implicazione. Infatti, nel A-calcolo,
la notazione ¢[u/z] significa che u viene sostituito a = in tutte le sue occor-
renze precedentemente vincolate dalla A-astrazione. Cid significa che, se = &
presente piu di una volta, u va copiato piu di una volta, mentre se x non e
presente affatto, di u non ci sara piu traccia nel contractum. In tutto cio,
emerge chiaramente la corrispondenza tra scaricare una formula e astrarre
su una variabile.

Allo stesso modo,

A B :
— A - .
ANB A
ENL

corrisponde alla riduzione fst((s,t)) ~» s, mentre

A B :
— 7TA — .
AANB B
EN2
B

corrisponde alla riduzione snd((s,t)) ~> t.

Per comprendere meglio il funzionamento dell’isomorfismo, mostriamo un
esempio banale ma efficace. Consideriamo la deduzione naturale (che chia-
meremo k)

[A]
B= A
A= (B=A)

I=

I=
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corrispondente alla dimostrazione di uno dei cosiddetti assiomi di Hilbert.
Ripercorrendo la deduzione, quello che ¢ stato fatto ¢ pitt o meno quanto
segue: si & partiti dall’ipotizzare A, che & una deduzione naturale cui cor-
risponde il A-termine z, dove x & di tipo A. Si & applicata una regola per
Iintroduzione dell’implicazione, utilizzando come premessa una formula che
non € tra le ipotesi; a tale formula corrisponde, ad esempio, la variabile y
(di tipo B ovviamente), e dunque il A-termine corrispondente alla deduzio-
ne naturale che abbiamo ottenuto fin qui & ’astrazione su y di x, e cioe
MyB.z : B — A. Infine, abbiamo effettuato un’altra introduzione dell’im-
plicazione, stavolta scaricando l'ipotesi A. A tale ipotesi corrispondeva la
variabile z, e dunque il termine risultante, associato all’intera deduzione, &
MtA ) yB.x 0 A — (B — A). 1l tipo del termine corrisponde esattamente
alla conclusione della deduzione naturale; il fatto che non ci siano variabili
libere nel A-termine € in corrispondenza invece con il fatto che non ci sono
ipotesi nella deduzione (tutte le foglie sono scaricate).

Supponiamo ora di disporre di due derivazioni 7 e 7', con conclusioni rispet-
tivamente A e B, cui corrispondono i A-termini ¢ : A e ¢ : B. Utilizziamo
ora le deduzioni 7 e 7'assieme a k per costruire la seguente dimostrazione:

[A]
=
. B=A
. _—_— T
o A A= (B=A)
. =
B B=A
£ =
A

cui & ovviamente associato il termine ((Az4.\y®.2)t)t' : A. Osserviamo ora
che quest’ultimo A-termine contiene un redex, e infatti nella deduzione na-
turale c’e la corrispondente coppia introduzione/eliminazione. Applichiamo
dunque tutte le trasformazioni possibili alla deduzione:

[A] I=
. B=A T
. —_ 7= o A -
o A A= (B=A) — . I= — -
. £ B B= A A
B B=A —_— &=
£ = A

Se a questo punto proviamo ridurre il A-termine corrispondente alla dedu-
zione iniziale, scopriamo che la sequenza di passi per arrivare alla forma
normale & in corrispondenza perfetta con le trasformazioni effettuate:

(At My B.a)t)t ~ WPt ~ ¢



86 CAPITOLO 3. LA CORRISPONDENZA DI CURRY-HOWARD

In effetti, il A-termine corrispondente a x ¢ il cosiddetto combinatore K
che, assieme al combinatore S := AzA~B=2C) \yA=B N4 (12)(yz) : C, &
sufficiente a programmare tutte le funzioni possibili del A-calcolo tipato sem-
plice, proprio come i due assiomi di Hilbert corrispondenti ai tipi di K ed
SA=B=C)e(A=(B=0)= (A= B)= (4= 0))) sono
sufficienti a derivare (grazie alle regole dell’implicazione) tutte le tautologie
della logica intuizionista.

La corrispondenza di Curry-Howard apre una serie incredibile di nuove pos-
sibilita, stabilendo un legame fortissimo tra i sistemi logici e i linguaggi di
programmazione funzionali. Le due strutture coinvolte nell’isomorfismo so-
no a priori talmente lontane che sembra quasi impossibile I’esistenza di una
corrispondenza, cosi stretta. Un isomorfismo € perd tanto piu interessan-
te quanto pilu diverse sono le nature dei due sistemi coinvolti, e in questo
caso logica e informatica potrebbero, tramite Curry-Howard, fornirci I'una
sull’altra intuizioni molto profonde, come effettivamente & gia avvenuto.

3.3.1 Curry-Howard nel calcolo dei sequenti

Torniamo un momento al calcolo dei sequenti. Quando abbiamo introdot-
to le deduzioni naturali, abbiamo detto che esse possono essere considerate
come le dimostrazioni di cui parlano i sequenti di LJ; pertanto, NJ e LJ
non sono privi di legami, anzi, quello che si fa in uno dei due calcoli ha una
qualche corrispondenza in quello che si fa nell’altro.

Tenendo conto di cio, ci si pud domandare che fine faccia la corrispondenza
di Curry-Howard nel calcolo dei sequenti. La risposta € che questa & ancora
pienamente valida, anche se le raffinatezze di LJ, pur consentendo ancora
di vedere le derivazioni come programmi, non permettono di mettere in cor-
rispondenza biunivoca la dinamica dei A-termini con quella del processo di
cut-elimination. In particolare, in genere un passo di riduzione nel A-calcolo
corrisponde a piu passi nel calcolo dei sequenti.

Per esplicitare la corrispondenza derivazioni/programmi si puo formulare
una versione “decorata” di LJ, in cui ogni formula di un sequente viene
appunto decorata con un termine del A-calcolo. Il A-termine che decorera la
formula a destra della conclusione della derivazione sard proprio il termine
associato alla derivazione stessa.

Ecco dunque la versione annotata di LJ, naturalmente ristretto al solo fram-
mento = e A:
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l'kFs: A z: A ARt C
- aX
r:AFz: A LA Ft[s/z]: C

cut

Fz:Ay:AFt: C Fkt:C
C _— W
Iz A tlz/x,z/y]: C Fz: ARt C

F'kFs: A z:B,AFt:C Mz:A+t: B
=L =R
VAjy: A= BFtlys/z]: C I z?t: A= B
Fz:AFt: C z:BFt:C
AalLl AalL2
Iyy: AANB & tfst(y)/z] : C Iy: AANBFtsnd(y)/z]: C

I'Fs: A I'Ht:B
L'k {(s,t): A\NB

AaR

Naturalmente, i tipi dei termini sono ancora in corrispondenza esatta con le
formule; ecco perché abbiamo utilizzato, ad esempio, A = B anziché A — B.

A titolo di esempio, mostriamo la derivazione dell’assioma di Hilbert A =
(B = A), corrispondente alla deduzione x introdotta sopra:

—————————— aX
r:AFz: A
w
y:Bx:AFx: A
=
t:AFMPr:B=> A
Fazt gyl A= (B> A)

R

=R

In realta, nel calcolo dei sequenti & sconveniente astrarre tutte le variabili
che saranno poi gli “input” del programma rappresentato dalla derivazione.
Infatti ad una funzione come questa, che nel A-calcolo tipato semplice prende
il tipo A — (B — A), & pil pratico associare una derivazione con conclusione
A, B F A, che corrisponderebbe dunque alla sotto-derivazione comprendente
solo la regola dell’assioma e del weakening. In questo modo, & pilt semplice
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tagliare gli input della funzione, per poi ridurli mediante le regole della
cut-elimination:

ax
AFA ax
: —_—W AFA
AFB ABFA L ——w
: cut I'FA AAFA
I'FA AAF A cut
cut F,A"A
IAFA
. ax .
'FA AFA :
» it A
I'-A —_—Ww
— W AR A
AR A

Le cose dunque continuano a funzionare, ma in modo un po’ diverso. In
particolare, in LJ servono piu passi di cut-elimination per arrivare alla for-
male normale rispetto alle deduzioni naturali. In questo esempio specifico,
l'applicazione multipla della regola che scambia weakening e cut (c’¢ un’ap-
plicazione per ciascuna formula di A) non ha alcuna corrispondenza in NJ.
Nel calcolo dei sequenti dunque emergono dinamiche che nelle deduzioni
naturali (e quindi nel A-calcolo) non sono visibili. La corrispondenza formu-
le/tipi dimostrazioni/programmi resta valida, ma non € un vero e proprio
isomorfismo; il calcolo dei sequenti & piu “fine”, e in esso appaiono dettagli
assenti nel A-calcolo.

Per una trattazione dettagliata della corrispondenza di Curry-Howard nel-
I'ambito del calcolo dei sequenti, rimandiamo il lettore interessato a [15].



Capitolo 4

Funzioni rappresentabili nei
sistemi logici

In questo capitolo ci occuperemo di “mettere in pratica” ’idea fornita dalla
corrispondenza di Curry-Howard, vale a dire il fatto che ogni dimostrazione
logica possa essere vista come un programma. In particolare, introdurremo
un sistema di assegnazione di tipi molto potente, conosciuto come Sistema
IF, e dimostreremo qual € la potenza espressiva di tale sistema, in termine di
funzioni rappresentabili al suo interno.

4.1 1l Sistema [F

I1 Sistema F & stato introdotto nel 1971 da Jean-Yves Girard (si veda [13]
per un’esposizione dettagliata del sistema), ed & stato piu tardi (1974) “ri-
scoperto” individualmente da John Reynolds, che I’ha chiamato A-calcolo
polimorfico. 1l sistema F ¢ in sostanza un’estensione di STLC, e si ottiene a
partire da esso aggiungendo i quantificatori al secondo ordine.

Ovviamente, per poter parlare di corrispondenza dimostrazioni/programmi,
€ necessario lavorare in ambito intuizionista, e tale sara dunque il nostro
“ambiente di sviluppo” per la tipizzazione di F. Inoltre, proseguendo con
I’approccio del capitolo precedente, considereremo esclusivamente il cosid-
detto “frammento negativo” della logica intuizionista, costituito dai connet-
tivi =, A e ¥ al secondo ordine. In realta, A non & necessario alla definizione
di F; tuttavia, noi lo includeremo perché puo rendere la programmazione
piu semplice. La versione di F che trattiamo qui sarad dunque quella cono-
sciuta come Sistema F con prodotti. Abbiamo inoltre scelto di presentare
l'assegnazione dei tipi di [ nel calcolo dei sequenti (dunque in LJ), sapendo
che, sebbene meno esatta, la corrispondenza di Curry-Howard continua a
funzionare come per le deduzioni naturali.

89
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Ecco dunque I’assegnazione dei tipi di F:

I'kFs: A z: AJAFt: C
————————— aX
z:AkFz: A AR t[s/x]: C

Nez:Ay:AFt:C FFt:C
C _— W
Iz A tz/z,z]y] : C Mz: ARt C

F'kFs: A z:B,AFt:C z:AFt: B
=L =R
IAJy: A= BFtlys/z]: C F'-Xxz?t: A= B
Fz:AFt:C Lz:BFt:C

Aall AalL2
Iy : AABFtfst(y)/z] : C I'Ny: AANBFt[snd(y)/z]: C

I'kFs:A '+¢t: B

AaR
'k (s,t): ANB
Lyz:ABJFt:C I'Fi: ALX]
vL vR (%)
Iy:VX. At tlyB/z]: C F'FAX.t:VX.A

(%) & la solita condizione di sempre sull’introduzione a destra del quantifica-
tore universale.

Come ¢ possibile vedere, la tipizzazione ¢ identica a quella di STLC, sal-
vo l'aggiunta della quantificazione al secondo ordine. Andiamo dunque a
guardare nel dettaglio le due regole per il V.

La regola a destra e detta astrazione universale del tipo X nel termine
t. E’ molto simile all’astrazione standard del A-calcolo, ma invece di astrar-
re variabili, astrae tipi. L’utilizzo dell’astrazione universale & visibile nella
regola a sinistra, che corrisponde all’applicazione universale. Se nell’appli-
cazione standard del A-calcolo si applicava un termine ad un altro termine,
I’applicazione universale prevede invece di applicare un termine ad un tipo.
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Per capire meglio come funzioni la quantificazione al secondo ordine, e suf-
ficiente osservare la regola di riduzione per questo nuovo costrutto sintatti-
co, che si aggiunge alle altre tre regole gia conosciute, che riportiamo per
comodita:

Az t)u ~ t[u/x]

fst((t,u)) ~ ¢
snd((t,u)) ~ u
(AX.t)A ~ t[A/X]

In altre parole, applicare un termine della forma AX.t ad un tipo corrispon-
de a sostituire quel tipo ovunque occorra la variabile proposizionale X in
t. Ecco perché l'altro nome del sistema F & A-calcolo polimorfico: grazie
alla quantificazione al secondo ordine, il tipo di un temine puo essere para-
metrizzato, e deciso esattamente solo a runtime, proprio come nei linguaggi
funzionali polimorfici come ML.

Forniremo nel seguito qualche esempio per ottenere un minimo di fami-
liarizzazione con la programmazione in F. Prima di cominciare, facciamo
qualche precisazione sulla notazione:

- La convenzione per la sintassi dei A-termini sara esattamente la stessa
utilizzata per il A-calcolo puro (si veda 2.3.1).

- Per quanto riguarda le formule, il connettivo A avra la precedenza su
=, e dunque scriveremo, ad esempio, A A B = C A D al posto di
(AANB) = (CAD).

- Il connettivo = sara associativo a destra: con la formula A = B = C
si intendera la formula A = (B = C).

- Un quantificatore al secondo ordine posto davanti ad una formula le-
ghera tutte le istanze della variabile quantificata presenti nella formula,
vale a dire che VX.X AY = X sara equivalente a VX.((X AY) = X).

- Nelle derivazioni del calcolo dei sequenti, come al solito una linea di
derivazione piu spessa indichera un certo numero (maggiore di uno) di
istanze della stessa regola applicate consecutivamente.

Partiamo dalla rappresentazione dei numeri, che & quella consueta degli
interi di Church. Posto, per il generico tipo A,

inty : =(A=A4)=A=A
il tipo degli interi in F sara

int := VX.inty
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Della formula int esistono infatti in IF infinite derivazioni, ciascuna associabi-
le ad un numero naturale, e ciascuna “magicamente” (grazie all’assegnazione
dei tipi fornita in precedenza) corrispondente ad un intero di Church. Per
quanto riguarda 0, abbiamo infatti:

- aXx
z: XFz: X
=R
F(A\zz): X = X
w
s:X=>XFOWr2): X=X

=R
F (AsX7X 2% 2) tinty
VR
F(AX A =X 2% 2) tint
Per quanto riguarda il generico 7, abbiamo invece
ax ax
1 XkFxp: X y: XFy: X

=L

$1:X,51:X:>XF(81$1)2X

X

ZiXFz:X Tpno1: X, 8p1: X=>X,...,5 :X.:>X|—(51(...(sn,1$n,1)...)) : X
z: X5 X=X, .,51: X =>XF(s1(...(sp2)...)): X
s X=X, 85 X=X F AN si(c.(s02)..0)) :X:>X:>R
5:X=>XFMNs(o.(s2)...): X = X c
FAsX X2 5. (s2)...)) rintx
FAXAsK7X2X 5(...(s2)...)) s int
—_——

n

=L

=R

VR

Come ¢ evidente, i A-termini associati alle derivazioni mediante le regole di
tipizzazione corrispondono esattamente alla versione tipata degli interi di
Church.

Per non appesantire troppo la notazione, presenteremo le derivazione che
programma, il successore sugli interi in versione “non decorata”, vale a
dire con i soli tipi (formule), senza riportare in modo esplicito i termini
corrispondenti:

ax ax
XEHEX XFX
ax =L
XX X, X=XFHX
X =L

X:>X|—X:>Xa X=2XX,X=>XFX
inty, X, X =X, X=XFX
inty, X, X =>XFX

int, X, X == X+ X "

=R

=L

int Finty
— VR
int - int
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Il A-termine associato alla derivazione sopra &
(AXAs¥7% 2% s(nXsz)) :int

dove n : int & la variabile associata alla formula int a sinistra del sequente che
conclude la derivazione. Aggiungendo una regola = R, otterremmo un ter-
mine di tipo int = int, cioé una funzione da interi a interi, che ¢ il giusto tipo
per la funzione successore. Tuttavia, sappiamo che nel calcolo dei sequenti
& piu “comodo” lasciare le formule che rappresentano gli input a sinistra del
sequente, in modo da poterle tagliare direttamente con gli argomenti della
funzione.

Per controllare che il nostro successore funzioni davvero, effettuiamo il cal-
colo nel caso in cui 'input sia 0:

ARMAX AN T XN 5(nX52))0 ~ AXAs¥TXZ
o AX TN
z

s AX AT

(AXAs¥7%X2X 2) X 52)
(As* =X 2% 2)s2)

1

X s(
X s(
.82
E’ chiaro come I’esecuzione ricalchi esattamente quella gia vista nel caso non
tipato, e dunque ci risparmiamo di dimostrare che il A-termine funzioni nel
caso del generico input n.

11 tipo degli interi non ¢ il solo a poter essere rappresentato in [F. In pratica,
tutti i tipi induttivi di un normale linguaggio di programmazione funzionale
trovano posto nel sistema. Ad esempio, se poniamo, essendo A una formula
qualsiasi,

booly = ANA= A

il tipo dei booleani & rappresentato dalla formula
bool := VX.boolx

La formula bool ha due possibili derivazioni in F, che possiamo far corri-
spondere (arbitrariamente) una al valore booleano true, laltra a false:

y:Xl—y:XaX y:Xl—y:XaX
AalLl Aal2
z: X ANXF(fst(z)) : X z: XANXF(snd(z)) : X
=R =R
F Az fst(x)) : booly F (AzX"X snd(z)) : boolx
VR VR
F (AX XzX" fst(z)) : bool F (AX. Az X snd(z)) : bool

Possiamo scegliere, ad esempio, di prendere la prima come true e la seconda
come false. Grazie ai booleani, possiamo ora rappresentare costrutti come
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I'“if.. . then...else”:

——————— aX —————— aX
t:YEt:Y e:Yhke:Y
W w
t:Y,e:YFt:Y t:Y,e:YFHt:Y
AaR ax
t:Y,e:YF(te): Y AY z:YbkFz:Y
=L
t:Y,e:T,y:booly F (y(t,e)) : Y
vL
t:Y,e:T,b:bool (bY (t,e)) : Y
bool Y Y =R
F(AD>°%t  e* .bY (t,e)) :bool =Y =Y =Y
VR

F (AY AP0 Y bY (t,€)) : VYbool = Y = YV =V

Quella che abbiamo programmato ¢ una funzione polimorfica che agisce in
questo modo: preso in input un tipo qualsiasi A, la funzione attende tre
input ulteriori, il primo di tipo bool e gli altri due di tipo A; a seconda del
valore booleano dato in ingresso, viene restituito uno dei due termini di tipo

A.

Vediamo il tutto con un esempio. Supponiamo di disporre di due termi-
ni di tipo A, siano essi u e v. Sia inoltre p : bool un termine la cui forma
normale (essendo booleano) € o true o false. Possiamo allora calcolare

(AY ALY Y Y (¢, e))Apuv  ~ (APt eA b A(t, e))puv
v pA{u,v)

Ora, se p ~ true, abbiamo
(AX NN fst(z)) Alu, v) ~ Az fst(z)) (u, v) ~ fst((u,v)) ~ u
se, al contrario, p ~ false, si ha
(AX ™ snd(z)) Au, v) ~ Az .snd(z)) (u, v) ~ snd((u, v)) ~ v

che & il risultato atteso da una funzione if.. . then...else come quella da noi
programinata.

Un altro tipo interessante e quello delle liste di tipo generico Y, la cui formula
corrispondente ¢

list:=VYVX.(Y=X=X)=X=X

Istanziando list su una particolare formula A, otteniamo il tipo delle liste di
termini di tipo A:

list! =VX.(A=>X=>X)=> X=X
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Senza fornire le derivazioni corrispondenti, mostriamo di seguito alcune co-
stanti e funzioni di base sulle liste; ad esempio, la lista vuota € rappresentata,

dal termine
nil == (AY.AX MY =X XX n) : list

mentre, se tq,...,t; sono k termini di tipo A, la lista che li contiene sara
(AXNATXZX0X et (L. (etgn) .. .)) < list?d

La funzione cons, che aggiunge un elemento in testa ad una lista, & rappre-
sentata dal termine

cons := (AY XY I"C AX A 7X7 50X (1Y Xen)) : VY.Y = list = list?

Come al solito, per testare gli esempi possiamo provare a fornire in input
alla, funzione cons 'intero di Church 2 e la lista vuota, e aspettarci dunque
in uscita la lista di interi contenente 2 come unico elemento:

AESEAX AT AZ X0 X cp(lint X en)) 2 nil
AISEAX AT XXX 2 (lint X en)) nil
AX \nt= X=X AY.AX N X=X X n)intXen)

((
AX X=X (AXAMZX=X X ) X en)
AX‘)\cintﬁXﬁX (()\CintéXéXnX‘n)

AX')\cintﬁXﬁXnX

cons int 2 nil

X
X
X

S 3 3

2
2
2 cn)
2((An* n)n)
(AXAMZX=X0X 9n) « list™

S T A A

Per quanto riguarda gli esempi di programmazione, ci fermeremo qui, an-
che se e chiaro che le possibilita offerte dal sistema F sono quasi illimitate.
Piuttosto, menzioneremo il seguente risultato fondamentale, che estende il
risultato a cui si e fatto cenno nell’introdurre il A-calcolo tipato semplice:

Teorema 4.1 (Normalizzazione forte di F) Se t é un termine del \-
calcolo tipabile in F (cioé al quale corrisponde una derivazione del sistema
F), allora tutte le strategie di normalizzazione terminano.

Dimostrazione. Si veda [13]. O

Il teorema di normalizzazione forte sostanzialmente dice che tutti le deri-
vazioni di F rappresentano programmi ben costruiti; non e possibile che un
programma di IF contenga un ciclo infinito. Naturalmente, valendo sempre la
confluenza, il risultato di tutte le strategie di normalizzazione ¢ anche unico.

Nella prossima sezione, ci prenderemo cura di descrivere esattamente il po-
tere espressivo di F, stabilendo quali siano effettivamente le funzioni che vi
possono trovare posto.
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4.2 Teoremi di rappresentabilita

Vogliamo ora descrivere, nel modo piu preciso possibile, quali funzioni sono
rappresentabili all’interno di F, possibilmente in termini di un sottoinsieme
delle funzioni ricorsive.

Cominciamo con un’osservazione: grazie alla normalizzazione forte, sap-
piamo che tutte le derivazioni di F possono essere ridotte a derivazioni cut-
free in un numero finito di passi, indipendentemente dalla strategia di cut-
elimination scelta. Cio significa che un programma fornisce un risultato
qualungue sia il suo input. Di conseguenza, & chiaro che in F non potremo
rappresentare che funzioni totali; una funzione parziale non ha infatti alcuna
speranza di trovare posto in F, giacché una derivazione che la rappresenti
dovrebbe ammettere almeno un input che, tagliato con tale derivazione, dia
luogo ad una sequenza di normalizzazione infinita.

Per contro, poiché il calcolo della normalizzazione di una derivazione (o
il termine ad essa associato) di F & chiaramente una procedura effettiva per
calcolare il valore di una certa funzione per un certo input, non c’¢ ombra
di dubbio sul fatto che le funzioni rappresentate in F siano ricorsive.

Possiamo allora essere tentati di dire che F sia in grado di rappresentare
tutte e sole le funzioni ricorsive totali. Tuttavia, il seguente argomento!
mostra chiaramente che non e questo il caso:

Teorema 4.2 Esiste una funzione ricorsiva totale non rappresentabile in
IF.

Dimostrazione. Supponiamo che sia rappresentabile, in [, una funzione
totale in grado di enumerare le funzioni ad un argomento rappresentabili
nello stesso sistema FF. Tale funzione, che chiamiamo ®, sara di aritd 2;
avremo cioe, se fo, f1, f2,... sono le funzioni unarie rappresentabili in F
(chiaramente numerabili):

®(i,n) = fi(n) Vi,n € N
Consideriamo ora la funzione definita nel seguente modo:
o(n) = ®(n,n) +1 Vn € N

@ e chiaramente ricorsiva totale, ed & per di pitu unaria. Ora, se essa non &
rappresentabile in F, abbiamo concluso; al contrario, se essa & rappresenta-

!Come si potra notare, quello utilizzato & chiaramente un argomento diagonale; ab-
biamo cosi colto 'occasione per utilizzare questa tecnica almeno una volta nella tesi,
sembrandoci davvero un peccato lasciar fuori dall’esposizione uno dei metodi dimostrativi
piu simpatici della logica e dell’informatica.
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bile, allora esisterd un certo intero m tale che
®(m,n) = ¢(n) Vn e N
Se ora proviamo a calcolare ¢ in m, otteniamo, per definizione
o(m) = ®(m,m) +1
ma, poiché m e proprio l'indice di ¢ nell’enumerazione, abbiamo anche
p(m) = ®(m,m)

che & un’evidente contraddizione. L’ipotesi che ® fosse rappresentabile ha
condotto ad un assurdo, e dunque ® ¢ un esempio di funzione totale non
rappresentabile in F. [

Il sistema F &€ dunque un po’ meno potente di quanto avessimo inizialmen-
te sperato. Esso pero soddisfa un’importante proprieta di correttezza, che
enunciamo per il tipo degli interi, che ¢ quello d’interesse in questo momento:

Proposizione 4.1 Un termine chiuso e in forma normale t ¢ tipabile con
la formula int =VX.(X = X) = X = X se e solo se questo é un intero di
Church m per qualche n € N.

Dimostrazione. Si veda [13]2. O

La proposizione sopra & importantissima: in pratica, ci garantisce che, se ¢ ¢
un temine di tipo int = int (ovvero una derivazione 7 del sequente int F int),
allora la normalizzazione del termine ¢ 7 (cioé 'eliminazione del taglio dalla
derivazione costruita tagliando 7 con la derivazione del sequente I int asso-
ciata all’intero di Church 7) produce un termine che ¢ senz’altro anch’esso
un intero di Church; le funzioni programmabili in F sono dunque davvero
funzioni “da interi a interi”.

Per arrivare a parlare del potere espressivo del nostro sistema, occorre intro-
durre la nozione di funzione dimostrabilmente totale®. Nel seguito, se A & un

2In realta, ¢’ un piccolo dettaglio tecnico da sottolineare: nella versione enunciata, il
teorema vale se per il tipo degli interi si & scelta la formula VX.X = (X = X) = X,
anziché la nostra int; cio comporta che, in questa notazione, gli interi di Church hanno
le due variabili nel A “scambiate”: nel caso di 2, si ha ad esempio AX.\z*s*7¥ s(s2)
anziché il nostro familiare AX.As* =% 2 5(sz). Con la nostra formula, il teorema continua
a valere, ma esiste in pil anche il termine AX. Az~ =% .z che ¢ chiuso, normale e di tipo int,
pur non essendo nella forma di un intero di Church. Questa & una delle piccole imperfezioni
della sintassi; nell’ambito di una semantica estensionale, ’intruso in questione avrebbe la
stessa interpretazione di 1, poiché & n-equivalente ad esso; non avendo nemmeno definito
cosa sia I'n-equivalenza nel A-calcolo, preferiamo dimenticarci di questa storia e far finta
di nulla.

3Non abbiamo trovato una traduzione migliore del termine provably total. ..
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sistema di assiomi (anche detto teoria assiomatica), scrivendo A F F' inten-
deremo che la formula F' & dimostrabile (derivabile nel calcolo dei sequenti)
a partire dagli assiomi di A.

Definizione 4.1 (Funzione dimostrabilmente totale) Sia A una teo-
ria asstomatica, 1n cui sia rappresentabile, mediante un termine del linguag-
gio di A, la funzione

fun(7)

che per ogni intero mon negativo i fornisce il “codice” dell’i-esima funzio-
ne ricorsiva (le funzioni ricorsive sono chiaramente numerabili, dunque ¢é
possibile “indicizzarle” in qualche modo). Sia inoltre rappresentabile nel
linguaggio di A la formula

Defy[f,m,n]

il cut significato € il sequente: la funzione il cui codice ¢ f ¢ definita in m,
e il suo valore é n.

Diremo allora che la funzione f; ¢ dimostrabilmente totale nel sistema A
se e solo se

A + Vm.3n.Defq[fun(z)/ f]

Introduciamo ora una teoria assiomatica famosissima in ambito logico, la
cosiddetta aritmetica di Peano:

Definizione 4.2 (Aritmetica di Peano al primo ordine) Sia Lpa il lin-
guaggio al primo ordine contenente:

e il sumbolo di costante 0

e il simbolo di funzione unario s e i simboli di funzione binari (che
utilizzeremo in notazione infissa) + e -

e il simbolo di predicato =, la sua negazione # (che utilizzeremo entram-
bi in notazione infissa)

1l sistema PA é costituito dai sequenti assiomi, dove A é una qualsiasi
formula del linguaggio Lpa contenente una variabile libera:

1. Vz.s(z) #0

Ve Vy.(r =y = Alz] = Aly])

Ve (A[0] = Vy. (Aly] = Als(y)]) = Alz])
Ve.x +0=x

Ve Vy.z + s(y) = s(z +y)

S BN

Ve.x-0=0
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7. Ve Ny.x-s(y) =z + s(z-y)

In realta, noi non avremo bisogno proprio di PA, ma di qualcosa di piu.
Utilizzeremo ora per la prima volta un linguaggio piu complesso di quelli
utilizzati fin qui (cui si & brevemente accennato in 1.1), in cui compariranno
contemporaneamente sia i quantificatori al primo che al secondo ordine; in
un qualsiasi linguaggio del genere, possiamo definire la seguente formula
“parametrica”, che chiamiamo schema di comprensione:

AXVzy... Vo, (X (z1,...,2,) & F)

dove X e una variabile di relazione m-aria, F' ¢ una formula qualunque, e
ovviamente A < B ¢ un’abbreviazione di (A = B) A (B = A).

Possiamo allora finalmente definire il sistema di cui abbiamo bisogno:

Definizione 4.3 (Aritmetica di Peano al secondo ordine) Sia Lpa, l'e-
stensione al secondo ordine di Lpa, e sia X una variabile di relazione una-
ria. Il sistema PAy, le cut formule sono costruite sul linguaggio Lpa,, €
costituito dagli assiomi derivanti dallo schema di comprensione e dai mede-
simi asstomi di PA, tranne che per 1 numero 2 e 3, che vengono sostituiti
dai sequenti:

2b. VX Nz Vy. (z =y = X(z) = X(y))
3b. VX Vz.(X(0) = Vy. (X(y) = X (s(y))) = X(z))

E’ possibile dimostrare che sia PA che PAs contengono la loro rappresenta-
zione del predicato Def; definito in precedenza; abbiamo allora il seguente
risultato:

Teorema 4.3 (Espressivita di F) Una funzione é rappresentabile nel Si-
stema F se e solo se essa ¢ dimostrabilmente totale in PAs.

Dimostrazione. Si veda [13]. O

Detto in parole pit semplici, il potere espressivo di [ € mostruoso; in esso
e possibile programmare piu funzioni di quante non ne siano effettivamente
calcolabili in pratica. Con questo, intendiamo che, dal punto di vista della
complessita computazionale (che sara 'oggetto del prossimo capitolo), il si-
stema [ offre la possibilita di programmare funzioni il cui calcolo richiede
tempi fuori dalla portata di qualsiasi essere umano o, addirittura, superiori
alla vita operativa di qualsiasi computer che potra mai essere costruito.

1l sistema I non & I'unico sistema logico a poter essere visto come un “lin-
guaggio di programmazione”. In particolare, insistendo sui linguaggi che
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ammettono la presenza contemporanea del primo e secondo ordine di quan-
tificazione, esiste un sistema conosciuto come Aritmetica Funzionale al se-
condo ordine. L’aritmetica funzionale al secondo ordine, abbreviata di solito
con AF;, ¢ un sistema introdotto negli anni ’80 dal logico francese Jean-
Louis Krivine, che in sostanza costituisce un’estensione del sistema F, nel
quale viene reintrodotta la quantificazione al primo ordine e, conseguente-
mente, dai simboli proposizionali si passa ai simboli di relazione n-ari.

In AF5 ci sono inoltre, come nell’aritmetica di Peano, il simbolo di co-
stante 0 e il simbolo di funzione unario s (che rappresenta come al solito il
successore), nonché i predicati di uguaglianza e disuguaglianza. In AF,, il
tipo degli interi diventa una formula aperta, contenente una variabile libera
(al primo ordine):

nat[z] := VX .(X(0) = Vy.(X(y) = X(s(y))) = X(x))

Come ¢ evidente, nat[z] non ¢ altro che ’assioma che rappresenta il principio
di induzione in PA,, cui ¢ stata tolta la quantificazione sulla variabile z. Se
con s"0 abbreviamo il termine

abbiamo che la rappresentazione in AFs del generico intero n prende il tipo
nat[s"0]. In particolare, gli interi di Church in AF, hanno la seguente forma,
non lontana da quella del sistema, F:

0 := (\zs.2) : nat[0]
= (Azs.s(...(s2)...)) : nat[s"0]
N——

Osserviamo che nella sintassi del A-calcolo di AFs viene omessa la tipizza-
zione; naturalmente ¢ possibile fare cio anche in F.

L’aritmetica funzionale al secondo ordine ha il medesimo potere espressi-
vo di F; tuttavia, oltre alla confluenza, alla normalizzazione forte e alla
proprieta di correttezza sugli interi gia menzionata per F, essa gode anche
di una proprieta piu forte, che ¢ la seguente:

Teorema 4.4 (Correttezza dei programmi di AFy) Sia £ é un siste-

ma di assiomi consistente su N (vale a dire £+ s™0 = s"0 = m =n).
Se
€ + AFy F ¢t : nat[z] = nat[f(x)]

allora t & un programma, per f, vale a dire

tm—»n sse EF f(s™0)=s"0
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Dimostrazione. Si veda [16]. OJ

La proprieta di correttezza appena introdotta ¢ qualcosa di fenomenale:
essa asserisce che, in AF5, una derivazione che rappresenta una funzione
da interi ad interi ¢ automaticamente una dimostrazione di correttezza del
programma rappresentato da quella derivazione. In altre parole, AFy &
un linguaggio di programmazione in cui non si possono fare “errori”: la
correttezza di un programma € sempre garantita.
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Capitolo 5

La complessita
computazionale

Questo capitolo é dedicato alla presentazione dell’argomento centrale del-
la trattazione, vale a dire la complessita computazionale. Introdurremo la
complessita secondo la definizione canonica, che utilizza le macchine di Tu-
ring, e definiremo le classi di complessita piu importanti. In sequito mostre-
remo come sia possibile fornire delle caratterizzazioni assiomatiche di tali
classi di complessita, indipendenti dal particolare modello di calcolo. Infine
analizzeremo la procedura di cut-elimination dal punto di vista della com-
plessita computazionale, cercando di stabilire l'esistenza di limiti superiori
alla lunghezza di una riduzione.

5.1 Definizione di complessita e classi di comples-
sita

La complessita computazionale ¢ uno dei campi piu importanti dell’infor-
matica teorica. Sviluppatasi in modo formale soltanto a partire dagli anni
’70, essa si occupa essenzialmente di studiare il legame tra le risorse che un
algoritmo utilizza per risolvere un problema e la dimensione della rappre-
sentazione delle istanze del problema stesso.

Intuitivamente, le risorse fondamentali di un algoritmo sono due: tempo
e spazio. In termini di calcolatori elettronici, queste si possono tradurre
concretamente, ad esempio, in numero di cicli di clock e quantitad di memo-
ria necessari all’esecuzione del programma che implementa ’algoritmo. In
genere, gli algoritmi hanno pit di un input possibile; possiamo dunque im-
maginare di poter caratterizzare in qualche modo la dimensione di ciascuna
istanza di input, in termini ad esempio di memoria occupata per rappre-
sentarla. Inoltre, praticamente tutti gli algoritmi che servono a risolvere
problemi di un qualche interesse pratico sono caratterizzati dal fatto, pe-

103
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raltro piu che ragionevole, che pit aumenta la dimensione dell’input, piu
aumentano le risorse necessarie per processarlo. L’obiettivo dell’analisi del-
la complessita computazionale di un algoritmo ¢ dunque questo: stabilire
formalmente quanto aumentano le risorse utilizzate all’aumentare della di-
mensione dell’input, esprimendo tale legame per mezzo di una ben precisa
funzione matematica.

In realta, € possibile estendere 'ambito del discorso non solo agli algorit-
mi, ma ai problemi stessi e alle funzioni in generale. L’oggetto di studio
diventa quindi la ricerca di limiti inferiori e superiori alla quantita di risorse
necessarie alla risoluzione di un problema, trovando quindi quali sono gli
algoritmi migliori e peggiori per risolverlo. Allo stesso modo, dai problemi
si puo generalizzare alle funzioni, giacché ogni calcolo della soluzione di un
problema puo essere visto come il calcolo del valore di un’opportuna funzio-
ne.

E’ chiaro pero che la complessitd computazionale di un problema o di una
funzione, cosi come I'abbiamo informalmente definita, dipende da come si
misurano sia le risorse che la dimensione dell’input; in sostanza, essa dipen-
de in un certo senso dall’hardware su cui facciamo girare il nostro algoritmo.
Del resto, noi calcoliamo da secoli le moltiplicazioni a mano, e dunque nulla
ci vieta di analizzare la complessita computazionale della funzione “prodot-
to” prendendo come dimensione dell’input la lunghezza in base 10 dei due
numeri, come risorsa tempo il numero di moltiplicazioni “elementari” e som-
me da dover effettuare e come risorsa spazio la porzione di foglio occupata
dal calcolo e i milligrammi di grafite o di inchiostro impiegati per portarlo
avanti. . .

Qualunque definizione dunque ¢ ammissibile, purché si precisi I’hardware
utilizzato e purché il tutto sia matematicamente ben fondato. Tradizional-
mente, la scelta per una formalizzazione rigorosa della complessita compu-
tazionale é ricaduta sulle macchine di Turing; queste infatti soddisfano il
requisito di essere manipolabili a livello matematico e, soprattutto, rispetto
a tutti gli altri principali modelli di calcolo (quelli presentati nel capitolo
2), forniscono una caratterizzazione estremamente minimalista delle risorse
computazionali: il tempo & rappresentato dai passi di calcolo, la cui idiozia
fa quasi spavento, e lo spazio dalle celle di nastro utilizzate; & difficile conce-
pire qualcosa di ancor pil elementare. In particolare, utilizzeremo in questa
sede le macchine di Turing multinastro, le quali consentono in generale di
implementare gli algoritmi in modo piu semplice.

La misura della dimensione dell’input sara dunque il numero di celle di
nastro occupate dalla sua rappresentazione al momento in cui la macchina
viene avviata. Dobbiamo poi definire le funzioni che legano tale misura al
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numero di passi impiegati e al numero di celle occupate nel corso del cal-
colo, i quali caratterizzeranno rispettivamente la complessita temporale e
spaziale del calcolo stesso. A priori, qualsiasi funzione ricorsiva (da interi
non negativi a interi non negativi) puo andar bene. Tuttavia, la mancan-
za di restrizioni alle funzioni utilizzabili come bound di complessita porta
a conseguenze molto spiacevoli a livello teorico. Di conseguenza, & oppor-
tuno dare una definizione precisa delle funzioni che verranno considerate
valide per rappresentare un legame dimensione-input/tempo o dimensione-
input/spazio. Nel seguito, utilizzeremo la notazione “O grande” con il solito
significato:

Definizione 5.1 Siano f e g due funzioni da interi non negativi a interi
non negativi; se esiste un intero non negativo m e una costante positiva c
tale che

f(n) <c-g(n) per ognin >m

allora diremo che f & dell’ordine di g, e scriveremo

f(n) = O(g(n))
La definizione che segue & tratta da [19]:

Definizione 5.2 (Funzione di complessita propria) Sia f una funzio-
ne da interi non negativi a interi non negativi. Diremo che f é una funzione
di complessita propria se f é monotona non decrescente (cioé f(n + 1) >
f(n) per ogni m) e inoltre é verificata la sequente condizione: esiste una
macchina di Turing a k nastri Mg, il cui alfabeto contiene almeno il sim-
bolo 1, tale che, per qualunque input x di lunghezza n, My termina dopo
O(n + f(n)) passi i k nastri sono occupati da: input x, k — 2 stringhe
costituite da una sequenza di O(f(n)) simboli 1 e una stringa costituita da
una sequenza di 1 di lunghezza esattamente f(n).

In sostanza, dato I'input x, se |z| denota la lunghezza di tale input, M;
calcola la stringa 170D e lo fa in tempo O(|z| + f(|z|)), utilizzando uno
spazio O(f(|z|)) a parte 'input stesso.

La definizione di funzione di complessita propria serve a togliere di mez-
zo alcune funzioni “patologiche” che genererebbero fenomeni molto poco
realistici (ad esempio, si potrebbero definire funzioni in grado di far collas-
sare classi di complessita completamente diverse — la definizione esatta di
“classe di complessita” sara data fra breve). In effetti dunque, tutte le fun-
zioni di interesse generale sono funzioni di complessita proprie: le funzioni
costanti, i polinomi, la funzione [logn], le funzioni “miste” come n logn, gli
esponenziali, e anche le funzioni come /n e n! rientrano tutte nella defini-
zione data sopra.

Possiamo a questo punto definire le classi di complessita:
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Definizione 5.3 Sia f wuna funzione di complessita propria. Denoteremo

con
TIME(f)

SPACE(f)

l'insieme dei problemi risolvibili da una macchina di Turing deterministi-
ca rispettivamente in tempo e spazio O(f(n)), dove n é la misura della
rappresentazione dell’input. Con

NTIME(f)

NSPACE(/f)

denoteremo invece 'insieme dei problemi risolvibili da una macchina di Tu-
ring non deterministica rispettivamente in tempo e spazio O(f(n)), dove
n ¢ sempre la misura dell’input. Allo stesso modo, parleremo delle classi
FTIME(f), FSPACE(f) (tempo e spazio deterministici), FNTIME(f) e
FNSPACE(f) (tempo e spazio non deterministici) quando considereremo
il caso piu generale delle funzioni anziché dei problems.

E’ chiaro che qualunque classe di complessita in ambito di funzioni include
strettamente la corrispondente classe in ambito di problemi; poiché pero
quest’ultimo tipo di classe & largamente piu noto, nel seguito utilizzeremo
sempre la dicitura, ad esempio, TIME pur riferendoci a FTIME.

Le classi di complessita pit1 note e studiate sono, ad esempio:

P = PTIME = || TIME(n")
k>0

NP = NPTIME = U NTIME(nk)
k>0
che rappresentano la classe dei problemi (o funzioni) calcolabili in tempo
polinomiale rispettivamente da un algoritmo deterministico o non determi-
nistico. Ci sono poi:

PSPACE = || SPACE(n")
k>0

NPSPACE = | | NSPACE(n")
k>0

EXP = EXPTIME = | | TIME(2"")
k>0

NEXP = NEXPTIME = | | NTIME(2"")
k>0
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e, in ambito di spazio, le classi sub-lineari
L = LOGSPACE = SPACE(logn)
e la sua controparte non deterministica

NL = NLOGSPACE = NSPACE(logn)

C’¢ poi un’altra classe poco considerata per le applicazione pratiche, ma di
grande interesse teorico, che ¢ la classe delle cosiddette funzioni elementari.
Sia tow(b, k,n) la funzione cosi definita:

n se k=0
tow(b, k,n) = { ptow(k=1,n)  go k> 0

In sostanza, tow(b, k,n) & una torre di esponenziali di altezza k; in partico-
lare,
271,

tow(2,k,n) = 22"

con k iterazioni dell’esponenziale. La classe delle funzioni elementari &
dunque
ELEMENTARY = | | tow(2,k,n)
k>0

Le funzioni elementari richiedono tempi mostruosi per essere calcolate an-
che su dimensioni risibili dell’input; il contesto in cui tale classe fu definita
era quello della ricorsivita, e cio giustifica un termine apparentemente molto
poco appropriato come “elementare”. Naturalmente, esistono funzioni ri-
corsive definibili in modo molto semplice che non sono neppure elementari.

Quando si parla di funzioni elementari, non ha piu importanza la distin-
zione tra determinismo e non-determinismo, e non ha pit senso neanche
definire limiti di complessitd spaziale. Per quanto riguarda le altre classi, il
rapporto fra non determinismo e non determinismo & al contrario uno dei
problemi aperti pit importanti della teoria della complessita computaziona-
le; la famosa equivalenza P Z NP2 I’esponente pit illustre di tale problema,
ma anche le equivalenze come L Z NL ¢ EXP = NEXP sono altrettanto
lontane dall’essere verificate o smentite.

5.2 Caratterizzazioni assiomatiche di classi di com-
plessita

Come abbiamo visto, lo studio della complessita computazionale di un pro-
blema o di una funzione si effettua considerando gli algoritmi implementati
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\

per mezzo di macchine di Turing. Questa & una scelta che, sebbene ben
giustificata, porta a favorire in modo arbitrario un modello di calcolo sopra
tutti gli altri; cosi facendo, se si vuole stabilire un risultato di complessita
computazionale nell’ambito di un altro modello, si deve necessariamente de-
finire una qualche traduzione che rapporti il tutto alle macchine di Turing.

A partire dagli anni ’60 si ¢ cominciata a considerare la possibilita di astrarre
la definizione di complessita dalle macchine di Turing, fornendo delle carat-
terizzazioni puramente assiomatiche delle classi di complessita. L’approccio
¢ identico a quello della teoria della ricorsione; ’obiettivo & catturare una
certa classe di complessita definendola in termini di un certo numero di
funzioni di base che, combinate per mezzo di una serie di schemi, generino
tutte le funzioni appartenenti alla classe stessa. Il vantaggio ¢ grandissimo:
la definizione di classe di complessita rimane quella canonica, basata sulle
macchine di Turing, ma e allo stesso tempo possibile rapportare tutti gli
altri modelli di computazione ad uno schema completamente astratto, come
quello delle funzioni ricorsive. Si ha in pratica a disposizione una definizione
machine-independent delle classi di complessita.

La prima caratterizzazione assiomatica ad essere definita e quella di Kalmar
(vedi [21]), che si occupa di definire la classe delle funzioni elementari:

Definizione 5.4 La classe ELEMENTARY eé il piu piccolo insieme con-
tenente le sequenti funzioni di base:

e funzioni costanti

® proiezioni

e addizione

e moltiplicazione

e sottrazione (o predicato di uguaglianza)
e chiusa rispetto a

® composizione

e somme e prodotti limitats

In seguito, si & riusciti a fornire caratterizzazioni assiomatiche per altre classi
di complessita, a partire dalla caratterizzazione di P fornita da Cobham in
[6]:

Definizione 5.5 Sia |- | la funzione cosi definita:
In| = 1 sen =0
| [logyn|+1 sen >0

La classe P ¢ il piu piccolo insieme contenente le sequenti funzioni di base:
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funzione costante 0

® proiezions

successori binari sy e s1, definiti come seque:

si(n) =2n+1 € {0,1}

“smash function”

o(m,n) = 2|

e chiuso rispetto a
® composizione

e ricorsione limitata: se h; (i € {0,1}), g e u sono in P, allora la
funzione f definita con

f0.m) = g(ﬁh)(L
flm.m) {hf(t

¢ anch’essa in P se e soltanto se

J’ﬁuf %J,ﬁ)) sem mod 2 =0
1,7, f([%], 7)) sem mod2=1

conm # 0

SRISE

fim,m) <u(m,m) per ogni m,n

Come si vede, la caratterizzazione di Cobham & un po’ particolare perché
lavora sugli interi nella loro rappresentazione binaria; del resto, quando si
parla di complessita in genere si scarta a priori la rappresentazione unaria,
perché troppo sconveniente. Tuttavia, questa non & la sola peculiarita della
definizione. Lo schema di ricorsione prevede infatti una postilla alquanto
scomoda, che & quella di dover verificare che la funzione che si sta definendo
sia in ogni punto limitata da una funzione che € gia nella classe. Questo tra
I’altro & 'unico motivo per cui quella strana smash function viene introdotta
tra le funzioni di base; senza di questa non si potrebbe definire nulla per
ricorsione.

Recentemente (all’inizio degli anni ’90), Bellantoni e Cook [4] hanno pre-
sentato una caratterizzazione della classe P che evita i problemi della de-
finizione di Cobham. L’intuizione chiave di Bellantoni e Cook ¢ quella di
separare gli argomenti delle funzioni in argomenti normali e argomenti sa-
fe; intuitivamente, questi ultimi possono influire sul risultato solo in modo
lineare, mentre per gli altri non ¢ previsto alcun vincolo. La limitazione al
tempo polinomiale si ottiene quindi mediante la safe recursion®, che per-
mette di iterare le funzioni solamente passandole in argomento safe.

L articolo originale parla di predicative recursion on notation, ma in seguito & stata
adottata una varieta di altri nomi, tra i quali anche ricorsione ramificata, nonché quello
utilizzato da noi.
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Le funzioni definite sono dunque nella forma

flxy, ... xm;ar,. .. an)

dove z1, ..., T, sono gli argomenti normali e ay, ..., a, quelli safe. La classe
delle funzioni calcolabili in tempo polinomiale corrispondera al sottoinsieme
costituito dalle funzioni a soli argomenti normali, del tipo f(x1,...,2Zm;),
costruite nel modo seguente:

Definizione 5.6 La classe P ¢ il piu piccolo insieme contenente le sequenti
funzioni base:

e funzione costante 0
® proiezioni:

m,n . — ;
7rj (*/Elw"7xm7xm+17"'axm+n)—xj 1§]§m+n

® successori binari:

predecessore:

condizionale:

b seamod2=0
¢ altriments

Cliabio) = {

e chiuso rispetto a
e safe recursion: se h; (i € {0,1}) e g sono in P, allora
f0,ma) = g(7;a) S
1030 = { ) et 0
e anch’essa in P
e safe composition: se h, r1,...,71p e t1,...,tq sono in P, allora

f(@a) = h(ri(T;),. ... rp(@;); 1 (T5@), - . ., 14(T3 @)

e in P.
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Osserviamo che, poiché le funzioni polinomiali saranno alla fine quelle a
soli argomenti normali, deve essere possibile costruire delle versioni non-safe
delle funzioni di base, alcune delle quali operano invece solo su argomenti
“sicuri”. Cio e possibile grazie alla composizione; nel caso del predecessore,
possiamo ad esempio definire la funzione
P (x;) = pGm " (2;))

e in modo analogo si possono costruire le versioni normali dei successori e del
condizionale. Il fatto fondamentale pero € che il contrario non & possibile;
una funzione ad un argomento normale non puo essere trasformata in una
funzione ad un argomento safe, naturalmente tale che questa calcoli ancora
la stessa cosa. Ecco perché le funzioni di base lavorano su argomenti safe; de-
finire una funzione safe &€ qualcosa di piu forte che definirla in modo normale.

La safe recursion ha permesso di fornire definizioni assiomatiche per altre
importanti classi di complessita, come ad esempio PSPACE. Al momento
attuale, la caratterizzazione di Bellantoni-Cook e un argomento centrale di
ricerca nel campo della logica. Si sta tentando infatti di trovare 'interpre-
tazione della safe recursion nell’ambito dei sistemi logici, che al momento
sembrano non riuscire ad esprimere uno schema di questo tipo.

5.3 La complessita della cut-elimination

Nei capitoli 3 e 4 abbiamo visto come, tramite l'isomorfismo di Curry-
Howard, esista una corrispondenza tra dimostrazioni e A-calcolo, e come sia
possibile dunque rappresentare e calcolare funzioni all’interno dei sistemi lo-
gici. Ora che abbiamo introdotto il concetto di complessita computazionale,
¢ indubbiamente d’interesse studiare i sistemi logici anche da questo punto
di vista. Quello che ci si pud domandare ¢ se esiste un limite superiore alla
complessita delle funzioni (e quindi dei programmi) definibili mediante la
logica; poiché ’esecuzione di un programma, in logica corrisponde all’elimi-
nazione dei tagli dalle derivazioni, la questione si sposta immediatamente
in un ambito pit generale, che & quello di analizzare la complessita della
procedura di cut-elimination.

In questo senso, lavorando quindi strettamente nel campo della teoria delle
dimostrazioni, senza alcun riferimento esplicito all’informatica, si puo cerca-
re un legame tra la dimensione che una derivazione ha prima dell’inizio della
cut-elimination e la dimensione di una delle sue forme normali?, tentando

2A livello di teoria delle dimostrazioni non ha importanza che le derivazioni rappresen-
tino programmi. L’analisi dunque puo essere fatta nel caso pit generale possibile, che &
quello della logica classica, nel quale sappiamo che la procedura di cut-elimination non &
confluente.
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di stabilire degli upper bound.

Per il calcolo dei sequenti classico non & complicatissimo arrivare a dimo-
strare D’esistenza di un upper bound iperesponenziale. Anzitutto, occorre
definire una qualche misura della complessitd di una derivazione di LK.
A tal scopo sceglieremo qualcosa di molto intuitivo, vale a dire l'altezza
dell’albero di derivazione:

Definizione 5.7 L’altezza di una derivazione m di LK, che denoteremo
con h(m) é il numero di regole che compaiono nel ramo pit alto dell’albero
di m.

Possiamo ora dimostrare la seguente proposizione:

Proposizione 5.1 (Upper-bound iperesponenziale) Applicando la pro-
cedura di cut-elimination ad una derivazione w di LK, tale che h(w) =n e
tale che § ¢ il grado massimo dei cut presenti in , si ottiene una derivazione
cut-free o la cui altezza € limitata dolla sequente maggiorazione:

h(o) < tow(k, 8,1)
dove k > 2 e tow ¢é la funzione definita al termine della sezione 5.1.

Dimostrazione. In 1.3 abbiamo visto che I'eliminazione del taglio consiste
nell’iterare una procedura in grado di normalizzare derivazioni quasi-cut-free
(definizione 1.16). Tale procedura & descritta nel cruciale lemma 1.1, per il
quale si puo fare la seguente analisi di complessita. Pur non avendo mo-
strato esplicitamente tutte le regole di riduzione, non ¢ difficile convincersi
che le trasformazioni indotte dalle riduzioni strutturali sono le piu costo-
se in termini di aumento dell’altezza della derivazione. In particolare, la
contrazione aggiunge alla fine un numero di nuove contrazioni pari al nu-
mero di formule presenti nel contesto della formula tagliata (vedi pagina
34). Il numero di formule & senz’altro limitato dall’altezza dell’albero di
derivazione; questa particolare regola dunque, alla peggio, duplica l'altez-
za dell’albero. Abbiamo dunque che I'applicazione di una qualsiasi regola
di riduzione strutturale causa un aumento lineare dell’altezza. Se 7' & la
derivazione dopo l'applicazione di una tale regola, si ha dunque:
h(r') < kn

per qualche k intero fissato. Le regole di riduzione logiche e commutati-
ve non comportano invece aumenti significativi dell’altezza; al contrario, in
qualche caso questa si riduce.

La dimostrazione del lemma 1.1 in sostanza itera ’applicazione delle re-
gole di riduzione strutturali e commutative fino ad arrivare a creare un cut
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in cui la formula tagliata é stata appena introdotta in entrambe le premesse.
A quel punto, si applica una regola di riduzione logica e si fa diminuire il
grado di 1. La “migrazione” dei cut verso le regole che introducono le occor-
renze della formula tagliata costa al massimo un aumento lineare per ogni
scambio; alla peggio, si faranno proprio n scambi (ricordiamo che 7 & Paltez-

za originale dell’albero), dunque, se 7" & la sotto-derivazione quasi-cut-free
in cui il grado del cut ¢ stato abbassato di un’unita, avremo

(") < K"

Abbassare il grado dei cut ha dunque un costo esponenziale; poiché occorre
far scendere il grado fino a zero, tale operazione esponenziale sara iterata al
massimo un numero di volte pari al grado del cut di grado maggiore, che e
0. Otteniamo allora il bound desiderato:

h(o) < tow(k, d,7)
0

L’esatto valore di k£ nel bound fornito dipende da come vengono definite
le regole di riduzione: in [13], viene posto k = 4; in [5], £ = 2 per LK
e k = 4 per LJ. Si osservi che, ad ogni modo, pur essendo ciascuna delle
funzioni tow(k, d,n) elementare in 7, poiché il grado massimale di una de-
rivazione non puo essere maggiorato in generale, non esiste una funzione
elementare che limiti in assoluto I’esplosione dell’altezza di una derivazione
cut-free, e dunque il bound & iperesponenziale.

Nel caso della logica proposizionale, ¢ possibile trovare delle strategie di
cut-elimination che operano in tempo elementare, addirittura esponenziale.
I lavori di Orevkov [18] e Statman [23] pongono invece un limite inferiore
alla complessita dell’eliminazione del taglio nella logica del primo ordine,
negando la possibilita che strategie simili possano essere trovate in questo
caso. A tal proposito, definiamo la funzione iperesponenziale come

hyp(n) = tow(2,n, 1)
ed enunciamo il seguente risultato:

Teorema 5.1 (Lower bound iperesponenziale, Orevkov) FEsiste una se-
quenza di formule al primo ordine (Cy)ren tali che per ogni k esiste in LK
una derivazione di = Cy di altezza lineare in k, la cut forma normale ha
invece altezza almeno pari a hyp(k).

Dimostrazione. La dimostrazione di questo teorema e estremamente tec-
nica, e va oltre gli scopi della trattazione. La prova originale di Orevkov puo
essere trovata in [18]; un’altra versione, non esageratamente pit comprensi-
bile, si puo trovare in [5]. O
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Il teorema appena enunciato restituisce in qualche modo importanza “dedut-
tiva” alla regola del taglio. Come abbiamo gia detto piu volte, inizialmente
sembra che questa sia indispensabile a formalizzare qualsiasi ragionamento;
I’'Hauptsatz ha invece contraddetto spudoratamente quest’intuizione, rive-
lando I'inutilitd dei cut. La presenza di lower-bound iperesponenziali alla
dimensione delle prove cut-free ci porta invece di nuovo verso la posizione di
partenza: € vero che si puo fare tutto senza modus ponens, ma il prezzo da
pagare ¢ talmente alto che una deduzione che non utilizzi tale strumento puo
diventare facilmente di una lunghezza non gestibile. Basti riflettere sul fatto
che hyp(5) & un numero che in base 10 occupa circa 20.000 cifre. . . in termini
temporali, in questo caso (che & tutto sommato uno dei meno drammatici
che ci si possa immaginare, visto che 5 non & certo il pitt grande numero di
regole logiche concepibili per derivare qualcosa d’interessante. .. ), si passe-
rebbe da tempi dell’ordine, ad esempio, dei microsecondi a tempi dell’ordine
di un migliaio di volte ’eta dell’Universo.

II risultato di Orevkov ha invece un’interpretazione perentoria se letto nel-
l'ottica di Curry-Howard: le funzioni rappresentabili in logica intuizionista
non sono, in generale, contenute in nessuna classe di complessita. Il tempo
di esecuzione della procedura di cut-elimination € infatti strettamente legato
alla dimensione della forma normale: dimensioni iperesponenziali significano
tempi iperesponenziali.

II motivo principale dell’effetto disastroso che la cut-elimination ha sulla
grandezza delle prove &, come abbiamo evidenziato nella dimostrazione di
5.1, la presenza delle regole strutturali. La logica classica non offre strumenti
sufficientemente potenti per controllare il loro potere espressivo; ecco perché
al suo interno non ¢ possibile immaginare alcuna possibilita di caratterizzare
le classi di complessita in modo puramente logico.

Una speranza e invece data dalla Logica Lineare, introdotta nella meta degli
anni '80. Nata per tutti altri motivi, questa offre finalmente la possibilita
di manipolare in modo piu accurato le regole strutturali, e lascia dunque
aperta la possibilita di definire sistemi logici corrispondenti in modo esat-
to a determinate classi di complessita, proprio come le caratterizzazioni di
Kalmar e Bellantoni-Cook corrispondono esattamente a ELEMENTARY
e FP.
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Capitolo 6

La logica lineare

Il presente capitolo é dedicato all’introduzione (piuttosto rapida e superfi-
ciale) della Logica Lineare, il sistema del quale ci serviremo nel resto della
trattazione, grazie al quale € possibile affrontare a livello puramente logico
la definizione delle classi di complessita introdotte nel capitolo precedente.

6.1 Le regole strutturali

Quando abbiamo presentato il calcolo dei sequenti per la logica classica,
del quale nel seguito utilizzeremo la versione “one-sided” definita in 1.2.1,
abbiamo fornito due formulazioni per le regole logiche che introducono i con-
nettivi A, V e i rispettivi elementi neutri 7 e F. Abbiamo chiamato queste
due formulazioni additiva e moltiplicativa, e abbiamo fatto spesso affida-
mento sulla loro equivalenza dal punto di vista dimostrativo: in LK, se un
sequente & derivabile, allora & derivabile facendo uso di sole regole additive
o di sole regole moltiplicative.

Ci occuperemo ora di dimostrare tale equivalenza, vale a dire che derive-
remo le regole di una formulazione a partire da quelle dell’altra. In tutto
questo, vedremo come le regole strutturali giochino un ruolo fondamentale.

Partiamo anzitutto dall’esprimere le regole moltiplicative utilizzando quelle
additive. Per la costante 7, la cosa € ovvia: la regola 7 m non € che un caso
particolare della controparte additiva (vale a dire il caso in cui la lista ' &
vuota). Per la congiunzione, ¢ possibile costruire la seguente derivazione:

FT, A - A, B
—_— W —_ W
FT.A A FT.A B
A
FT,A,AAB )

117
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Allo stesso modo, & chiaro come la regola, F'm non sia altro che un caso par-
ticolare di weakening; per la disgiunzione, abbiamo la seguente derivazione:

-T,A,B
FT,AV B,B
"T.AVB.AVE

-T,AV B ‘

Val

a2

Le regole moltiplicative sono dunque perfettamente simulabili per mezzo
delle sole regole additive e delle regole strutturali.

Passiamo dunque al caso contrario; vogliamo mostrare come le regole mol-
tiplicative possano, sempre grazie alle regole strutturali, sostituire quelle
additive. Partiamo sempre dalla costante 7T

— Tm
T

FD,T

W

Per quanto riguarda la congiunzione, abbiamo
FIA FI,B
FILIVAAB
FTAAB

Non c’¢ alcuna regola additiva per F da simulare, ma in compenso ci sono
due regole per la disgiunzione, ottenibili in modo del tutto analogo:

T, A -T,B
—_— W —_— W
FT,A,B -T,A,B
— Vm — Vm
FT,AV B -T,AV B

La formulazione additiva e quella moltiplicativa sono dunque perfettamente
equivalenti in LK, modulo le regole strutturali. Senza queste ultime, non
sarebbe piu possibile derivare una formulazione a partire dall’altra. L’equi-
valenza delle due versioni ha perfettamente senso a livello di dimostrabilita;
se consideriamo, ad esempio, la congiunzione, & naturale che aver ottenuto A
e B a partire da due contesti diversi o averle ottenute a partire dallo stesso
contesto non cambia nulla ai fini del significato di A A B.

Tuttavia, se analizziamo le due formulazioni sotto 'ottica della cut-elimination,
ci rendiamo conto che queste hanno comportamenti completamente diver-
si. Nella formulazione moltiplicativa, un taglio congiunzione/disgiunzione si
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riduce creando due nuovi cut, che continueranno poi ad essere ridotti “in
parallelo”:

T T M - Ty
-T,A +A,B  F3%,-A,-B . FD,A +F%,-4,-B
2
— Am — Vm — . cut
FT,A,AAB Y, -AV B A, B -T,%,-B

cut cut

FT,A, Y FT,A, Y

La formulazione additiva invece rende chiaramente 'idea di una “scelta” tra
due possibili rami di esecuzione; in questo caso viene scelto il ramo my:

© T ) T3 . .
+FILA FI,B FA, -A M N
Aa vai, — FILA FA-A
-T,AAB A, —AV-B S
cut FF,A
T, A

Questa profonda differenza computazionale viene completamente offuscata
dalle regole strutturali. Queste ultime hanno anch’esse un chiaro significa-
to dal punto di vista della cut-elimination: la contrazione serve a duplicare
una parte di dimostrazione, che, nell’ottica di Curry-Howard, corrisponde a
duplicare un input; allo stesso modo, il weakening serve invece a cancellare
un input.

E’ proprio su questi punti che la Logica Lineare apporta alcune novita fon-
damentali; le regole strutturali vengono modificate in modo da mantene-
re separati i comportamenti additivo e moltiplicativo dei connettivi logici,
consentendo di duplicare o cancellare solo determinate formule.

6.2 Il calcolo dei sequenti lineare

La Logica Lineare, introdotta nella meta degli anni ’80 da Jean-Yves Girard
[10], si presenta come la “logica dietro alla logica”, nel senso che costituisce
un raffinamento della Logica Classica, le cui caratteristiche consentono di
far emergere strutture che in quest’ultimo sistema rimangono, per cosi dire,
nascoste.

La logica lineare nasce da uno studio approfondito di una particolare clas-
se di oggetti, chiamati spazi coerenti, la cui origine e legata alla ricerca di
una semantica denotazionale per la logica intuizionista. La semantica de-
notazionale, come la semantica dei modelli presentata nel capitolo 1, serve
a dare un “significato” agli oggetti che vengono manipolati in un sistema
logico. Grossolanamente, la differenza tra le semantiche dei modelli e le
semantiche denotazionali sta nel fatto che queste ultime non attribuiscono
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un significato solo alle formule, ma anche e soprattutto alle dimostrazions
di tali formule. In altre parole, in ambito denotazionale non ha piu mol-
ta importanza stabilire se una formula ¢ “vera” o “falsa”, ma piuttosto
ha importanza attribuire un significato alla struttura delle derivazioni, in
particolare stabilendo le proprieta che una dimostrazione conserva sotto il
processo di cut-elimination. Possiamo vedere le cose in questo modo: la
semantica “tradizionale” si occupa di ricercare cos’e che e invariante sotto le
regole di derivazione; la semantica denotazionale si occupa invece di studiare
cos’e che e invariante sotto le regole che trasformano una derivazione in una
equivalente, ad esempio per mezzo della cut-elimination.

Un’introduzione completa alla logica lineare dovrebbe dunque senz’altro
passare attraverso gli spazi coerenti; tuttavia, in questa sede non ¢ possibile
analizzare la questione in modo cosi approfondito, e quindi presenteremo la
logica lineare direttamente come un calcolo che nasce sostanzialmente da
LK, al quale sono state perd apportate alcune modifiche.

Introduciamo anzitutto la sintassi delle formule della logica lineare (che da
qui in poi abbrevieremo spesso con LL)!:

Definizione 6.1 Sia V = {X,Y,Z,...} un insieme numerabile di variabili
proposizionali. Le formule di LL sono definite nel sequente modo:

e XY, Z,... e XY+ . Z+ ... sono formule di LL
e Le costanti logiche T, 0, 1 e L sono formule di LL

e Se A e B sono formule, allora A & B, A® B, AQ B e A® B sono
formule.

o Se A ¢ una formula, 'A e TA sono formule.

La negazione lineare (o duale, o ortogonale) ¢ il connettivo definito dalle
sequenti leggi di De Morgan:

A & B)*t:= Al o Bt

(
(
(A® B)t := A+ ® Bt
(A® B)t := At @ B+
(

1A)L = 744

'La definizione che diamo prende in considerazione il solo frammento proposizionale,
perché & qui che emergono le novita cruciali della logica lineare rispetto alla logica classica;
I'introduzione dei quantificatori a qualsiasi ordine e, dal punto di vista sintattico, identica
al caso classico.
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(7A)L =14+
L’implicazione lineare (o entails) é il connettivo definito come segue:
A—-oB:=A*%B

Iniziamo dunque con il presentare il gruppo delle regole dell’identita per il
calcolo dei sequenti di LL:

§ FT,A A At

AL A” cut
) FT,A

Le regole dell’identita sono dunque sostanzialmente identiche a quelle di LK,
con l'unica differenza che qui si considera la negazione lineare delle formule.

Le regole strutturali sono invece ridotte alla sola regola di scambio, identica
anche in LK:
FT,A B, A

—_— X
-T,B, A A

Le regole logiche sono anch’esse praticamente identiche a quelle di LK, con la
differenza fondamentale che esse introducono pero connettivi diversi a secon-
da della formulazione. Cominciamo dalla congiunzione additiva. L’elemento
neutro di tale connettivo & T (top), la cui regola &

T
FT,T

La congiunzione additiva, che & rappresentata dal connettivo & (with), ha
invece la regola
FITA FI',B
&
FI'A& B

L’elemento neutro della disgiunzione additiva (0, zero) non ha una regola
d’introduzione nel calcolo dei sequenti lineare, esattamente come succedeva
in LK. Il connettivo corrispondente & & (plus), e esso ha invece due regole:

T, A -T,B
— 31 — @2
FT,A® B FI,A® B

Passiamo ora alla formulazione moltiplicativa. L’elemento neutro della con-
giunzione & 1 (uno), la cui regola e

—1
F1
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Il connettivo corrispondente alla congiunzione moltiplicativa ¢ ® (times, o
tensore), con la seguente regola:

~T,A +A,B
FT,A,A® B

Allo stesso modo, I'elemento neutro della disgiunzione moltiplicativa ¢ L
(bottom), con la corrispondente regola

T
T, L

1

Il connettivo che rappresenta la disgiunzione moltiplicativa ¢ una delle pe-
culiarita della logica lineare, e si indica con il simbolo % (par). La regola
corrispondente ¢
FT,A B
—_— 7
FILAX B

Abbiamo cosi terminato I'esposizione di tutte le regole logiche che discendo-
no direttamente da LK. Le altre regole costituiscono la novita assoluta di
LL, e servono a recuperare in modo pilt “controllato” le regole strutturali
della contrazione e del weakening che fin’ora sembrano essere scomparse;
ricordiamo che ¢ proprio grazie a questa scomparsa che i connettivi additivi
e moltiplicativi hanno potuto prendere vita propria indipendente.

La regole che stiamo per introdurre riguardano due nuovi connettivi, che
chiameremo esponenziali. 11 primo & 7 (why not), la cui regola &
FT,A
7D
FIT,7A

La regola appena introdotta viene chiamata dereliction. Il secondo esponen-
ziale ¢ ! (of course), e la regola corrispondente ¢ detta promotion:

-, A
— P
- 7,14

dove ?I" rappresenta una sequenza di formule che sono tutte della forma 7C
per qualche formula C.

Possiamo a questo punto introdurre la versione lineare delle regole strut-
turali:

FT,74,74 T

7C

FD,7A FD,7A
La morale della contrazione e del weakening in logica lineare € chiara: le sole
formule a poter essere contratte (cioé le sole risorse a poter essere duplicate,

w
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in ottica Curry-Howard) sono le formule esponenziali; allo stesso modo, una
formula puo essere introdotta per weakening (cioé una risorsa puo essere
cancellata) solo se & anch’essa esponenziale.

Per quanto riguarda i quantificatori, non cambia praticamente nulla rispetto
a LK. Considerando ad esempio la quantificazione al secondo ordine (che
¢ di gran lunga piu interessante a livello computazionale), basta anzitutto
estendere le leggi di De Morgan con le due seguenti:

(VX.A)+ = 3x.A+
(3X.A)L :=VX. A+

e introdurre poi le due solite regole per la quantificazione universale ed esi-
stenziale, che non riportiamo perché davvero identiche a quelle di LK.

Come per la logica classica, anche in logica lineare & possibile dimostra-
re alcune equivalenze fondamentali, come ad esempio la distributivita fra i
connettivi. Indicando con A <+ B la formula (A — B) & (B — A), abbiamo

A®(BaC) < (A®B)®(A®C)
AR (B &C) < (AR B) & (AN C)

Non ¢& invece vero che ® si distribuisce su % e che & si distribuisce su ®.
Le proprieta di distributivita forniscono ai due gruppi di connettivi il loro
nome: proprio come la moltiplicazione si distribuisce sull’addizione, cosi i
connettivi moltiplicativi si distribuiscono su quelli additivi.

Le seguenti equivalenze logiche? sono invece quelle che danno ai connettivi

esponenziali il loro nome:

(A& B) < 1A ® !B
NA®B) < ?A BB

Se vediamo i connettivi moltiplicativi come dei prodotti, quelli additivi co-
me delle somme e quelli esponenziali come, appunto, degli esponenziali, le
formule di sopra non esprimono nient’altro che la ben nota equivalenza

2a+b — 2a . 2b

6.3 Alcune considerazioni su LL

E’ opportuno fare alcune osservazioni fondamentali riguardo alla logica ap-
pena introdotta. In primo luogo, € chiaro come la logica lineare continui

2In realtd queste, come anche le precedenti, sono molto di pilt che semplici equivalen-
ze logiche; si tratta infatti di isomorfismi denotazionali, radicati dunque nella struttura
profonda della semantica di LL (a tal proposito, si veda [10].
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sempre di piu nella direzione, gia intrapresa dalla logica intuizionista, di far
perdere quasi completamente rilevanza al significato “classico” delle formu-
le. In logica lineare, non ha alcun senso parlare della verita o della falsita di
una formula, perché non esiste pit una semantica dei modelli come quella
per la logica classica®. Questa situazione & tipica della visione moderna della
logica; 'interesse non & piu quello di dimostrare la verita o la falsita di una
formula, ma di considerare piuttosto la struttura delle dimostrazioni stesse,
il che, nell’ottica di Curry-Howard, significa ad esempio studiare le proprieta
computazionali dei sistemi logici.

Dal punto di vista della derivazione di formule, ¢ comunque importante
il fatto che la logica lineare costituisce un raffinamento della logica classica,
in cui quindi non si perde nulla. Infatti, & possibile trovare una traduzione
dalle formule classiche a quelle di LL tale che, se una certa formula A & de-
rivabile in LK, allora la sua traduzione é derivabile nel calcolo dei sequenti
lineare; la stessa cosa € vera anche per LJ.

Se pero non ha molto senso cercare di fornire un’intuizione sul significa-
to di una formula come A & B a partire da un qualche significato di A e
di B, & al contrario di grandissimo interesse cercare di scoprire il significato
che ha una dimostrazione di tale formula a partire dal significato delle dimo-
strazioni delle sue sottoformule. In tal senso, possiamo dare una spiegazione
intuitiva di tre dei connettivi “piti semplici” della logica lineare:

& Una dimostrazione di A & B & una coppia di dimostrazioni, una di A e
una di B, le quali derivano tali formule a partire dalle stesse premesse.
Cio significa, in termini computazionali, che le due formule presenti
in A & B utilizzano le stesse risorse; la congiunzione additiva quindi
indica la presenza contemporanea di due possibilita, delle quali pero
solo una sara resa disponibile, giacché entrambe consumano lo stesso
insieme di risorse. Un programma, di tipo A & B dunque mette 'utente
di fronte ad una scelta: € lui a dover selezionare quale dei due output
ottenere, se quello di tipo A o quello di tipo B. Osserviamo dunque
come la congiunzione additiva abbia un evidente “contaminazione”
disgiuntiva.

® Una dimostrazione di A ® B ¢ una coppia di dimostrazioni, una di A
e una B, le quali pero derivano tali formule o partire da due premes-
se diverse. Da un punto di vista informatico, i due possibili output
di A ® B dipendono dunque da due risorse separate, o comunque da

3In realtd anche LL ha una sua semantica per le formule, la cosiddetta semantica
delle fasi. In base ad essa e possibile dimostrare gli analoghi, per il calcolo dei sequenti
lineare, dei teoremi di correttezza e completezza gia visti per LK in 1.2. Naturalmente,
la semantica delle fasi si basa su strutture parecchio piu complesse che i semplici valori di
verita utilizzati in logica classica.
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due istanze della stessa risorsa, il che € la stessa cosa; la congiun-
zione moltiplicativa dunque mette a disposizione entrambe i risultati,
contemporaneamente. E’ importante notare come quest’idea metta in
luce un legame tra il tensore e il parallelismo computazionale.

@ Una dimostrazione di A & B ¢ una dimostrazione di A oppure una
dimostrazione di B. Essendo il duale del connettivo & , la disgiun-
zione additiva induce in ambito computazionale una situazione duale
rispetto a quella della congiunzione additiva. Anche in questo caso
infatti, solo uno dei due risultati sara disponibile, ma la scelta non di-
pende dall’utente: chi ha davanti una dimostrazione di A ® B non puo
decidere se la dimostrazione da cui essa proviene € una dimostrazione

di AodiB.

Il connettivo %, che ¢ la disgiunzione moltiplicativa, ha un significato molto
meno facile da intuire. Il modo piu semplice di vedere le cose ¢ quello di
considerare il connettivo —o, che come abbiamo visto ¢ definito proprio in
termini del par:

A—-oB: =A% B

Una dimostrazione di A — B & una funzione che induce dimostrazioni di B
a partire da dimostrazioni di A, ma la cosa fondamentale & che il processo
per mezzo del quale si ottiene la dimostrazione “in output” utilizza la dimo-
strazione “in input” esattamente una volta. In termini computazionali, un
programma di tipo A — B & un programma che calcola un risultato di tipo
B utilizzando un input di tipo A esattamente una volta. Un programma
che abbia tale proprieta si dice lineare (in un particolare input). Questa
funzione C & ad esempio senz’altro lineare nel parametro x, ma non lo & in
y:
int £(int x, int y)
{
// siano g ed h due funzioni lineari
return g(y, h(x, y));

}

Nell'introdurre questo concetto di linearita, abbiamo in effetti trovato una
differenza radicale tra I'implicazione lineare — e I'implicazione classica (o
intuizionista) =; nell’interpretazione computazionale di LJ, i programmi di
tipo A = B sono infatti ancora funzioni da oggetti di tipo A a oggetti di
tipo B, ma essi possono utilizzare il loro input un numero arbitrario di volte,
anche nullo. E’ questo uno dei punti cruciali di tutta la logica lineare, che &
alla base della sua stessa nascita. Il sistema sintattico LL & infatti scaturito
in primo luogo da un’analisi della semantica denotazionale del connettivo
= della logica intuizionista, per il quale si ¢ scoperta una decomposizione
in termini di due connettivi pit primitivi: I'implicazione lineare, appunto,
e una modalita del tutto assente in logica classica, la quale consente di
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esprimere che una risorsa verra utilizzata un numero arbitrario, anche nullo,
di volte. Tale modalita ¢ il connettivo esponenziale !, grazie al quale si puo
scrivere I'isomorfismo denotazionale che abbiamo appena descritto:

A= B~ (14) - B

L’implicazione lineare e gli esponenziali mettono in luce il vero significato
dell’implicazione classica: A = B significa che si puo ottenere B a partire da
A, utilizzandola pero un numero qualsiasi di volte. In ambito matematico,
cio ha perfettamente senso. Supponiamo infatti che A esprima, il concetto “t
€ un triangolo rettangolo” e che B sia invece “il quadrato del lato pit lungo
del triangolo ¢ € pari alla somma dei quadrati degli altri due lati”; in tal
caso A = B non e null’altro che il Teorema di Pitagora. Supponiamo ora di
aver dimostrato che un qualche triangolo ¢ sia rettangolo; chi mai avrebbe
a lamentarsi se, nel corso della dimostrazione del Teorema di Pitagora per
t, utilizzassimo una, due, o dieci volte il fatto che esso e rettangolo? Una
volta che ¢ e rettangolo, lo & per sempre, indipendentemente dal numero di
volte che questa sua proprieta € invocata per dimostrarne qualche altra. Al-
lo stesso modo, chiunque troverebbe alquanto singolare una geometria nella
quale, una volta applicato il Teorema di Pitagora a t, questo cessasse im-
provvisamente di essere un triangolo rettangolo.

Una delle novita fondamentali della logica lineare € proprio questa: in LL ¢
possibile esprimere il deterioramento delle risorse: in A — B, ’aver fornito
A per ottenere B comporta la perdita di A nel processo, e affinché questo
possa mettersi in moto serve esattamente un’istanza di A, né una di piu, né
una di meno. Al contrario, in (!4) — B, si puo ottenere B soltanto da una
risorsa !A che sia disponibile in quantita arbitrarie; !A non verra dunque
esaurita nel corso del processo, proprio come un triangolo rettangolo resta
tale dopo avervi applicato il Teorema di Pitagora.

Questo controllo piu raffinato che la logica lineare mette a disposizione nei
confronti dell’utilizzazione delle risorse, apre possibilita inconcepibili a livello
classico. In particolare, vedremo come grazie ad un’analisi approfondita dei
connettivi esponenziali sia possibile trovare in essi una sorta di “manopola
di controllo” della complessita computazionale di LL.



Capitolo 7

Le proof-net

In questo capitolo introdurremo una sintassi alternativa per le dimostrazioni
della logica lineare, le cosiddette proof-net. Le proof-net (o reti dimostra-
tive) sono ’analogo delle deduzioni naturali per la logica intuizionista; esse
riescono infatti o presentare le dimostrazioni del calcolo dei sequenti in modo
il piu possibile parallelo. Vedremo dapprima la definizione di proof-net nel
solo frammento moltiplicativo della logica lineare, sistema nel quale tale for-
malismo € particolarmente elegante; in sequito, estenderemo la definizione
all’intera logica lineare.

7.1 1l frammento moltiplicativo

7.1.1 La definizione induttiva

Abbiamo visto in 3.2 come per la logica intuizionista sia possibile rappre-
sentare le dimostrazioni per mezzo di alberi particolari, detti deduzioni na-
turali. Le deduzioni naturali hanno la proprieta di essere, per cosi dire, piu
“essenziali” delle derivazioni di LJ, nel senso che ad una singola deduzione
naturale possono corrispondere piu derivazioni; ¢ come se LJ costringesse
ad esibire informazioni sulle dimostrazioni che non sono in effetti necessa-
rie. A ben guardare, I'informazione ridondante del calcolo dei sequenti e
la sequenzialita: si pensi ad esempio a quante derivazioni diverse esistono
del sequente Ay A Ao, A3 AN Ay, ..., Aop_1 A Aoy B C' a partire dal sequente
Ay, As, ..., Aop—1 F C, ciascuna delle quali introduce le formule As; in or-
dine diverso mediante regole AaLl; tutte queste derivazioni corrispondono
ad un’unica deduzione naturale in NJ, nella quale dalle foglie Ag;_1 A Ag;
vengono eliminate le formule A,; mediante quella che possiamo vedere come
un’applicazione parallela, contemporanea, di regole £ A 1. Abbiamo anche
visto come questa proprieta delle deduzioni naturali consenta di mettere in
luce in modo piu limpido il processo di cut-elimination, cosi da poter costrui-
re un vero e proprio isomorfismo con la riduzione dei termini del A-calcolo,
mettendo in piedi la corrispondenza fondamentale tra dimostrazioni e pro-
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grammi.

La domanda che nasce a questo punto, nell’ottica della logica lineare, €
se sia possibile costruire un formalismo simile per questo nuovo sistema lo-
gico, il quale nasce gia di per sé con un fortissimo legame verso i processi
di calcolo. La risposta ¢ affermativa, anche se, nel caso generale dell’intera
logica lineare, non ¢ ancora del tutto soddisfacente.

Iniziamo allora con il considerare un sottosistema estremamente semplice
di LL, che ¢ il cosiddetto frammento moltiplicativo, a cui ci si riferisce con
labbreviazione MLL (Multiplicative Linear Logic). Le formule di MLL
sono definite nel seguente modo:

Definizione 7.1 Sia {X,Y, Z,...} un insieme numerabile di variabili pro-
posizionali. Le formule di MLL sono generate induttivamente come seque:

e XY, Z,... e XY+, Z* ... sono formule di MLL

e se A e B sono due formule di MLL, AQ B ¢ A% B sono formule di
MLL.

La negazione lineare (ortogonale) ¢ definita mediante le sequenti leggi di De
Morgan:

(A® B)* := A+ ® B+

(A® B)t := A ® B+

11 calcolo dei sequenti di MLL & quello di LL ristretto alle sole quattro re-
gole ax, cut, ® e %.

Possiamo a questo punto fornire una definizione induttiva, che ricalca in mo-
do esplicito le regole del calcolo dei sequenti, dell’equivalente delle deduzioni
naturali per MLL, che chiameremo proof-net:

Definizione 7.2 (Proof-net moltiplicativa, versione induttiva) Una proof-
net moltiplicativa é un grafo orientato costituito da quattro tipi di nodi (ax,

cut, ® e %), i cui archi sono etichettati da (occorrenze di) formule di MLL.

Gli archi entranti in un nodo sono detti premesse del nodo, mentre quelli
uscenti sono detti conclusioni. Gli archi che non sono premesse di alcun

nodo saranno detti conclusioni della proof-net, cosi come le formule che li
etichettano. Le proof-net sono definite induttivamente nel modo seguente:

ax Il sequente grafo, con un nodo e due conclusioni A e AL, & una proof-

net:
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cut Se p ¢ una proof-net tra le cui conclusioni c’¢ la formula A, e q ¢
un’altra proof-net tra le cui conclusioni c’¢ la formula AL, il sequente
grafo € una proof-net:

® Se p € una proof-net tra le cui conclusioni c’e¢ la formula A, e q ¢
un’altra proof-net tra le cui conclusioni c¢’¢ la formula B, il sequente
grafo é una proof-net:

AB

AKXl B

% Se p & una proof-net tra le cui conclusioni ci sono le formule A e B,
il sequente grafo é una proof-net:

p

Lok

Le proof-net non sono dunque alberi come le deduzioni naturali, ma grafi;
ci0 appare piuttosto naturale se si considera che i sequenti di MLL (e, piu
in generale, di LL) hanno piu di una conclusione. Osserviamo inoltre che, in
effetti, le conclusioni di una proof-net sono archi uscenti che non entrano in
alcun nodo, la qual cosa € un po’ scomoda dal punto di vista formale visto
che le strutture definite in questo modo non sono propriamente grafi; tut-
tavia, la situazione puo essere recuperata agevolmente dando per scontata
I’esistenza di un altro tipo di nodi aventi un solo arco entrante, costituito
appunto da una conclusione della proof-net. In questo modo, le strutture
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dimostrative diventano dei veri e propri grafi; tuttavia, nel seguito della
trattazione ci dimenticheremo di questi inutili “nodi conclusione”.

E’ chiaro che ad ogni derivazione del calcolo dei sequenti di MILL puo essere
associata una proof-net: basta ripercorrere ’albero di derivazione e applica-
re la costruzione iterativa delle proof-net descritta nella definizione. Anche
il viceversa & vero:

Teorema 7.1 (Sequenzializzazione delle proof-net di MLL) Sew ¢é una
proof-net di MILL con conclusioni Ai,..., Ay, allora esiste nel calcolo dei
sequenti di MILL una derivazione del sequente = Aq,..., A,.

Dimostrazione. La dimostrazione si puo trovare in [10]. O

7.1.2 I criteri di correttezza e le definizioni strutturali

Le proof-net definite nella sezione precedente sembrano effettivamente essere
cio che cercavamo: in esse non c’e piu alcuna traccia della sequenzialita
delle regole applicate. Tuttavia, la definizione induttiva ¢ ancora di per sé
sequenziale, nel senso che una proof-net viene costruita passo passo proprio
come una derivazione del calcolo dei sequenti. Al contrario, trovandoci di
fronte ad un grafo orientato gia costruito, i cui nodi siano dei quattro tipi
dati nella definizione, non sarebbe per noi facile dire se questo sia o no una
proof-net, cioe se sia possibile sequenzializzarlo in una derivazione del calcolo
dei sequenti. Iniziamo allora con l'introdurre il concetto di proof-structure:

Definizione 7.3 (Proof-structure moltiplicativa) Una proof-structure
(o struttura dimostrativa) moltiplicativa é un grafo orientato costituito da
nodi a cui € associata un’aritd e una coaritd, indicanti rispettivamente il
numero di archi entranti e il numero di archi uscenti. Gli archi entranti
saranno detti premesse del nodo, gli archi uscenti conclusioni. Tali nodi si
distinguono in quattro tipi:

ax Il nodo assioma, con zero premesse e due conclusioni, etichettate con

le formule A+ e A

cut Il nodo cut, con due premesse, etichettate dalle formule A e AL, e zero
conclusioni

® Il nodo tensore, con due premesse etichettate dalle formule A e B e
una conclusione etichettata dalla formula A ® B

X Il nodo par, con due premesse etichettate dalle formule A e B e una
conclusione etichettata dalla formula A% B

Gli archi che sono conclusione di un nodo ma non sono premessa di alcun
altro nodo sono dette le conclusioni della proof-structure.
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E’ chiaro che una proof-net & senz’altro una proof-structure, mentre il vice-
versa non € assolutamente vero; il cuore della teoria delle proof-net & proprio
questo: cercare delle proprieta puramente strutturali per caratterizzare le
proof-net a partire dalle proof-structure, senza ricorrere alla definizione in-
duttiva.

Cio che stiamo cercando dunque ¢ un criterio di correttezza che ci consenta
di dire che una proof-structure e effettivamente una proof-net, cioe che que-
sta rappresenta una derivazione di MLL. Ad oggi sono conosciuti diversi
criteri di questo tipo; quello piu semplice da descrivere & il cosiddetto crite-
rio ACC introdotto da Danos e Regnier in [9]. Per descrivere tale criterio, &
necessario introdurre i concetti di switching e di grafo di correttezza:

Definizione 7.4 (Switching) Sia o una proof-structure di MLL. Uno
switching di o é una funzione che associa ad ogni nodo % di o uno dei
due nodi di o la cui conclusione ¢ premessa del % stesso.

Definizione 7.5 (Grafo di correttezza) Sia o una proof-structure, e s
un suo switching. Il grafo di correttezza di o sotto lo switching s, che
denoteremo con R(o,s), é il grafo non orientato costruito a partire da o nel
sequente modo:

e Ad ogni nodo di o corrisponde un nodo di R(o,s).

e Se (a,b) é un arco di o, dove b non é un nodo %, allora {a,b} é un
arco non orientato di R(o,s); se invece (ag,b) e (a1,b) sono due archi
incidenti su un nodo %, allora {s(b),b} é un arco non orientato di

R(o,s).

In sostanza, uno switching vede ogni nodo % come un interruttore, e nel
grafo di correttezza vengono eliminati quegli archi che collegano i nodi %
alle premesse “disabilitate” dall’interruttore. Osserviamo che ad ogni proof-
structure o contenente n nodi % sono associabili 2” switching, e dunque
2™ grafi di correttezza. In figura 7.1.2 ¢ mostrata una semplicissima proof-
structure con un solo nodo % e con i suoi due possibili grafi di correttezza.

Ecco dunque la definizione della condizione ACC:

Definizione 7.6 (Condizione ACC) Si dice che una proof-structure o
soddisfa la condizione ACC (o, pit semplicemente, che ¢ ACC) se per ogni
possibile switching s di o, R(o,s) € un grafo aciclico e connesso (ovverosia
un albero). ACC in effetti sta per Acyclic-Connected.

Il criterio di correttezza ACC, che consente di fornire un definizione non
induttiva delle proof-net, ¢ il risultato del seguente teorema:
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AXB A% B

Figura 7.1: Una semplice proof-net moltiplicativa con i suoi due possibili grafi di
correttezza.

Teorema 7.2 (Danos-Regnier) Una proof-structure o é una proof-net se
e soltanto se essa soddisfa la condizione ACC.

Dimostrazione. La dimostrazione di questo teorema si compone di due
parti, la validita e la completezza del criterio. La validita € I'implicazione
se una proof-structure € una proof-net, allora essa ¢ ACC, la completezza
e limplicazione inversa, se una proof-structure ¢ ACC, allora essa é una
proof-net. La dimostrazione della validita & piuttosto semplice, e consta in
un’induzione sulla struttura delle proof-net. La correttezza invece € una
questione molto piu complicata, nella quale non possiamo entrare in detta-
glio. Una dimostrazione della completezza di ACC puo essere trovata in [9].
O

La definizione migliore di proof-net pud¢ dunque essere data nel modo se-
guente:

Definizione 7.7 (Proof-net moltiplicativa, versione ACC) Una proof-
net & una proof-structure che soddisfa ACC.

Osserviamo che, pur essendo molto elegante, questa definizione & ben lontana
dal fornire un criterio concreto per verificare che una proof-structure sia una
proof-net; infatti, come abbiamo gia fatto notare in precedenza, una proof-
structure con n nodi % possiede 2™ grafi di correttezza, e per verificare
ACC e necessario controllare I'aciclicita e la connessione di tutti. Anche se
queste due operazioni possono essere portate avanti in tempo polinomiale,
la verifica di ACC resta un’operazione che richiede, nel caso di un algoritmo
deterministico, un tempo O(p(s) - 2%), dove s & la dimensione della proof-
structure (cioe il suo numero di nodi) e p un polinomio. In realta, & possibile
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fornire criteri di correttezza per MLL molto piu efficienti, addirittura lineari
nella dimensione (si veda [14]).

7.1.3 La cut-elimination

Il grandissimo vantaggio di disporre di una sintassi “parallela” per la logica
& quello di poter descrivere il processo di cut-elimination in modo molto piu
limpido di quanto non sia possibile nel calcolo dei sequenti. In particolare,
per MLL, I’eliminazione del taglio consiste in un processo di riscrittura di
grafi, governato da due sole regole:

cut

Non & difficilissimo verificare che la riscrittura mediante le due regole di cut-
elimination preserva la condizione ACC; di conseguenza, la proof-structure
ottenuta dopo l'applicazione di un numero qualsiasi di regole di riduzione &
una proof-net se quella originale lo era (si veda [9]).

Per MLL, la cut-elimination gode di tutte le buone proprietd immagina-
bili per un processo di riduzione: ¢ confluente, fortemente normalizzante,
e per di piu tutte le sequenze di normalizzazione convergono nello stesso
numero di passi. Osservando le due regole di riscrittura, € facile constatare
che il numero di nodi di una proof-net si riduce sempre ad ogni passo di eli-
minazione del taglio; ogni passo dunque “consuma” un pezzo di proof-net,
e quindi qualsiasi riduzione per una proof-net m non puo essere costituita
da un numero di passi superiore al numero di nodi di 7. Composto con le
proprieta elencate sopra, questo ragionamento induce un bound sub-lineare
alla durata della cut-elimination in MILL: se 7 & una proof-net di dimensio-
ne (numero di nodi) s, tutte le strategie di normalizzazione conducono alla
stessa forma normale, nel medesimo numero di passi, e tale numero di passi
¢ O(s). La dimostrazione dettagliata di tutti questi risultati ¢ in [10].
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7.2 [Estensione all’intera logica lineare

Il funzionamento delle proof-net nel frammento moltiplicativo ¢ talmente
limpido ed elegante che sarebbe meraviglioso riuscire ad estendere il for-
malismo all’intera logica lineare. Sfortunatamente, nel caso generale non
si ¢ ancora arrivati a soluzioni altrettanto buone, e sotto molti aspetti &
improbabile che si riesca a fare di meglio. Tuttavia, per quanto riguarda
gli aspetti fondamentali strettamente legati al calcolo e, conseguentemente,
alla complessita computazionale, I'estensione delle proof-net a tutta LL si
comporta comunque in modo piu che soddisfacente.

Cominciamo dunque con il fornire I'estensione delle proof-structure alla lo-
gica lineare completa, con i quantificatori al secondo ordine, e senza costanti
logiche. La definizione che segue ¢ adattata da [25]:

Definizione 7.8 (Pre-proof-structure) Una pre-proof-structure é un gra-
fo orientato i cui archi sono etichettati da (occorrenze di) formule di LL, e
1 cut nodi sono provvisti di un’arita e di una coarita, corrispondenti rispetti-
vamente al numero di archi entranti, dette premesse del nodo, e al numero
di archi uscenti, dette conclusioni. I nodi sono di uno dei tipi sequenti:

ax Un nodo assioma ha due conclusioni etichettate da due formule duali,
e Nessuna premessa

cut Un nodo cut ha due premesse etichettate da due formule duali, e
nessuna conclusione

® Un nodo tensore ha due premesse e una conclusione. Se la premessa
sinistra del nodo ¢é etichettata dalla formula A e la premessa destra da
B, allora la conclusione sard etichettata con la formula A ® B

% Un nodo tensore ha due premesse e una conclusione. Se la premessa
sinistra del nodo ¢é etichettata dalla formula A e la premessa destra da
B, allora la conclusione sarda etichettata con la formula A% B

' Un nodo of course (o bang) ha una premessa e una conclusione, la
quale ¢ etichettata con I’of course dell’etichetta della premessa

7D Un nodo dereliction ha una premessa e una conclusione, la quale é
etichettata con il why not dell’etichetta della premessa

W Un nodo weakening non ha alcuna premessa e ha una conclusione,
etichettata con TA, dove A é una formula.

?7C Un nodo contrazione ha due premesse e una conclusione, tutte etichet-
tate dalla stessa formula 7A
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pax Un nodo pax (porta ausiliaria) ha una premessa e una conclusione,

D1 e D2

coad

entrambe etichettate dalla stessa formula TA

Un nodo plus uno [plus due/ ha una premessa e una conclusione, tali
che se A é Uetichetta della premessa, allora A® B [B® A] é Uetichetta
della conclusione, dove B ¢ una formula. In generale, parleremo sem-
plicemente di un nodo @ (plus) quando non sarda necessario specificare
se si tratti di un D1 o Ds.

Un nodo with ha due premesse e una conclusione. Se la premessa
sinistra del nodo é etichettata dalla formula A e la premessa destra da
B, allora la conclusione sard etichettata con la formula A & B

Un nodo contrazione additiva ha due premesse e una conclusione, tutte
etichettate dalla medesima formula

Un nodo per ogni ha una premessa e una conclusione, tali che se la
premessa € etichettata dalla formula A, allora la conclusione ¢ etichet-
tata da VX.A[X]. La variabile X sard detta variabile propria del nodo
per ogni

Un nodo esiste ha una premessa e una conclusione, tali che se la pre-
messa ¢ etichettata da A[B/X], dove B ¢é una qualche formula, allora
la conclusione ¢é etichettata da 4X.A

Sia ora G un grafo orientato ottenuto utilizzando i nodi appena descritti, e
tale che:

() ogni arco di G ¢é conclusione di un unico nodo;

(B) ogni arco di G ¢ premessa di al pit un nodo.

Gli archi di G che non sono premesse di alcun nodo sono dette conclusioni
di G. Diremo che G é una pre-proof-structure se soddisfa le tre condizions
sequenti:

1.

Scatola ! (1-box):

(a) a ciascun nodo of course n ¢ associato un (unico) sotto-grafo B’
di G (che soddisfa (a) e (8)), tale che una delle conclusioni di
B' ¢ la conclusione di n e tutte le altre conclusioni (potrebbero
anche non essercene altre) ¢ conclusione di un nodo pax. B' ¢
detta scatola esponenziale ed é rappresentata come in figura 7.2;
diremo che n ¢ la porta principale (‘pal in breve) di B

(b) a ciascun nodo pax n ¢ associata una scatola esponenziale B* di
G tale che una delle conclusioni di B* ¢ la conclusione di n (vedi
fig. 7.2); diremo che n ¢ una porta ausiliaria di B
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Figura 7.3: Una scatola additiva.

2. Scatola additiva:

(a) a ciascun nodo with n é associato un (unico) sotto-grafo B di G
(che soddisfa (a) e (8)), tale che una delle conclusioni di B ¢ la
conclusione din e tutte le altre conclusioni (potrebbero anche non
essercene altre) é conclusione di un nodo contrazione additiva.
B ¢ detta scatola additiva ed é rappresentata come in figura 7.2;
diremo che n é la porta & di B

(b) a ciascun nodo contrazione additiva n é associata una scatola ad-
ditiva B di G tale che una delle conclusiont di B é la conclusione
di n (vedi fig. 7.2); diremo che n é una porta coad di B

3. Condizione di inscatolamento: due scatole qualsiasi (additive o espo-
nenziali) sono disgiunte, oppure sono l'una contenuta nell’altra.

Gli archi di una pre-proof-structure che non sono premessa di alcun nodo
sono dette conclusioni della pre-proof-structure.

Inodi @, ®, |, 7D, &1, B2, & , V e d sono detti nodi logici.
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Poiché gli archi di una pre-proof-structure sono orientati “dagli assiomi ver-
so le conclusioni”, potremo parlare senza ambiguita di una cammino che
“sale” o che “scende” nella pre-proof-structure. Per lo stesso motivo, nelle
rappresentazioni grafiche di cui ci serviremo nel seguito si utilizzeranno, per
semplicita di notazione, archi non orientati.

Parleremo spesso di scatole, nodi o archi di una pre-proof-structure p con-
tenuti in una scatola B (additiva o esponenziale) di p. Nel caso dei nodi,
non considereremo le porte di B come nodi contenuti in B. Scrivendo “un
nodo n [un arco a] di una scatola B (additiva o esponenziale)” di una data
pre-proof-structure, sottintenderemo sempre che n [a] & contenuto in B op-
pure che n [a] & una porta [conclusione] di B. Se B & una scatola (additiva
o esponenziale) di p, allora la pit grande e la piu piccola scatola di p con-
tenente B e chiaramente definita, grazie alla condizione di inscatolamento
della definizione 7.8.

Diremo che un nodo o un arco di una pre-proof-structure p € a profondita
esponenziale [additiva] n in p se esso & contenuto in esattamente n scatole
esponenziali [additive] di p. Nel caso di una scatola (additiva o esponenziale)
B, diremo che B ¢ a profondita esponenziale [additiva] n se essa & contenuta
in esattamente n scatole esponenziali [additive], tutte diverse da B.

Osserviamo inoltre che, se p € una pre-proof-structure e B una sua sca-
tola additiva o esponenziale, una conseguenza immediata della definizione
7.8 & che il contenuto di B & anch’esso una pre-proof-structure.

Definizione 7.9 (Proof-structure) Sia p una pre-proof-structure. Dire-
mo che p € una proof-structure se:

(i) se una variabile appare libera nella formula che etichetta una delle
conclusiont di p, allora questa non é la variabile propria di alcun nodo

Y di p
(1) ciascun(a occorrenza di un) nodo ¥ usa una variabile propria diversa

(iii) se X é la variabile propria di un nodo ¥ di una scatola B di p, allora
tutte le occorrenze di X sono contenute in B

(iv) per ogni scatola B di p, la pre-proof-structure contenuta in B é una
proof-structure.

Un’osservazione importante: dietro alla definizione 7.9 si nasconde il fe-
nomeno della ridenominazione delle variabili; se ad esempio abbiamo due
proof-structure o, e o9 e vogliamo connettere una conclusione di o7 con una
conclusione di o2 per mezzo di un nodo ®, affinché il grafo cosi ottenuto
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soddisfi le condizioni della definizione si puo essere costretti a dover rinomi-
nare alcune variabili che appaiono libere nelle formule di o1 e/o di os.

A questo punto & chiaro che, modulo ridenominazione delle variabili, a cia-
scuna derivazione di LL e associabile una proof-structure; possiamo dunque
definire le proof-net della logica lineare completa nel modo seguente:

Definizione 7.10 (Proof-net) Una proof-net ¢ una proof-structure che
proviene da una derivazione di LL.

La definizione sopra sembra prendere una “scorciatoia” rispetto alla defini-
zione mediante ACC data per le proof-net di MLL a partire dalle proof-
structure moltiplicative. In effetti si tratta davvero di una scorciatoia: &
possibile infatti introdurre criteri di correttezza anche per le proof-structure
nel caso generale, in modo da separare mediante soli criteri strutturali quelle
che vengono da derivazioni del calcolo dei sequenti (cioé quelle che chiamia-
mo proof-net) da quelle che invece non rappresentano dimostrazioni. Per
definire tali criteri si deve pero pagare un costo altissimo in termini di com-
plessita; cio ci spinge, in questa sede, a ignorare completamente la questione
rimandando il lettore interessato al lavoro di Tortora [25], il quale espone
approfonditamente i risultati piu recenti in merito.

Anche per le proof-net di LL & possibile definire una procedura di cut-
elimination a partire da un certo numero di passi elementari di riduzione,
i quali sono, come per MLL, regole di riscrittura di grafi che producono
proof-net a partire da proof-net. Riportiamo nel seguito la rappresentazione
grafica di tutti i passi elementari di riduzione:
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E’ opportuno fare alcune considerazioni sul significato computazionale dei
passi elementari di riduzione, in base al quale si pud comprendere meglio
anche la semantica dei connettivi della logica lineare, e la grande novita che
questi introducono rispetto alle loro controparti classiche.

11 passo [ax] ¢ il cardine della cut-elimination; & questo a far “sparire” defini-
tivamente i cut, terminando il processo di comunicazione innescato dall’aver
tagliato la conclusione di una proof-net con quella di un’altra proof-net.
Come abbiamo gia osservato per il calcolo dei sequenti, I'intero processo di
cut-elimination puo essere visto come una “migrazione” dei cut verso gli
assiomi.

L’eliminazione del taglio [% /®] innesca un processo “parallelo” in cui i
due nuovi cut si possono ridurre in modo il piu possibile indipendente. L’e-
liminazione di un taglio [ & /@] rappresenta chiaramente la scelta di una
delle due sotto-proof-net contenute in una scatola additiva, operata da parte
del nodo @, che puo essere naturalmente un ®; o un @s; i tagli additivi pos-
sono dunque essere visti come la base di un’esecuzione condizionale, come in
una sorta di “if...then...else”. Il passo [V/3] & I’“applicazione universale”
del sistema [} esso consente di applicare una funzione polimorfa ad un tipo,
in modo da ottenere una funzione che opera su quel tipo specifico.

I tagli esponenziali sono invece la caratteristica fondamentale di LL, che
permette di esprimere in dettaglio I'utilizzo delle risorse nel corso della com-
putazione. Essenzialmente, una scatola esponenziale puo essere vista come
una risorsa non-lineare (nel senso dato nella sezione 6.3), inesauribile; questa
puo essere cancellata, duplicata, e infine acceduta per essere utilizzata. I tre
passi [w], [c] e [!/?] rappresentano ciascuno una di queste tre situazioni.

11 passo [pax] non ha un vero e proprio contenuto computazionale; ¢ semplice-
mente una di quelle che nei sistemi di riscrittura vengono dette “conversioni
commutative” (commuting conversions). E’ in effetti un residuo delle famo-
se “riduzioni commutative” del calcolo dei sequenti, che abbiamo incontrato
quando abbiamo discusso la cut-elimination per LK e LJ, le quali servivano
a far “salire” un cut in modo che alla fine questo incontrasse le regole che
introducevano la formula tagliata. La presenza di un tale “relitto” & dovuta
al fatto che, in realta, le scatole esponenziali sono dei veri e propri sequen-
ti: in generale, le scatole (sia esponenziali che additive) costituiscono un
momento di “sincronizzazione” delle proof-net con il calcolo dei sequenti, e
creano dunque una situazione in cui il parallelismo tipico delle proof-net vie-
ne perso, e siritorna alla sequenzialita propria invece del calcolo dei sequenti.

A dir la veritd, i cut di tipo [pax] non sono gli unici tagli commutativi
possibili; non sono infatti state prese in considerazione le scatole additive,
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per le quali si puo verificare la seguente situazione:

1
A @ A B&C

N

dove A non ¢ conclusione di un nodo assioma. Le riduzioni dei tagli di questo
tipo, chiamate [ccad] (conversione commutativa additiva), presentano non
poche difficolta ad essere definite; noi non entreremo in dettaglio, lasciando
al lettore curioso la facolta di documentarsi in [25].

Tra l'altro, le riduzioni commutative additive sono responsabili di spiace-
voli fenomeni di non confluenza in LL. Tuttavia, & stato dimostrato che
la procedura di normalizzazione cosiddetta lazy, che noi pero chiameremo
additive-lazy", la quale consiste nell’applicare tutti i passi elementari di ri-
duzione ad eccezione di [ccad] e in cui non si normalizzano tagli interni a
scatole additive, & confluente (si vedano [3] e [26]). Inoltre, dalle conside-
razioni fatte da Girard in [10] (dove tra l'altro si introduce il termine lazy
per questo tipo di normalizzazione), se nelle conclusioni della proof-net che
si vuole ridurre non ci sono sottoformule positive della forma A & B, allo-
ra la procedura additive-lazy termina con una forma normale, cio da luogo
a proof-net cut-free. Questo fatto € di estrema importanza perché, come
vedremo, tale situazione si applica a tutte le proof-net che rappresentano
funzioni che operano su tipi di dato di un qualche interesse, come ad esem-
pio interi, stringhe, booleani, alberi, ecc. Di conseguenza, da un punto di
vista strettamente computazionale, il passo di riduzione [ccad] puo essere
lasciato indefinito, e questa sara proprio la scelta che faremo noi.

In realta, in merito ai tagli commutativi additivi vale un risultato anco-
ra piu forte, dimostrato da Tortora in [25]: nel caso in cui una proof-net non
contenga, conclusioni con occorrenze positive del connettivo & , la riduzione
additive-lazy e la riduzione che utilizza anche i passi [ccad] conducono alla
stessa forma normale. Cio significa che I’aggiunta del passo [ccad], & davvero
una questione che, ai nostri scopi, puo essere messa in secondo piano.

!Questo per distinguerla dalle strategie di normalizzazione per il A-calcolo che hanno
lo stesso nome
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Capitolo 8

I sistemi logici a bassa
complessita

In questo capitolo effettueremo una “ricognizione” sullo stato attuale della
ricerca nel campo della caratterizzazione di classi di complessita mediante
sotto-sistems della logica lineare. Cercheremo dunque di ricapitolare breve-
mente i risultati trovati fino a questo momento, introducendo in un qualche
dettaglio i sistems piu utilizzati.

8.1 La complessita della riduzione delle proof-net

Come accennato nel capitolo 6, in logica lineare si possono “tradurre” tutte
le derivazioni sia della logica classica che della logica intuizionista. Di con-
seguenza, non possiamo aspettarci che LL di per sé possa risultare in alcun
modo “meglio” (dal punto di vista della complessita della cut-elimination)
dei sistemi LK e LJ. A priori, dunque, anche in logica lineare ’eliminazione
dei tagli da una dimostrazione produce derivazioni la cui dimensione non
¢ maggiorabile da nessuna funzione elementare, e quindi anche in termini
temporali (per 'osservazione fatta in 5.3), la procedura di cut-elimination
in LL risulta essere iperesponensziale.

Tuttavia, in logica lineare abbiamo a disposizione uno strumento inesistente
negli altri sistemi, che abbiamo visto essere molto vantaggioso nella rap-
presentazione dell’eliminazione dei tagli dalle derivazioni: stiamo parlando
naturalmente delle proof-net, introdotte nel capitolo precedente. Quando si
parla di proof-net, esistono due grandezze fondamentali che ne caratterizza-
no la struttura, gia introdotte in 7.1 e 7.2: la prima & la dimensione (o size),
che corrisponde al numero di nodi presenti nella proof-net stessa, la seconda
e invece la profonditd, che in questo momento sard per noi esclusivamente
esponenziale. Ricordiamo che la profondita esponenziale, riferita ai nodi, &
semplicemente il numero di scatole esponenziali dentro le quali un nodo si

143
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trova, mentre riferita all’intera proof-net & nient’altro che la profondita del
suo nodo di profonditd massima. Se 7 & una proof-net, indichiamo con #(7)
la sua dimensione, e con d(7) la sua profondita.

Ora, la cosa piu naturale che viene in mente & caratterizzare la comples-
sitd della procedura di cut-elimination mettendo in relazione la dimensione
di una proof-net con il numero di step elementari di riduzione richiesti per
eliminare tutti i cut. Infatti, in base alla corrispondenza di Curry-Howard
sappiamo che una proof-net (essendo una dimostrazione) € un programma,
e il processo di cut-elimination & I’esecuzione di tale programma. Se pren-
diamo una proof-net cut-free 7, diciamo di conclusioni (almeno) A+ e B, e
la tagliamo contro un’altra proof-net cut-free ¢ con conclusione (almeno) A,
possiamo considerare 7 come il programma e ¢ come il suo input; la proof-
net 6 risultante dal cut delle due ¢ dunque il programma applicato al suo
input, mentre la proof-net cut-free v ottenuta dopo l'eliminazione del taglio
e il risultato restituito dal programma. Supponiamo ora di aver trovato una
funzione f tale che il numero di step elementari di riduzione necessario per
arrivare da 0 a v sia O(f(#(0))); poiché §(0) = f(m) +4(¢) + 1 (c’€ solo un cut
in piu rispetto alle due) e poiché, qualunque sia la proof-net ¢ scelta come
input, la dimensione di 7 resta costante, possiamo ben dire che il numero
di step richiesti & anche O(f(#(¢))). Caratterizzare la complessita della ri-
duzione di una proof-net in funzione della sua dimensione equivale dunque
a trovare il legame tra “tempo di esecuzione” e dimensione dell’input, che &
esattamente cio che si vuol fare in un’analisi di complessita temporale.

Seguendo questo approccio, € possibile iniziare a fare qualche osservazio-
ne. Affinché in una proof-net 7 sia possibile eseguire uno step elementare
di riduzione, dev’esserci in 7 almeno un nodo cut. Il numero di nodi cut
presenti in 7 & senz’altro limitato da f(); allo stesso modo, se 7 — 7', il
numero di cut presenti in 7’ & anch’esso limitato da #(7’). Di conseguenza,
se si riesce a trovare in che modo la riduzione di un cut influisce sulla dimen-
sione della proof-net ridotta, si puod anche stimare la lunghezza del processo
di cut-elimination.

Osservando gli step elementari di riduzione di LL definiti a pagina 138,
possiamo dividere le riduzioni in due classi, una costituita dalle regole di ri-
scrittura che diminuiscono la size, I’altra da regole che, in generale, la fanno
aumentare:

- [ax], [® /], [ & /@], [V/3], [!/?], [w] e [pax] fanno tutti, in genera-
le, diminuire la size della proof-net ridotta rispetto alla proof-net di
partenza

+ [c] & 'unico step in grado di far aumentare in ogni caso la dimensione
della proof-net ridotta
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dagli step elementari di riduzione abbiamo sempre escluso, come al solito,
lo step [coad].

In LL, il responsabile dell’esplosione della complessita del processo di cut-
elimination viene messo indiscutibilmente allo scoperto: 1’analisi della ri-
duzione dei cut sulle contrazioni ¢ la chiave per catturare la complessita
dell’eliminazione del taglio. Se, infatti, eliminiamo dalla logica lineare i
connettivi esponenziali, costruendo quella a cui in genere ci si riferisce con
labbreviazione MALLq (Multiplicative-Additive Linear Logic with quanti-
fiers — i quantificatori possono essere a qualsiasi ordine, noi diamo sempre
per scontato che si tratti del secondo ordine), otteniamo il seguente risultato:

Teorema 8.1 Sia m una proof-net di MALLq, tale che f(w) = s. Allora,
la procedura di cut-elimination additive-lazy applicata a © conduce ad una
proof-net cut-free in O(s) step elementari di riduzione.

Dimostrazione. Gli unici step elementari di riduzione applicabiliin MALLq
appartengono alla classe di step che conducono sempre ad una proof-net ri-
dotta di dimensione piu piccola di quella di partenza. Di conseguenza, se
m — 7', avremo #(7’) < f(), e cosi via dopo ogni step applicato. Poiché
ad ogni istante il numero di cut non puo eccedere la size della proof-net, e
poiché s € un bound superiore alla dimensione di qualsiasi proof-net gene-
rata nel corso della cut-elimination, la procedura termina in un numero di
step addirittura sub-lineare in s, vale a dire che il numero di step applicati
e strettamente minore della dimensione di 7. [

I soli programmi a poter essere rappresentati in MALLq sono dunque pro-
grammi la cui esecuzione impiega un tempo lineare nell’input. Il problema
¢ che MALLq e un sistema terribilmente inespressivo, e al suo interno pra-
ticamente non trova posto alcun programma interessante; ad esempio, in
MALLQq non ¢ neanche possibile rappresentare adeguatamente gli interi di
Church.

L’aggiunta degli esponenziali consente di recuperare il potere espressivo per-
duto, tornando pero ai livelli del sistema F, e dunque facendoci uscire da
qualsiasi classe di complessitd definibile. Tuttavia, dei quattro step di ridu-
zione elementari introdotti dalla presenza dei connettivi esponenziali, sap-
piamo che quello davvero problematico ¢ esclusivamente [c]. Tale step € in
grado di duplicare un pezzo di proof-net; per 'esattezza cio che viene dupli-
cato e il contenuto di una scatola esponenziale. Iterare n volte una funzione
che duplica I'input significa banalmente costruire una funzione esponenzia-
le, 2™ nel nostro caso. Nell’ambito delle proof-net, la seguente situazione
corrisponde proprio all’iterazione che abbiamo in mente:
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Se supponiamo che le scatole che formano la “catena” siano n e, per sem-
plicita, che esse siano tutte identiche, € chiaro che una volta ridotte tutte le
contrazioni otterremo una proof-net contenente in totale Y | 2¢ = 2(2" —1)
copie della nostra scatola: il I-box “piu a destra” viene semplicemente du-
plicato, quello alla sua sinistra viene invece quadruplicato, e cosi via fino al
I-box “piu a sinistra”, del quale avremo esattamente 2™ repliche.

Abbiamo cosi scoperto una dinamica esponenziale nel processo di cut-elimination
delle proof-net. In realtd, una volte escluse (come nel nostro caso) le ridu-
zioni commutative additive, la dinamica in questione e 'unica in grado di
generare esplosioni esponenziali nella size delle proof-net; infatti, solo 1’at-
tivazione di un taglio su una contrazione puod duplicare una scatola, e solo

la ripetuta attivazione di tanti tagli del genere “in cascata” puo iterare la
duplicazione.

Sappiamo che in LL & possibile fare molto di piu; ad esempio, si dovrebbe
poter iterare la dinamica esponenziale per ottenerne una iperesponenziale.
Tuttavia, il “prototipo” di dinamica iperesponenziale &€ molto piti complesso
di quello della dinamica esponenziale appena descritta, e non &€ dunque il
caso di entrare nei dettagli in questa sede. Possiamo pero, in modo intuitivo,
mettere in luce quella che e la caratteristica fondamentale delle dinamiche
iperesponenziali. Abbiamo visto che la “catena” disegnata sopra, composta
da n scatole, una volta normalizzata genera O(2") copie di tali scatole; per
ottenere un processo iperesponenziale occorrerebbe a questo punto essere
in grado di prendere queste O(2") scatole e costruire una simile catena con
esse, in modo da ottenere, dopo la normalizzazione, O(2%") scatole, e cosi
via. Il problema & che a partire dalle O(2") scatole generate dalla riduzione
della catena non & possibile creare un’altra catena, per il semplice fatto che
la “struttura” che esse formano ora non contiene piu tagli su contrazioni,
mentre nelle catene in questione ¢ indispensabile che le scatole siano tagliate
I'una contro l'altra tramite cut su contrazioni.

Si puo allora immaginare la seguente situazione. Supponiamo di aver co-
struito una proof-net x(n) che, se fatta interagire con un !-box, crea una
“catena esponenziale” (cioeé una struttura capace di generare una dinami-
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ca esponenziale come quella che abbiamo visto) composta da n copie della
scatola. Supponiamo che dentro questa scatola ci sia proprio x(1) e che,
facendo interagire due di queste scatole tagliando la porta principale di una
con la porta ausiliaria dell’altra, si crei un’unica scatola (e questo ¢ sicuro
perché lo step [pax] non cancella scatole) contenente x(2), la quale intera-
gendo con un’altra scatola ancora generi una scatola con dentro x(3), e cosi
via. Per semplicita, chiameremo !x(n) la proof-net costituita da un !-box
contenente x(n). Abbiamo dunque che, facendo interagire !x(1) con x(n),
si ottiene una catena esponenziale costituita da n copie di !x(1), la quale,
eliminando i tagli sulle contrazioni, conduce ad una “catena senza contra-
zioni” contenente O(2") copie di !x(1). Queste ultime, interagendo fra loro,
si normalizzeranno alla fine in !x(O(2")).

Ricapitolando il tutto, dall’interazione di !x(1) con x(n) abbiamo ottenu-
to Ix(O(2")); osserviamo che il fatto che I’“input” di x(n) debba essere un
box e assolutamente necessario, poiché solo i box possono essere copiati, e
per creare una catena esponenziale di lunghezza n non si puo fare a meno
di copiare n volte un box. Con !x(O(2")) siamo arrivati quasi al punto di
partenza, ma soltanto “quasi”. Ciod che vorremmo fare ora infatti & ripetere
il gioco tagliando !y (O(2")) con !x(1), ottenendo !x(O(22")); chiaramen-
te pero cio € impossibile, visto che contro !x(1) puo essere tagliata x(-),
e non !x(-). E questo il punto chiave delle dinamiche iperesponenziali che
volevamo mettere in luce: le catene esponenziali non possono produrre che
scatole, e dunque per iterare il processo bisogna necessariamente, all’inizio
di ogni iterazione, “aprire” tali scatole. Aprire una scatola significa eseguire
uno step [!/7], cioe far interagire un nodo dereliction con la porta principale
della scatola della quale si vuole accedere 'interno. In questo caso, pos-
siamo supporre che, prima di essere fatta interagire di nuovo con !x(1), la
proof-net !x(O(2")) si ritrovi ad essere tagliata contro una dereliction, in
modo da tirar fuori x(O(2")) dalla scatola per poter cosi iterare il processo.
Come abbiamo gia sottolineato, tutto cid e stato descritto in modo molto
informale, ma cio che ci interessa ¢ di aver fornito I'intuizione fondamentale
sulle dinamiche che consentono, nel corso della riduzione di una proof-net,
di generare normalizzazioni non elementari.

In sintesi, i risultati trovati finora sulla complessita della riduzione delle
proof-net sono i seguenti:

(a) per ottenere dinamiche iperesponenziali serve lo step [!/7]

(b) per ottenere dinamiche esponenziali bisogna costruire una catena di
scatole legate tra loro per mezzo di tagli su contrazioni

vedremo nel seguito come ’aver isolato queste due semplici “regole” si riveli
estremamente utile per controllare la complessita in logica lineare.
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8.2 Controllare la complessita in logica lineare

8.2.1 I sistemi affini

Il primo sotto-sistema a bassa complessita della logica lineare ad essere in-
trodotto e stato quello noto con il nome di Light Linear Logic (abbreviato
con LLL), introdotto da Girard in [12]'. In sostanza, LLL sfrutta le in-
tuizioni di cui abbiamo parlato nella sezione precedente in modo da inibire
le dinamiche esponenziali, conducendo cosi ad un sistema che corrisponde
esattamente alla classe P, vale a dire la classe delle funzioni? calcolabili in
tempo polinomiale da una macchina di Turing deterministica. Inoltre, li-
beralizzando una certa regola di LLL, si ottiene una logica che corrisponde
esattamente alla classe ELEMENTARY, cui ¢ stato dato il nome di ELL
(Elementary Linear Logic).

Tuttavia, il sistema originale di Girard presenta parecchie complicazioni,
prima fra tutte un calcolo dei sequenti un po’ particolare, in cui non esi-
stono solo formule ma anche “blocchi di formule” e “formule scaricate”, il
tutto per far funzionare le cose in modo che I'isomorfismo fondamentale de-
gli esponenziali (!A®!B ~ (A & B)) sia derivabile anche in LLL. In questa
sede preferiamo dunque introdurre direttamente la variante “affine” di LLL,
che ha il pregio di essere enormemente pit1 semplice.

La Logica Affine (introdotta da Asperti in [1]) & semplicemente la logica
lineare in cui la regola del weakening ¢ completamente liberalizzata; in altre
parole, si puo introdurre per weakening una formula qualsiasi, non necessa-
riamente esponenziale. Naturalmente, la contrazione resta possibile solo su
formule di tipo A, altrimenti il sistema collasserebbe sulla vecchia logica
classica.

La logica affine ha due grandissime differenze rispetto alla logica lineare.
In primo luogo, aver liberalizzato il weakening fa riapparire lo spettro della
non confluenza nella riduzione delle derivazioni; per questo motivo, poi-
ché siamo interessati esclusivamente agli aspetti computazionali della logica
affine, ci sposteremo definitivamente nel suo frammento intuizionista, deno-
minato IAL (Intuitionistic Affine Logic). In secondo luogo, e questa invece
e una differenza “in positivo”, la liberalizzazione del weakening rende la
congiunzione moltiplicativa “piu forte” di quella additiva (diviene cioé de-
rivabile A ® B - A & B); di conseguenza, il frammento additivo diventa

LA dir la verita c’erano gia stati altri tentativi in precedenza, il pitt noto dei quali &
BLL (Bounded Linear Logic), tutti perd lontani dall’essere davvero soddisfacenti.

2 Ad essere precisi cid corrisponderebbe a FP, di cui P & un sottoinsieme (ogni problema
¢ una funzione, mentre non vale il viceversa, come abbiamo gia discusso in 2.1); tuttavia,
essendo la nomenclatura FP molto meno conosciuta, d’ora in poi confonderemo le due
cose.
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rappresentabile per mezzo del solo frammento moltiplicativo (naturalmente
non & vero il viceversa), e i connettivi & e @ non servono piu. Questa
& naturalmente una grossa semplificazione dal punto di vista della sintassi
di IAL. Per chiarezza, riportiamo qui di seguito il calcolo dei sequenti del
frammento intuizionista della logica affine:

» Regole dell’identita

A AAFC
ax
AFA IAFC

cut

» Regole strutturali
AB,AFC r=cC
——X — W
IB,A,AFC rAFC

» Regole logiche moltiplicative

I'A,BFC 'rA AFB
— L —— X @R
rNABHFC INAFA®B
'rA ABFC I'ArB
I''A,A—-BFC I'-A—-B
» Regole logiche esponenziali
AFC TrFA
———— 1P
rA-C 1A
MVIAJIARC
—F7C
rAEC
» Regole logiche per i quantificatori
IVAB|FC 'FA
— —— R (%)
VX.AFC FFvVX.A

La regola (%) & sempre la solita: X non dev’essere libera in T'.

Naturalmente, anche per IAL sono definibili le proof-net, che differiran-
no da quelle di ILL per 'assenza® dei nodi e delle scatole additive, e per la
presenza di un nodo weakening liberalizzato, che puo avere come conclusione
una formula A qualsiasi, invece che obbligatoriamente una formula 7A. An-
che la cut-elimination resta praticamente identica, limitandola al frammento
moltiplicativo e modificando lo step [w] in modo che questo cancelli non so-
lo scatole esponenziali ma, piu genericamente, sotto-proof-net qualsiasi. In

$Molto gradita!
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particolare, in IAL troviamo senz’altro lo step [!/?], eseguibile qualora ven-
ga tagliata la porta principale di un !-box con un nodo dereliction.

Il lettore con buona memoria ricordera senz’altro la “regola” (a) esposta
alla fine della sezione precedente: per generare dinamiche iperesponenziali
¢ strettamente necessario lo step [!/7]. Eliminare la possibilita di eseguire
tale step significa far passare la logica nel dominio delle funzioni elementari,
poiché & sempre possibile costruire “individualmente” torri esponenziali di
altezza qualsiasi, ma non e piu possibile rappresentare un processo che le
generi tutte. Come fare dunque per mettere in pratica tale intuizione? La
soluzione ¢ piu semplice di quanto si possa pensare: basta eliminare le regole
della dereliction e della promotion, e rimpiazzarle con un unica regola che

le “ingloba” entrambe:
kA
|

THIA

La regola in questione, denominata soft-promotion, costringe a dover “in-
scatolare” una proof-net ogni volta che si voglia effettuare una dereliction
su una sua conclusione; non solo, con la soft-promotion la dereliction & “to-
tale”, cioé non puo piu essere effettuata su una sola formula.

E chiaro che, in presenza della soft-promotion, nelle proof-net non esistono
piu nodi dereliction; le pax di un !-box diventano, per cosi dire, dereliction
e porte ausiliarie al tempo stesso. I due step elementari di riduzione [!/7] e
[pax| verranno dunque rimpiazzati da un unico step [!mrg], in base al quale
due scatole esponenziali semplicemente si “fondono” in un’unica scatola, con
il taglio tra le due che entra in questa nuova scatola e mette in comunica-
zione quelle che erano le premesse della porta principale di una scatola e
della porta ausiliaria dell’altra. Dal punto di vista del calcolo dei sequenti,
succede quanto segue:

I+ A A AFC A AAFC
| S | ut
ICF 14 IAAFIC — I AFC
ut _ 1
IT,IA F IC ‘ IT,IA F 10

Osserviamo che, senza lo step [!/?], non é piu possibile aprire alcuna scatola;
in sostanza, la profondita di una proof-net resta praticamente inalterata nel
corso della cut-elimination. Tutto quello che puo succedere & che uno step
[w] elimini qualche scatola, possibilmente facendo diminuire la profondita
complessiva della proof-net, ma cido non ha alcun effetto nell’ottica della di-
namica iperesponenziale che vogliamo proibire.

E possibile dimostrare che, con quest’intuizione dell’inibizione della derelic-
tion, abbiamo effettivamente colto nel segno: la logica che abbiamo appena
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definito, nota come IEAL (Intuitionistic Elementary Affine Logic), corri-
sponde esattamente alla classe delle funzioni calcolabili in tempo elementare.
Naturalmente, verificando che non e piu possibile generare dinamiche ipere-
sponenziali dimostreremmo solo la corretiezza di IEAL; al fine di realizzare
la corrispondenza, occorre una prova della completezza del sistema rispetto
a ELEMENTARY, vale a dire che tutte le funzioni calcolabili in tempo
elementare sono rappresentabili in IEAL. Cio puo essere fatto, ad esempio,
sfruttando la caratterizzazione assiomatica di Kalmar, di cui abbiamo par-
lato in 5.2.

Con IEAL abbiamo varcato il primo confine di complessita possibile, visto
che ELEMENTARY ¢ la piu grande classe di complessita di un qualche
interesse. Tornando alle osservazioni fatte nella sezione precedente (in par-
ticolare alla “regola” (b)), notiamo che in IEAL & ancora possibile, come
del resto potevamo aspettarci, costruire “catene” di scatole in modo che la
loro riduzione generi una dinamica esponenziale. Se riuscissimo a proibire
anche queste configurazioni, avremmo fatto un salto enorme: avendo impe-
dito ogni dinamica esponenziale, saremmo scesi addirittura nel mondo del
tempo polinomiale. Anche realizzare quest’idea ¢ quasi banale (dal punto
di vista sintattico). Poiché le nostre “catene esponenziali” sono basate sul
fatto che ogni scatola, prima di essere tagliata contro un’altra, manda le
conclusioni delle sue porte ausiliarie in una contrazione, una buona idea ¢
quella di restringere il contesto della regola di soft-promotion (cioe la parte a
sinistra del sequente) in modo che esso contenga al massimo una formula. In
termini di proof-net, cio corrisponde all’aver forzato tutti i !-box ad avere al
massimo una porta ausiliaria; poiché per realizzare una catena esponenziale
servono box con almeno due porte ausiliarie, cosi facendo abbiamo scongiu-
rato il pericolo che si possano mai formare simili configurazioni.

La regola della soft-promotion va dunque rimpiazzata con
BFA
—
'BFIA

dove B puo anche non esserci. Questa restrizione fortissima alla soft-promotion
ha pero un effetto collaterale molto spiacevole: il sistema perde drammatica-
mente potere espressivo, tanto da non poter pili rappresentare al suo interno
oggetti fondamentali come gli interi di Church. In altre parole, il sistema
& senz’altro corretto dal punto di vista della complessita polinomiale, come
lo era M ALL(q per le funzioni lineari, ma & ben lontano dall’essere completo.

Per recuperare il potere espressivo bisogna ricorrere ad un nuovo connetti-
vo esponenziale (gia presente in LLL, la quale soffre dello stesso problema)
denominato neutral, e rappresentato dal simbolo §(per questo motivo ci si
riferisce ad esso anche con il termine paragrafo), per il quale si introduce la
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seguente regola:
LAFA

—
IT,5A - §A

Il connettivo paragrafo & autoduale, vale a dire che, per qualsiasi formula A,
(§4)" = gA*

Questa nuova modalitd esponenziale induce la comparsa nelle proof-net di
un’altra scatola, il cosiddetto §-box. Naturalmente, si puo definire uno step
di riduzione elementare per i tagli §/§, che possiamo chiamare [§mrg] e che &
sostanzialmente identico a [!mrg], salvo il fatto che le scatole coinvolte sono
entrambe §-box. Pu0 chiaramente verificarsi che la porta principale di un
I-box venga tagliata con la porta ausiliaria di un §-box; c¢id non causa asso-
lutamente problemi, visto che la riduzione di questo taglio ([!Smrg]), come
al solito, “fonde” le due scatole in un unico §-box e fa “entrare” il taglio
dentro tale scatola.

La definizione autoduale di § non é ancora del tutto stabilita. In effetti,
le interpretazioni semantiche di LLL sembrerebbero spingere in una direzio-
ne non autoduale del connettivo; tuttavia, da un punto di vista strettamente
informatico, le due soluzioni sono del tutto equivalenti. La cosa fondamen-
tale infatti & che i §-box non possono essere duplicati; non avendo porte !,
non possono infatti essere tagliati contro alcuna contrazione. Il paragrafo
dunque ha un utilizzo esclusivamente espressivo: esso non influisce minima-
mente sulle dinamiche di complessita.

La logica cosi definita, che prende il nome di ILAL (Intuitionistic Light
Affine Logic, [1], [2]), € ci0 che cercavamo. Anche per ILAL si possono
dimostrare i due risultati richiesti per la corrispondenza con la classe delle
funzioni polinomiali: le funzioni programmabili nel sistema sono incluse in
P (correttezza) e I'insieme di tali funzioni include P (completezza). Sfor-
tunatamente, per quest’ultima dimostrazione non esistono caratterizzazioni
assiomatiche interpretabili in logica come quella di Kalmar; di conseguenza,
la prova si basa su una tediosissima codifica delle macchine di Turing poli-
nomiali in ILAL, per la quale invitiamo il lettore curioso a documentarsi in
[22] e [2]. Dal canto nostro, la sezione 9.4 del prossimo capitolo sara dedica-
ta ad una dimostrazione pressoché identica, e dunque non approfondiremo
ulteriormente la questione in questo momento.

8.2.2 Altri sistemi

Tornando alla logica lineare, abbiamo gia detto come esistano due sistemi
basati su di essa, detti LLL e ELL, i quali corrispondono rispettivamente
a P e ELEMENTARY. Recentemente, Danos e Joinet hanno condotto
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un’opera di semplificazione del lavoro di Girard, dimostrando che esiste una
caratterizzazione logica di ELEMENTARY basata su un sistema costitui-
to da un sottoinsieme delle proof-net di LL. In sostanza, anziché definire un
nuovo sistema logico, Danos e Joinet hanno imposto una semplice condizio-
ne sulle proof-net della logica lineare (detta condizione di stratificazione),
per mezzo della quale di possono “separare” tutte quelle la cui normaliz-
zazione ¢ elementare e il cui potere espressivo € sufficientemente elevato da
includere tutta la classe ELEMENTARY. La definizione del sistema, che
noi chiameremo ELL per distinguerlo da quello originale di Girard, con Ia
dimostrazione della sua correttezza e completezza e esposta dagli autori in
[8]. Noi non scenderemo ulteriormente in dettagli, giacché il prossimo capi-
tolo sara interamente dedicato alla definizione di un sistema, che abbiamo
chiamato LLL, il quale sostanzialmente estende I’approccio di Danos e Joi-
net a LLL, costituendo dunque una caratterizzazione logica della classe P.

Tutti sistemi a bassa complessita visti finora, assieme a quello che presente-
remo nel prossimo capitolo, seguono quello che potremo chiamare approccio
light. In particolare, nel definire un sistema a complessita polinomiale, abbia-
mo osservato come sia fondamentale 'interdizione di “catene esponenziali”,
le quali presentano un’applicazione iterata dello step [c]. Ma un cut ridotto
da tale step, come tutti i cut, ha due premesse: una € la porta principale di
un !-box, l'altra & una contrazione.

Quello che abbiamo chiamato “approccio light” si occupa in sostanza di
inibire cut di questo tipo agendo sulle scatole: restringendo 1'uso della de-
reliction e limitando il numero di pax dei -box si costringono le scatole ad
avere una struttura tale da rendere impossibile la formazione di strutture in
grado di generare dinamiche esponenziali. Come abbiamo piu volte sottoli-
neato, la chiave di queste dinamiche e che un !-box non solo viene duplicato
ma, tramite le sue porte ausiliarie contratte, diventa lui stesso il “motore”
della successiva duplicazione di un’altra scatola, e cosi via. La morale del-
l’approccio light & dunque la seguente: i !-box sono gli unici a poter essere
duplicati, ma non possono essi stessi duplicare.

Se ci rivolgiamo all’altra premessa del cut, possiamo immaginare di poter
modificare in qualche modo, piuttosto che le scatole, le contrazioni, cosi da
ottenere un risultato analogo. Questa strada alternativa, che chiameremo
approccio soft, ¢ stata intrapresa con successo da Yves Lafont in [17], nel
quale viene definito un sistema a complessita polinomiale denominato ISLL
(Intuitionistic Soft Linear Logic).

La definizione di SLL & molto elegante. In primo luogo, si rimpiazzano
le quattro regole esponenziali della logica lineare (7P, 7D, 7C e ?W) con le
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seguenti tre regole (una delle quali & una nostra recente conoscenza):

T A r,AM ¢ T, 1A+ C
! —— mux ————dig
T 1A I, IAFC I, 1A-C
Nella seconda regola, detta multiplezing, A" = A, ..., A; la terza regola &
———

n
invece detta digging.

Non ¢ difficile dimostrare che mediante queste tre regole (e il cut) si possono
simulare le quattro regole esponenziali originali, e viceversa. Di conseguenza,
fin qui non abbiamo fatto null’altro che “ridefinire” ILL. Il nostro sistema si
definisce allora come segue: ISLL & semplicemente questa “riformulazione”
di ILL dalla quale viene tolta la regola del digging. E qui che ritroviamo
I’intuizione di quello che abbiamo chiamato “approccio soft”. Consideriamo
infatti la seguente derivazione:

T, 14, IAF C
T, UAFC
— g
T, 1AF C

Come si vede, questa ¢ la simulazione della regola della contrazione nella
“riformulazione soft” di LL. La morale ¢ che, una volta eliminato il digging,
la contrazione non esiste pit nella sua forma consueta. Al posto suo, esiste
solo il multiplexing, che ¢ una forma “indebolita” di contrazione. Infatti,
contrarre una formula mediante multiplexing costringe necessariamente ad
aumentare la profondita dell’eventuale proof-net con cui la conclusione del
multiplexing stesso sara tagliata. Cio significa che se proviamo a costruire
una delle nostre famigerate “catene esponenziali” in ISLL, scopriamo che,
ogni volta che vogliamo tagliare le porte ausiliarie contratte di una scatola
contro la porta principale di un’altra scatola, questa dev’essere necessaria-
mente pitu profonda dell’altra, di esattamente un livello. Non ¢ dunque pos-
sibile generare una catena “uniforme” di qualunque lunghezza, poiché piu
aumenta la lunghezza, pit aumenta la profondita richiesta. Tutto cio € vero
anche in tutti i sistemi polinomiali light, anche se 1i il fenomeno prende una
piega leggermente diversa (il lettore & invitato a controllare cosa succede in
questo caso).

Ovviamente, oltre ad essere corretto, il sistema ISLL ¢ anche completo
rispetto alle funzioni polinomiali; si veda [17] per i dettagli. Osserviamo
che, in ISLL, la completezza non richiede ’aggiunta di alcun connettivo, la
qual cosa presenta indubbiamente alcuni vantaggi a livello sintattico.

Possiamo a questo punto fornire un “quadro riassuntivo” dei sistemi a bassa
complessita trovati fino a questo momento:
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Approccio soft
- ILL
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LLL | LLL

IAL
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Il sistema LLL menzionato nella tabella, corrispondente alla classe P e
facente parte di sistemi light, sard I'oggetto del prossimo capitolo.
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Capitolo 9

Una nuova caratterizzazione
logica di P

Verra nel sequito presentata una variante semplificata della Light Linear Lo-
gic (LLL), il sistema a complessita polinomiale introdotto da Girard. L’ap-
proccio utilizzato é quello di caratterizzare LLL in termini di un sottoinsie-
me delle derivaziont della logica lineare completa, in modo analogo a quanto
fatto da Danos e Joinet per ELL.

9.1 1l sistema LLL

9.1.1 Motivazioni principali

Il sistema che stiamo introducendo vuole essere in qualche modo una sem-
plificazione della Light Linear Logic (LLL, [12]) che, come abbiamo visto,
costituisce una caratterizzazione della classe PTIME delle funzioni calco-
labili in tempo polinomiale da una macchina di Turing deterministica. La
logica di Girard presenta infatti alcuni elementi, dal punto di vista sintat-
tico, che ne limitano la chiarezza; in particolare, il calcolo dei sequenti a
“strati” (moltiplicativo, additivo ed esponenziale, caratterizzati rispettiva-
mente dai separatori ‘;’, ‘.’ e ‘[]’) e le proof-net con conclusioni additive
possono risultare di difficile comprensione e manipolazione.

Oltre ad aumentare la chiarezza di LLL, questo lavoro si pone l'obiettivo,
certamente piu importante, di trovare una caratterizzazione delle funzioni
polinomiali senza modificare (o modificando in modo pressoché irrilevante)
le regole della logica lineare completa LL, semplicemente imponendo alcune
condizioni che ne restringono 1'utilizzo e, dunque, il potere espressivo. Il
sistema quindi, al contrario di LLL, non si presentera come una “nuova’
logica, ma piuttosto come un sottoinsieme di (una versione estesa di) LL:
le derivazioni a complessita polinomiale saranno esattamente le derivazioni

157
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di LL che soddisfano alcuni criteri strutturali. In tal senso, questo lavoro
estende alle funzioni polinomiali I’approccio di Danos e Joinet esposto in
[8], dove si fornisce una caratterizzazione delle funzioni ricorsive elementari
in termini di un sottoinsieme delle derivazioni della logica lineare completa,
definendo cosi un sistema, con lo stesso potere espressivo di quello abbozzato
da Girard in [12], al quale noi ci riferiremo come ELL (Elementary Linear
Logic)!.

9.1.2 Il sistema LLL: le condizioni di stratificazione

Per definire correttamente LLL occorre prima aggiungere alla logica lineare
una modalita aggiuntiva, il connettivo esponenziale ‘§’ (neutral, o paragrafo):

Definizione 9.1 Il sistema LLg ¢ la logica lineare completa alla cui sintassi
¢ aggiunto il connettivo § tale che, se A ¢ una formula,

(8A)*: == §(Ah)

e con la seguente regola per il calcolo dei sequenti:

-0, A
—
- 70, §A

Il connettivo neutral non trova alcun uso significativo in LLg; esso serve
esclusivamente a recuperare il potere espressivo delle modalita esponenziali
“tradizionali” quando l'utilizzo di queste, come avviene in LLL, sia soggetto
a limitazioni.

Naturalmente, anche le derivazioni di LLg possono essere tradotte nella
sintassi alternativa delle proof-net, che ¢ esattamente la stessa di LL, ma
con 'aggiunta di una nuova scatola esponenziale, il §-boz:

Definizione 9.2 Se 7w ¢ una proof-net con conclusioni T, |I'| =m e A,
|Al =n, la rete @' ottenuta costruendo attorno a m una scatola con m porte
ausiliarie (pax) ed n porte neutral (§), é una proof-net con conclusioni 7T e
8A (figura 9.1.2). In LLg, con il termine scatola esponenziale ci riferiremo
dunqgue (a meno che non sia specificato altrimenti) sia ad un !-box che ad
un §-box.

Sempre nell’ambito delle proof-net, diamo le due seguenti definizioni preli-
minari:

'Tn questa sede abbiamo scelto di chiamare tale sistema ELL (in analogia con il no-
stro LLL) per distinguerlo dal sistema originale di Girard, che continueremo a chiamare
semplicemente ELL.
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?C1 ?2Cn Al Am
?2Cl 2Cn $A1 $AM

Figura 9.1: La struttura tipica di un §-box. Nella figura, il simbolo $ rimpiazza §.

Definizione 9.3 (Ramo esponenziale) Consideriamo un cammino orien-
tato di una proof-net i cui archi sono tutti etichettati con la stessa formula
di tipo TA. Essendo orientato, un siffatto cammino p possiede sempre una
sorgente e un target, che sono rispettivamente il nodo la cui conclusione é
il primo arco di p e il nodo la cui premessa € Uultimo arco di p. Chiamere-
mo ramo esponenziale un cammino di questo tipo tale che la premessa della
sorgente, o non c’é, oppure non ¢ etichettata con TA, e la conclusione del
target, o non c’e, oppure non & neanche questa etichettata con TA.

La sorgente di un ramo esponenziale puo dunque essere uno tra i seguenti
tre tipi di nodi: dereliction, assioma o weakening; il target puo essere un
nodo qualunque, ad eccezione ovviamente dei nodi che non hanno premesse
(assioma e weakening) e dei nodi paz, contrazione e contrazione additiva.
Osserviamo inoltre che due o piu rami esponenziali possono avere un tratto
in comune, ad esempio nel caso in cui due istanze di una formula esponenziale
vengano contratte in una sola.

Definizione 9.4 (Pax-tree) A ciascuna porta ausiliaria (pax gate) di una
scatola esponenziale di qualsiasi tipo, la cui premessa (nonché conclusione)
e 7A, viene associato un albero, detto pax-tree, la cui radice € la porta au-
siliaria stessa e le cui foglie sono i nodi che hanno introdotto la formula

TA.

I nodi di un pax-tree possono essere pazx, contrazioni o contrazioni additive,
mentre le foglie possono essere dereliction, assiomi o weakening.

Siamo ora pronti a definire formalmente il sottoinsieme di LLg che chia-
meremo LLL, e che corrispondera esattamente alle funzioni della classe
PTIME:

Definizione 9.5 (LLL) Sia II insieme delle proof-net di LLg; ’insieme
delle proof-net di LLL é il sottoinsieme di 11 costituito da tutte le proof-net
che soddisfano le sequenti condizioni:
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i. Ogni I-box ha al massimo una porta ausiliaria (paz).

ii. (condizione di stratificazione a scendere, Danos-Joinet) Ogni ra-
mo esponenziale la cui sorgente é un nodo dereliction [assioma/ attra-
versa esattamente un [zero] box esponenzialefi] (di qualsiasi tipo, sia
I-boz che §-box).

iii. (condizione di stratificazione a salire) Tra le foglie del pax tree di
ogni I-box c¢’¢ al massimo una foglia dereliction.

Nella condizione iii si parla del pax tree di un !-box perché, per la condizione
i, questo & sempre unico (puo al limite essere vuoto). Inoltre, per la ii, in
LLL i pax-tree non possono piu avere tra le foglie alcun nodo assioma.

9.1.3 Caratteristiche logiche di LLL

E’ opportuno a questo punto analizzare le caratteristiche logiche del sistema
appena definito. Come tutti i sistemi che seguono I'approccio light, LLL si
basa sull’eliminazione di due principi base della logica lineare, la dereliction
(A — A) eil digging (1A — 1 A), la cui rimozione ¢ garantita dalla condizio-
ne di stratificazione a scendere. Inoltre, sempre seguendo 1'approccio light,
LLL rifiuta la multifuntorialita dell’of course ('A® !B —o |(A® B)), rimpiaz-
zandola con la multifuntorialitd del nuovo connettivo neutral, §A ® §B —o
§(A ® B); tale caratteristica ¢ imposta dalla condizione i.

Purtroppo, la medesima condizione & responsabile di un “effetto collaterale”
che, pur essendo innocuo dal punto di vista computazionale, puo risultare
spiacevole in ambito semantico: LLL non verifica I'isomorfismo fondamen-
tale degli esponenziali, !A® !B ~ (A & B). In particolare, pur rimanendo
vero che (A & B) — !A® !B, a causa della condizione i non & piu pos-
sibile derivare il viceversa, !A® !B — (A & B). Quest’ultimo principio
e invece derivabile in LLL, dove le acrobazie sintattiche del calcolo dei se-
quenti “multi strato” sembrano essere state costruite proprio attorno ad
esso. Come accennato poc’anzi, la mancata verifica dell’isomorfismo base
degli esponenziali non costituisce tuttavia un danno computazionale, cosa
confermata dal fatto che nessuno degli altri sistemi polinomiali (ci riferiamo
a LAL e SLL) riesce a catturare tale proprieta.

La condizione di stratificazione a salire non ha invece una diretta conse-
guenza logica. Essa serve piuttosto a inibire la possibilitd di un !-box di
duplicare altri !-box, innescando cosi dinamiche esponenziali. In altre paro-
le, il principio di base di LLL, che poi & anche quello di tutti sistemi light,
e che ¢ I-box sono i soli a poter essere duplicati, ma non possono essi stessi
duplicare.
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La presenza della promozione “tradizionale” al posto della soft-promotion
preferita dai sistemi sia light che soft, e dunque la possibilita di utilizzare
in modo “temporaneo” la dereliction, permette di mantenere 'utilizzo del
weakening limitatamente alle formule esponenziali. Il principio base del wea-
kening resta quindi !A — 1, al contrario di quanto accade in logica affine,
in cui il weakening & liberalizzato (A — 1), e in LLL, in cui, accanto al
weakening tradizionale, esiste uno strano weakening additivo, che altro non
¢ che una forma temporanea di weakening liberalizzato. Anche il principio
base della contrazione (!A — !A® !A) resta invariato, a differenza di SLL,
in cui la contrazione costringe necessariamente ad aumentare la profondita
esponenziale (A —o !A® !A). LLL si presenta dunque come una “via di
mezzo” tra i vari sistemi polinomiali oggi esistenti.

9.2 Cut-elimination in LLL

9.2.1 Instabilita di LLL

Essendo un semplice sottoinsieme di LLg, LLL gode senz’altro della cut-
elimination; é sufficiente definire, in modo piuttosto ovvio, un passo di ridu-
zione per i tagli §/§. Purtroppo perd le cose non funzionano cosi facilmente:
LLL infatti non e stabile rispetto ai passi elementari di riduzione di LLg,
che sono quelli definiti in 7.2 piu il passo per il paragrafo appena discusso.
Cio significa che, se m & una proof-net di LLL e 7’ una proof-net ottenu-
ta mediante 1’applicazione di uno dei passi elementari di riduzione di LLg,
7' potrebbe non essere piu una proof-net di LLL. Per verificarlo, basta
considerare il seguente esempio:

()
o wi
e

N N

Nella proof-net ridotta c¢’¢ un ramo esponenziale che attraversa due scatole
esponenziali, in contraddizione con la condizione ii della definizione 9.5.

In realta, & possibile dimostrare che la forma normale di una proof-net di
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LLL ¢ ancora una proof-net di LLL, ma & piuttosto scomodo avere una
procedura di cut elimination che fa continuamente “uscire” e “rientrare” nel
sistema. Occorre dunque ridefinire i passi elementari di riduzione in modo
da ottenere una procedura di cut-elimination rispetto alla quale LLL sia
completamente stabile.

L’idea fondamentale & quella di eliminare il passo [pax] per inglobarlo in
un passo di riduzione “piu grande” che includa anche i passi [w], [c] e [!/7],
uno dei quali segue certamente ’applicazione di (un certo numero di) [pax],
a causa della condizione di stratificazione a scendere. La definizione di un
simile “super-passo” nell’ambito delle proof-net convenzionali & pero troppo
problematica, data la presenza di una quantita non indifferente di possibili
situazioni da dover considerare, vista anche la presenza (da questo punto di
vista scomodissima) degli additivi. La soluzione allora & quella di ricorrere
ad una certa classe di proof-net, in cui la definizione dei passi di riduzione sia
piu semplice. Tale classe € quella delle cosiddette proof-net nouvelle syntaze,
secondo la quale ’applicazione delle regole strutturali e ristretta in modo da
forzare le proof-net ad avere una determinata struttura. I principi di base
della nouvelle syntaxe sono sostanzialmente due: un weakening seguito da
una contrazione viene semplicemente eliminato, e le regole strutturali ven-
gono spinte il pitt possibile “in basso” verso le conclusioni della proof-net?.

Nel caso di quella che potremmo chiamare MELLL, cioe il solo frammento
moltiplicativo ed esponenziale di LLL, si potrebbe arrivare facilmente alla
definizione di una procedura di cut-elimination rispetto alla quale le proof-
net nouvelle syntaxe (e dunque lintero sistema) siano stabili; sfortunata-
mente, la presenza degli additivi rende le cose parecchio pilt complicate, e il
risultato di un “super-passo” di normalizzazione applicato ad una proof-net
nouvelle syntaxe potrebbe non essere piu una proof-net nouvelle syntaxe.
Per risolvere il problema, & possibile definire una procedura che converta
una proof-net tradizionale in una proof-net nouvelle syntaxe, e sottoporre le
proof-net a questa procedura prima di applicare qualsiasi passo di riduzione.
La cut-elimination di LLL sara dunque costituita da una sequenza di passi
di riduzione inframmezzati da passi di conversione per passare dalla forma
tradizionale alla nouvelle syntaxe, e viceversa. Presa una qualsiasi proof-net
7 di LLL, una tipica sequenza di riduzione comincerd dunque con diversi
passi di conversione volti a trasformarla in una proof-net 7’ nouvelle syntaxe;
a questo punto, verra applicato un passo di eliminazione del taglio, il quale
indurra una proof-net 7; non necessariamente nouvelle syntaxe. Un’ulterio-
re serie di passi di conversione porterd ad una proof-net 7 la quale, essendo

2E’ importante osservare che entrambe queste due operazioni sono semanticamente
inwvisibili. In altre parole, 'interpretazione semantica di due dimostrazioni che differiscano
solo nei termini descritti ¢ identica; si veda, ad esempio, [25].
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nouvelle syntaxe, potra essere soggetta all’applicazione di un passo di ridu-
zione che fornira una nuova proof-net 7, e cosi via. Una volta ottenuta una
proof-net cut-free, si applichera una semplice trasformazione per eliminare
gli eventuali “residui” di nouvelle syntaxe in modo da riportare il risultato
finale in forma tradizionale.

9.2.2 Dalla forma tradizionale alla nouvelle syntaxe

Quelli riportati nel seguito sono i passi elementari di conversione che ser-
viranno a trasformare una proof-net dalla forma tradizionale alla nouvelle

syntaxe:
[we]
[cc]

% e

\F’?
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i
!

coad
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Una precisazione importante riguardo a [ca]: in realta, di questo step esiste
una versione duale, perfettamente ammissibile, nella quale la conclusione del
nodo weakening che viene introdotto, invece di essere premessa della contra-
zione additiva “a sinistra”, ¢ premessa di quella “a destra” (e naturalmente
la conclusione “piu a destra di tutte”, la quale gia esisteva prima della tra-
sformazione e che ¢ ora premessa della contrazione additiva a destra, diventa
premessa di quella a sinistra). In effetti non ¢’¢ modo di distinguere, a livello
locale, le due premesse della contrazione che viene ridotta da [ca]; questo
comporta che quando si applica tale step si sceglie, senza poterlo sapere, una
delle sue due possibili versioni. Fortunatamente, cid non causa problemi ai
fini della cut-elimination.

Nel seguito, scriveremo m ~~ n’ se la proof-net m si converte in 7’ dopo
I’applicazione del passo elementare di conversione €, oppure scriveremo sem-
plicemente m ~ 7’ se 7 si converte in 7' dopo ’applicazione di un numero
arbitrario (ma finito) di passi di conversione.

Definizione 9.6 (Proof-net nouvelle syntaxe) Una proof-net v di LLg
appartiene alla nouvelle syntaxe se e soltanto se é normale rispetto ai passi
di conversione definiti sopra, cioé se nessuno di tali passi é applicabile o v.

Osserviamo che una proof-net nouvelle syntaxe non € propriamente una
proof-net nella definizione tradizionale; la differenza, I’'unica che c’e in effetti,
sta nella presenza di contrazioni n-arie, assenti nella forma tradizionale3. In

3Naturalmente, le “proof-net” con contrazioni n-arie, ottenute mediante ’applicazione
degli step descritti a partire da proof-net tradizionali, restano sempre sequenzializzabili
nel calcolo dei sequenti in cui la regola della contrazione venga sostituita con una versione
anch’essa n-aria.
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tal senso, basta definire un semplice passo di “riconversione”, che associ ad
una proof-net nouvelle syntaxe un’unica proof-net tradizionale:

[ec 1

L’applicazione ripetuta di [cc '] consente chiaramente di ripristinare la “tra-
dizionalita” di una proof-net nouvelle syntaxe, e il risultato di tale applica-
zione ¢ ovviamente unico.

E’ senz’altro possibile che due proof-net diverse 7’ e 7" si riducano alla
stessa proof-net nouvelle syntaxe; potremmo dunque definire una relazio-
ne ~, sulle proof-net di LLjg tale che n’ =, " se e solo se n’ e 7" hanno
la stessa immagine in nouvelle syntaxe, modulo la riconversione mediante
[cc™!]. Non & difficile verificare che ~, & una relazione d’equivalenza, e dun-
que le proof-net nouvelle syntaxe non sono altro che i rappresentanti delle
classi d’equivalenza dell'insieme delle proof-net di LLg quozientato rispetto
a =,. Quest’operazione di quozientatura non € certo una novita; le stesse
proof-net tradizionali sono in verita rappresentanti di classi d’equivalenza di
derivazioni del calcolo dei sequenti.

Forniremo ora una procedura specifica per "applicazione dei passi appena,
descritti, e dimostreremo poi alcune proprietd importanti su di essa:

Definizione 9.7 (Procedura di conversione standard) La procedura di
conversione standard consiste nell’applicare ad una proof-net m di LLg 1
passi di conversione descritti sopra, nel modo seguente (per “profondita”
s’intendera qui la profondita di qualsiasi tipo, sia additiva che esponenziale):

e Si inizia a profondita massima, che supponiamo essere m, alla quale
si applicano tutti i possibili step di tipo [wc], [we], [wa] e [ca], con la
sequente strategia: lo step [wc] ha la priorita su tutti gli altri; se ce n’é
uno, sara sempre lui ad essere esequito. Infine, si esequono gli step
[ce] rimasti a profondita massima. Questo sard il “primo passo” della
procedura.
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e Si ricomincia, nel medesimo modo, a profondita m — 1; questo sard
ovviamente il “secondo passo” della procedura. Prosequendo in mo-
do analogo, si arriwvera oll’m + l-esimo passo, che si occupera della
profondita 0, alla quale non si possono che applicare step [wc.

e Alla fine si eseqguono, in qualsiasi ordine, tutti gli step [cc].

Proposizione 9.1 (Stabilita di LLL sotto la conversione standard)
Se m & una proof-net di LLL, Uapplicazione della procedura di conversione
standard a m produce una proof-net 7' che, modulo [cc™'], ¢ ancora in LLL.

Dimostrazione. Iniziamo dalle due condizioni di stratificazione. Per quan-
to riguarda quella a scendere, nessun passo di conversione & in grado di crea-
re rami esponenziali il cui nodo sorgente ¢ un nodo assioma o dereliction;
inoltre, il numero di scatole esponenziali attraversate da un qualsiasi ramo
esponenziale con sorgente assioma o dereliction resta invariato sotto la con-
versione. Di conseguenza, nella proof-net risultante dalla conversione i soli
rami esponenziali che violano la condizione ii sono quelli che gia esisteva-
no inizialmente. Riguardo invece alla condizione di stratificazione a salire,
sebbene tutti gli step siano in grado di modificare la struttura di un pax
tree, nessuno di questi &€ grado di cambiare il tipo delle foglie; I'unico ad
aggiungere un’eventuale foglia & [ca], ma si tratta di una foglia weakening,
dunque “innocua” dal punto di vista della condizione iii.

Resta allora da dimostrare che venga preservata la prima condizione, cioe
che il numero di porte ausiliarie di ciascun !-box rimanga minore o uguale a
uno. In effetti, un aumento di tale numero sarebbe possibile nel caso dello
step [ce], il quale produce due pax a partire da una; dobbiamo dunque con-
centrarci su questo tipo di step.

Supponiamo che la profonditd massima (nel senso che abbiamo adottato
per la procedura di conversione, cio¢ profondita “cumulativa”, sia additiva
che moltiplicativa) di 7 sia m; la conversione standard viene effettuata in
m passi (pit un round preliminare all’inizio), i quali operano sempre a pro-
fondita ¢ e 1 — 1, senza toccare le altre profondita; inoltre, gli step eseguiti
a profondita 7 — 1 sono solo di tipo [wc], e non ci riguardano in questo mo-
mento. Basterd dunque dimostrare che ogni passo operante a profondita ¢
preserva la proprieta per i !-box che racchiudono tale profondita, e il risul-
tato globale sara evidentemente ottenibile in modo induttivo.

Il passo generico della procedura di conversione standard adotta una po-
litica molto particolare per gli step a cui siamo interessati, vale a dire i [ce]:
questi vengono eseguiti solo dopo ’esecuzione di tutti gli altri. Mostreremo
allora che, a causa delle condizioni di stratificazione (le quali sono preservate
dall’applicazione di un qualsiasi passo di conversione), i passi [ce] saranno
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applicati esclusivamente a contrazioni che si trovano sopra la porta ausiliaria
di un §-box, e dunque il numero di nodi pax di ciascun !-box restera costante.

Supponiamo allora per assurdo che ci si trovi di fronte ad una situazione
in cui ¢ possibile applicare un [ce] ad una contrazione in un !-box; entrambe
le premesse della contrazione in questione sono diverse da assiomi (condi-
zione di stratificazione a scendere) e da weakening, altrimenti si potrebbe
ancora applicare un passo [wc]. Non possono neanche essere entrambe dere-
liction, altrimenti non sarebbe soddisfatta la condizione di stratificazione a
salire. Supponiamo allora che solo una delle due sia una dereliction; ’altra
puo essere o una pax, o una coad. Nel primo caso, se sopra la pax ci fosse
un weakening, questo sarebbe stato “tirato git” dalla procedura al passo
precedente mediante uno step [we|, e sarebbe poi stato eliminato da uno
step [wc] alla profondita corrente. Se, al contrario, sopra la pax ci fosse una
dereliction, non sarebbe soddisfatta nessuna delle due condizioni di stratifi-
cazione. Non possiamo dunque avere una pax. Il caso della coad & analogo:
sopra non possono esserci né weakening, né contrazioni, perché sarebbero
stati ridotti, e non puo esserci un assioma o una dereliction perché sarebbe
violata una delle due condizioni di stratificazione. Per quanto riguarda la
pax, vale il discorso gia fatto sopra. Un simile argomento si puo applicare al
caso in cui entrambe le premesse della contrazione non siano dereliction, e
dunque 'ipotesi che la proof-net sia originariamente in LLL garantisce che
nessuno step [ce] possa essere applicato ad un !-box a qualsiasi profondita.
O

Proposizione 9.2 [l paz-tree di ogni porta ausiliaria di ogni scatola espo-
nenziale (di qualsiasi tipo) di una proof-net nouvelle syntaze di LLL ha
sempre la sequente forma: la radice é un nodo pax, le foglie sono dei nodi
7D e W, e ¢ nodi intermedi sono solo coad.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che ci sia un nodo pax nell’albero
(esclusa ovviamente la radice). Il pax-tree di tale porta ausiliaria, che & un
sotto albero del nostro pax-tree, pud avere solo foglie weakening, altrimenti
esisterebbe un cammino esponenziale che attraverserebbe due porte ausilia-
rie, contravvenendo alla condizione di stratificazione a scendere (la quale
vale per i box esponenziali di qualsiasi tipo). Ma se esistesse un sottoalbe-
ro che ha solo foglie weakening, certamente sarebbe possibile applicare uno
step [we], [wa], o [wc] e dunque la proof-net non sarebbe nouvelle syntaxe
contro l'ipotesi.

Supponiamo ora che ci sia un nodo contrazione nel pax-tree. Poiché questo
fa parte di un pax-tree, la sua conclusione non puo essere che premessa di
uno dei seguenti nodi: una pax, una coad o un’altra contrazione. In tutti e
tre i casi, si potrebbe applicare uno step di conversione, rispettivamente [ce],
[ca] e [cc], e dunque la proof-net non sarebbe nouvelle syntaxe, conducendo
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ad un assurdo. O

La proposizione 9.2 sara fondamentale ai fini della definizione dei passi di
cut-elimination, mentre la proposizione 9.1 garantisce che la conversione non
fa “uscire” da LLL.

Poiche la procedura di conversione verra applicata prima di ogni passo di
eliminazione del taglio, € necessario che questa termini sempre, altrimenti
non sarebbe possibile applicare il passo di riduzione in questione. Il seguente
teorema garantisce che tutte le applicazioni della procedura di conversione
standard terminano in un numero finito di passi:

Teorema 9.1 (Normalizzazione (debole) della conversione) Sia 7 una
proof-net di LLg. L’applicazione della procedura di conversione standard a
m termina in un numero finito di passi.

Dimostrazione. La procedura di conversione standard opera a profondita
via via decrescente, e non viene eseguito alcuno step elementare di con-
versione a profondita ¢ — 1 se prima non sono stati esauriti tutti quelli a
profondita i. Poiché la conversione non modifica la profondita della proof-
net a cui viene applicata, e poiché questa non puo avere profondita infinita,
basta dimostrare che il generico passo della conversione standard termina
sempre.

Supponiamo dunque di cominciare ad operare a profondita ¢. Definiamo
la coppia x;(m) = (¢, w), dove c & il numero di nodi contrazione a profondita
i e w il numero di nodi weakening sempre a profondita . Sulle coppie (¢, w)
¢ definita la relazione d’ordine (lessicografico)

(c,w) < (,w') sse ¢ < ¢ oppure c=c e w < w'

Il minimo dell’ordine &, chiaramente, la coppia (0,0). Ragioniamo allora per
induzione su x;():

e Se x;(m) = (0,0), non c’¢ bisogno di applicare il passo a profondita i,
e la procedura termina in 0 step.

e Supponiamo che la procedura termini per tutti i valori strettamente
inferiori a x;(m), cioé per ogni coppia p tale che p < x;(7w) = (¢, w).
Chiamiamo 7’ la proof-net risultante dall’applicazione di un qualsiasi
step elementare di conversione. Abbiamo le seguenti possibilita:

[we] xi(n') = (¢ — 1w —1)
[we] xi(7') = (c,w — 1)
wa] xi(7') = (c,w —2)
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[ce] xi(n") = {c— 1, w)
[ca]l xi(n") ={c—1,w+1)

In tutti i casi, x;(7') < xi(w), e dunque la procedura termina per
ipotesi d’induzione.

g

Se osserviamo la procedura di conversione standard, troviamo che 'applica-
zione degli step [we], [wa] e [ca] ad una data profondita ¢ lasciata libera; cio
significa che, in presenza di due possibili conversioni elementari da poter ap-
plicare, la procedura standard accetta qualsiasi ordine di applicazione. Cio
potrebbe portare, a priori, alla generazione di piu forme normali al termine
del processo, cosa disastrosa nell’ottica della cut elimination, perché pro-
durrebbe sequenze di riduzione non confluenti. In realta, la forma nouvelle
syntaxe di una proof-net sotto la conversione standard e “quasi” unica. C’e
infatti un problema fondamentale, che riguarda lo step [ca]: come abbiamo
gia osservato, di questo step in realta esistono due versioni e, cosa piu grave,
non si ha alcun modo di distinguere quale delle due si stia applicando, nel
senso che le proof-net, per come sono definite, non forniscono informazioni
sufficienti a caratterizzare in qualche modo le due diverse applicazioni di
[ca]. E’ pero evidente che, a priori, ciascuna delle due genera un risultato
completamente diverso dall’altra. Di conseguenza, non c’e speranza di otte-
nere una piena confluenza della conversione.

Questa & in realtd un’istanza microscopica di un problema piu generale,
che & quello della rappresentazione degli additivi nell’ambito delle proof-net.
Si da il caso infatti che gli additivi siano, a ben guardare, i responsabili di
praticamente tutte le anomalie piu fastidiose della teoria delle proof-net, a
cominciare dalla non confluenza nel caso generale (si veda ad esempio [25]).
La soluzione al problema dello step [ca] € dunque lontana dal poter essere
trovata nell’ambito delle proof-net cosi come le abbiamo definite; piu ve-
rosimilmente, occorrera trovare una sintassi piu raffinata, nell’ambito della
quale o le due versioni di [ca| in effetti collassino in una sola, oppure tra le
due versioni sia possibile identificarne una “canonica”.

Fortunatamente, & possibile verificare che l'interpretazione semantica del-
le due proof-net derivanti dalle due possibili applicazioni di [ca] ¢ identica;
di conseguenza, dal punto di vista della cut-elimination (che ¢ il nostro uni-
co interesse in questa sede), la non confluenza & assolutamente innocua. In
sostanza, tutte le possibili versioni nouvelle syntaxe di una proof-net inte-
ragiranno con un’altra proof-net esattamente nello stesso modo o, detto in
altri termini, la cut-elimination additive-lazy resta confluente nonostante la
presenza di piu possibilita intermedie.
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Possiamo allora definire la procedura di conversione standard additive-lazy,
la quale semplicemente non esegue i passi [ca]. In tal caso, & possibile dimo-
strare la validita della proprieta di Church-Rosser, servendoci del seguente
lemma;

Lemma 9.1 L’applicazione della procedura additive-lazy a profondita i alla
generica proof-net m genera un’unica proof-net w'.

Dimostrazione. Iniziamo con l'osservare che gli step [cc| vengono applica-
ti solo al termine di tutta la procedura, quindi in questo momento non ci
riguardano. Inoltre, I’applicazione della conversione standard a profondita ¢
esegue gli step [ce] solo dopo aver applicato tutti gli altri; poiché gli step [ce]
non possono interferire 'uno con l’altro, basta mostrare che 'applicazione
degli altri step & confluente. Per quanto riguarda [we] e [wa], questi agiscono
entrambe su “isole” sconnesse dal resto della scatola all’interno della quale
vengono applicati (i nodi weakening infatti non hanno premesse), e dunque
sono permutabili con qualsiasi altro step. Restano gli step [wc]. La conver-
sione di due step di tale tipo che interferiscono I'uno con I'altro (una coppia
weakening/contrazione ¢ “premessa” di un’altra coppia) ¢ chiaramente con-
fluente. Per il resto, [wc] ha sempre la precedenza sugli altri step, e dunque
qualsiasi conflitto si risolve automaticamente mediante I'ordine imposto dal-
la strategia. [J

Possiamo ora facilmente dimostrare la confluenza a livello globale:

Teorema 9.2 (Confluenza (ristretta) per la conversione standard)
Se m ¢ una proof-net di LLg, allora l'applicazione della procedura di con-
versione standard additive-lazy a © produce un’unica proof-net v “quasi”
nouvelle syntaze.

Dimostrazione. Basta iterare il lemma 9.1 per ottenere la confluenza fino
al momento in cui la procedura termina l'ultimo passo a profondita zero; a
questo punto, 'applicazione degli step [cc] & chiaramente confluente, dunque
Iintera conversione standard soddisfa la proprieta di Church-Rosser. In ge-
nerale, la proof-net ottenuta e chiaramente “quasi” nouvelle syntaxe poiché
non ¢ stato applicato alcuno step [ca], dei quali invece avrebbe potuto esserci
bisogno per arrivare alla forma propriamente nouvelle syntaxe. [

Dimostrata la confluenza ristretta al caso della versione additive-lazy del-
la conversione standard, possiamo parlare nel caso generale di proprieta di
Church-Rosser modulo le differenti applicazioni dello step [ca).

Riguardo alla normalizzazione della procedura di conversione standard vale
anche un risultato piu forte, che sard di fondamentale importanza ai fini
della PTIME-correttezza di LLL:
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Teorema 9.3 (Normalizzazione polinomiale per la conversione standard)
L’applicazione della procedura di conversione standard ad una proof-net w

di LLg termina in un numero di passi lineare nella dimensione di 7; vale

a dire, se n € il numero di nodi di 7, la procedura fornisce una proof-net
nouvelle syntaze in O(n) step.

Dimostrazione. Riprendiamo la funzione y; della dimostrazione di 9.1,
per la quale e, per definizione,

xi(m) = (¢, w)

dove c e w sono rispettivamente il numero di nodi contrazione e weakening
a profondita ¢ in 7. In base a tale funzione, definiamo un indice ¢ tale che,
se xi(m) = (¢;, w;) e m & la profondita massima di ,

m
() = Z 2¢; + w;
i=0

Non ¢ difficile verificare che ¢ decresce ad ogni applicazione di qualsiasi step
elementare di conversione (senza considerare per il momento lo step [cc]).
Come nella dimostrazione di 9.1, chiamiamo 7’ la proof-net risultante da m
dopo l'applicazione di un generico step elementare di conversione, il quale
viene eseguito a profonditd j arbitraria, e con ¢; e w; indichiamo il numero
di contrazioni e weakening presenti a profondita ¢ prima dell’applicazione
dello step:

we] o(n’) =2(c; —1) +wj — 1 +chi +w; = (m) — 3

i£]

m
(we] (7)) =2¢j +wj — 1 +Z2Ci +w; =u(m) =1

i=0
i#£]

m
wa] o(n') =2¢; +w; —2+ ZZci +w; = () — 2
=0

i£]

[ce] u(n") =2(c; — 1) +wj + Z 2¢; +w; = u(m) — 2

i£]
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m
[ca] u(n')=2(c; — 1) +wj+ 1+ 2 +w; =u(r) — 1
7

Poiche dunque ad ogni step ¢ diminuisce, e ¢ non puo certo essere minore
di zero, il valore iniziale ¢(7) limita superiormente il numero totale di step
che la procedura di conversione standard dovra eseguire; poiché il numero
di contrazioni e weakening presenti a qualsiasi profondita & (brutalmente)
maggiorato dal numero di nodi di 7, se quest’ultimo & n abbiamo

o(m) < i 3n=3(m+1L)n
1=0

Bisogna poi aggiungere gli step [cc], i quali non possono anch’essi essere piu
di n. Il numero di step & allora limitato da (3m + 4)n; poiche la profondita
& costante nell’intero processo, abbiamo che la procedura di conversione
standard termina in O(n) step, ed & dunque lineare nella dimensione della
proof-net. [

9.2.3 1 passi elementari di riduzione

Siamo finalmente in grado di definire i passi elementari di riduzione per la
cut-elimination di LLL. Anzitutto, imporremo che questi agiscano solo ed
esclusivamente su proof-net nouvelle syntaze; queste, come abbiamo visto,
sono in pratica proof-net “semplificate”, in cui 'unica differenza a livello di
nodi & che le contrazioni possono essere n-arie. La cut-elimination per LLL
funzionera dunque cosi: prima di eseguire un qualsiasi step elementare di
riduzione, si applichera la procedura di conversione standard descritta nella
sezione precedente; una volta arrivati ad una proof-net cut-free, si eseguiran-
no tutti i passi [cc '] possibili per “riconvertirla” alla forma tradizionale. In
questo modo, il processo di cut-elimination & ancora una funzione che man-
da proof-net in proof-net, nella definizione solita del termine.

Poiché il punto centrale di LLL sard la complessitd computazionale della
sua procedura di cut-elimination, la quale dovra risultare polinomiale, & di
fondamentale importanza il teorema 9.3; in base ad esso, sappiamo che I'ap-
plicazione della conversione standard prima di ogni step di cut-elimination
non altera la complessita della riduzione, giacché questa aggiunge solamen-
te una componente lineare. Cio significa che, ad esempio, se per eliminare
tutti i tagli da una proof-net di dimensione s ci vogliono O(p(s)) passi ele-
mentari di riduzione, e nel corso della riduzione la proof-net non supera la
dimensione O(g(s)) (dove p e g sono polinomi), in considerazione del fatto
che ogni passo porta con sé un’applicazione della conversione standard, la
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complessita totale non potra essere piu di O(p(s) - q(s)), che & ancora poli-
nomiale. Di conseguenza, ai fini della complessita computazionale potremo
ignorare completamente la conversione, e ragionare esclusivamente sui passi
elementari di riduzione che definiremo fra breve.

Nel seguito dunque considereremo sottintesa ’applicazione della procedu-
ra di conversione standard prima dell’applicazione di uno step elementare
di riduzione; questi ultimi quindi saranno definiti solo ed esclusivamente per
le proof-net nouvelle syntaxe. Ad esempio, nel dire che 7 si riduce a 7’ me-
diante l'applicazione dello step [s] (cosa che denoteremo, commettendo un

. [s] . . N .
abuso, semplicemente con m —> '), intenderemo in realta che sussiste la re-

lazione 7 ~~ v i V' =, 7', dove v ¢ la forma nouvelle syntaxe di 7 ottenuta,
mediante la conversione standard, e 7’ ¢ uguale a v’ modulo la riconversione
mediante [cc™!]. Allo stesso modo, quando scriveremo m — 7', intendendo
che la proof-net 7 si riduce a 7’ dopo 'applicazione di un numero arbitrario
(finito) di step elementari di riduzione, in realtd sottintenderemo che esi-
ste n € N, n proof-net nouvelle syntaxe vy, ...,v,, n proof-net vi,..., v},
(non necessariamente nouvelle syntaxe) ed n step elementari di riduzione
[s1],-..,[sn] tali che

[s1 [s2 [Sn—1] [s
WWV14V{WV24VQW... = V’_IWVnAV;L%V’]T,

n

Divideremo gli step elementari di riduzione in tre categorie, secondo la no-
menclatura introdotta da Asperti e Roversi per ILAL:

» Step lineari

Gli step lineari riguardano i seguenti tagli (che saranno anch’essi detti “li-
neari”): ax, ¥ /@, & /@, V/3 e!/?W. La riscrittura indotta dalla riduzione
di tali tagli € identica a quella descritta in 7.2; per comodita, riportiamo
qui di seguito gli step, che indicheremo rispettivamente con [ax], [¥ /®],

[& /@], [ & /@], [V/T] e [w:
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Occorre precisare che, per definizione, sono considerati tagli di tipo ax (ai
quali dunque di applica lo step [ax]) tutti i tagli che coinvolgano un assioma,
indipendentemente da quale sia ’altro nodo coinvolto nel cut.

» Step polinomiale

Lo step polinomiale riguarda il taglio (che sara anch’esso detto “polinomia-
le”) 1/7C" n > 2. Anch’esso ¢ praticamente identico al suo corrispondente in
LL, con la piccola differenza che la contrazione non duplica ma, in generale,
n-uplica una scatola. Lo step sara identificato con [c]:
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La porta ausiliaria del !-box duplicato dalla contrazione potrebbe anche non
esserci, e a quel punto non si deve aggiungere alcuna contrazione.

» Step shifting

Gli step shifting riguardano i seguenti tagli (che saranno anch’essi detti
“shifting”): !/pax e §/§. Il primo & il tradizionale taglio commutativo espo-
nenziale, in cui pero il nodo pax coinvolto pud appartenere sia ad un !-box
che ad un §-box; il secondo invece ¢ uno step del tutto nuovo, che non ha
controparte in LL semplicemente perché li non esiste il connettivo §.

Cominciamo con il cut !/pax; quando ci si trova di fronte a questo tipo
di taglio, in LLL occorre esaminare il paz-tree della porta ausiliaria coinvol-
ta. Infatti, la riduzione del cut !/pax ¢é definita esclusivamente se il paz-tree
i questione non contiene nodi coad. In base alla proposizione 9.2, sappia-
mo che i pax-tree delle proof-net nouvelle syntaxe non possono contenere
né pax, né contrazioni; se eliminiamo anche il caso in cui questi contengano
coad, 'unica possibilita rimasta & che il pax-tree sia filiforme, cioé che esso
sia costituito semplicemente da un nodo dereliction (la foglia) e un nodo
pax (la radice). Il passo elementare di riduzione per questo taglio & allora il
seguente, che chiameremo [paxd]:

[paxd] cut

Nella figura, 00 € {pax,§} e o € {!,8}.

L’altro taglio shifting si riduce invece in modo evidente, mediante lo step
che indicheremo con [§]:
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Nella figura, il simbolo $ rimpiazza il simbolo §.

Con questo abbiamo concluso ’esposizione dei passi elementari di riduzione
per LLL; si puo ora dimostrare facilmente il seguente teorema:

Teorema 9.4 (Stabilita di LLL sotto cut-elimination) LLL ¢ stabile
rispetto ai passi elementari di riduzione descritti sopra.

Dimostrazione. Le condizioni della definizione 9.5 sono evidentemente
preservate dagli step lineari e dallo step polinomiale. Restano da verificare
i due step shifting.

Per [paxd], se entrambe le scatole coinvolte erano !-box, il !-box risultan-
te ha al massimo una porta ausiliaria, a seconda se ’aveva o meno il box
di sinistra; nel caso in cui la scatola di destra sia un §-box, possono esser-
ci tante porte ausiliarie quante si desidera, e dunque in entrambi i casi la
condizione i & preservata. Anche la condizione di stratificazione a scendere
(ii) non viene alterata, giacché si cancellano sia la dereliction che la pax ad
essa associata, e tutto il resto rimane immutato. Per quanto riguarda la
condizione di stratificazione a salire (iii), anche qui 'unico caso interessante
¢ quello in cui entrambe le scatole siano !-box. Come gid osservato prima,
la porta ausiliaria del -box risultante & la stessa del box a sinistra; dunque
il suo pax-tree sara valido se lo era quello di partenza.

Passiamo allora allo step [§]; poiché qui sono coinvolti solo §-box, resta da
verificare solo la condizione di stratificazione a scendere, la quale e senz’altro
soddisfatta perché le porte ausiliare non vengono alterate dallo step. [J

Per descrivere la dinamica del processo di cut-elimination, saranno utili nel
seguito le nozioni di antenato e residuo di un dato nodo:

Definizione 9.8 (Nodo antenato e nodo residuo) Sia 7 B2 Cia-

scun nodo ax o nodo logico n di @' proviene da un’unica occorrenza dello

“stesso” modo ax o nodo logico n di w. Chiameremo 7 Pantenato del nodo

n di 7. Reciprocamente, definiremo l’insieme dei residui del nodo logico

[nodo ax] n di ™ come Uinsieme di tutte le occorrenze n' di nodi logici [nodi
—

ax/ di 7' tali che n'=n.
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Allo stesso modo, ogni occorrenza ¢ di un nodo cut di @' proviene da un’u-
nica occorrenza ¢ di un nodo cut di m le cui premesse sono etichettate dalle
stesse formule (a meno di sostituzioni nel caso in cui [s] = [V/3]), salvo
il caso in cui ¢ sia stato creato da uno step lineare. In quest’ultimo caso,
diremo che ¢ non ha antenati, e che il nodo cut ridotto da [s] non ha residui.
In questa sede non ci interesseranno i concetti (pur definibili) di antenato e
residuo di un nodo TW o di una scatola esponenziale o additiva.

E’ importante sottolineare che, durante il processo di cut-elimination, la pro-
fondita di tutti i nodi che non siano cut resta costante. Possiamo enunciare
questa proprieta in termini formali:

Proposizione 9.3 Se 7 é una proof-net di LLL, e« ﬂ> 7, allora la pro-
fondita di ogni nodo n di ' ¢ uguale a quella del suo antenato, e puo essere
superiore solo se n ¢ il residuo del cut ridotto da [s], con [s] € {[paxd], [§]}.

Dimostrazione. Ovvia dall’analisi della presentazione grafica dei vari step
di cut-elimination. [J

La proposizione 9.3 sard fondamentale nella dimostrazione della PTIME-
correttezza di LLL.

Un’ultima osservazione riguardo alla cut-elimination. Come gia fatto per
LL, non é stato definito alcuno step di riduzione per i tagli commutativi
additivi; inoltre, come gia precisato nella definizione dello step [paxd], non
viene nemmeno eseguita la riduzione di un taglio commutativo esponenzia-
le se nel pax-tree della porta ausiliaria coinvolta ci sono scatole additive.
Conviene allora dare la seguente definizione:

Definizione 9.9 (Proof-net lazy-cut-free) Una proof-net m di LLg ¢ det-
ta lazy-cut-free se gli unici nodi cut in essa contenuti hanno almeno una
premessa che é conclusione o di un nodo coad, oppure di un nodo pax il cui
paz-tree contiene nodi coad. I tagli di quest’ultimo tipo saranno detti tagli
commutativi additivi estesi.

La cut-elimination di LLL porta dunque, in generale, a proof-net lazy-cut-
free. Tuttavia, in base ai risultati gia discussi in 7.2, ¢id non crea problemi
dal punto di vista della normalizzazione dei tipi “comuni”, in cui invece
I'eliminazione del taglio di LLL arriva a proof-net propriamente cut-free.
Inoltre, 'assenza di riduzioni commutative additive garantisce la confluenza
del sistema, sempre in base a quanto detto nel medesimo frangente.
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9.3 PTIME-correttezza

9.3.1 La strategia standard

In questa sezione ci occupiamo di dimostrare che I'insieme delle funzioni
programmabili in LLL & contenuto in PTIME, vale a dire che tutti i pro-
grammi di LLL sono eseguibili in tempo polinomiale in una qualche misura,
(che preciseremo) del loro input. Poiché 'esecuzione dei programmi corri-
sponde all’eliminazione dei tagli dalle derivazioni che li rappresentano, per
dimostrare il risultato sara sufficiente esibire una strategia di cut-elimination
che termini sempre in un numero di passi limitato da un qualche polinomio.

Forniamo anzitutto alcune definizioni preliminari:

Definizione 9.10 La profondita esponenziale o, pit semplicemente, la pro-
fondita di un nodo di una proof-net & il numero di scatole esponenziali di
qualsiasi tipo (1-box o §-box) che racchiudono il nodo stesso. Inodi!, § e pax
sono considerati come se fossero al di fuori della scatola che introducono.

Definizione 9.11 La profondita di una proof-net w, che denoteremo con
() € la massima tra le profondita dei nodi che la compongono.

Definizione 9.12 Per livello di una proof-net w intenderemo d’ora in avan-
ti insieme dei nodi di w che si trovano ad una certa profondita. La dimen-
sione, o size, del livello a profondita i di m, che denoteremo con #;(m), é il
numero di nodi la cui profondita éi. La dimensione §(w) dell’intera proof-net
sara semplicemente la somma delle dimensioni di tutti + livelli:

Definizione 9.13 (Passo standard a profondita i) Un passo standard
a profondita 7 ¢ una sequenza di step elementari di riduzione esequiti tutti
a profondita i, nel sequente ordine:

Prima fase: Si esequono, in qualsiasi ordine, tutti gli step lineari possibili
a profondita 1.

Seconda fase: Si eseguono, in qualsiasi ordine, tutti gli step polinomiali
possibili o profondita ¢ e gli eventuali step lineari che possono emergere
nel corso di tale riduzione sempre a profondita i (dimostreremo nel
sequito che si potra trattare solo di un certo tipo di step [ax]).

Terza fase: Si esequono, in qualsiasi ordine, tutti gli step shifting a pro-
fondita 7.
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D’ora in avanti, il termine “passo” sara utilizzato esclusivamente in riferi-
mento ai passi standard; per riferirci ai passi elementari di riduzione utiliz-
zeremo invece il termine “step”.

La proposizione 9.3 ci assicura che, durante ’applicazione del passo stan-
dard a profondita 7, la “struttura” a livelli della proof-net resta praticamente
inalterata. L’unico caso in cui ci puo essere una variazione & quello in cui
venga eseguito uno step [w], il quale ¢ in grado, a priori, di cancellare interi
livelli di una proof-net.

La strategia di normalizzazione che utilizzeremo nel seguito, che chiameremo
strategia standard, sara definita come segue:

Definizione 9.14 (Strategia standard) Data una proof-net = di LLL,
Uapplicazione della strategia standard a 7 prevede [’esecuzione dei passi
standard a profondita crescente, a partire dalla profondita 0.

In sostanza, la nostra strategia applica il passo standard a profondita 0, poi
a profondita 1, e cosi via fino ad arrivare a profonditd massima. Osserviamo
anzitutto che questa strategia ¢ ben definita: in base alla proposizione 9.3,
tutti gli step elementari di riduzione non modificano la “struttura” a livelli
della proof-net, e dunque ha sempre senso applicare un passo ad una data
profondita. L’unico caso particolare & quello di [w], grazie al quale interi
livelli della proof-net possono essere cancellati; tuttavia, il livello al quale
si sta operando in un dato istante (supponiamo sia %) non pud mai sparire,
e una volta terminato il passo standard a profondita ¢ ci si trovera sempre
in una delle seguenti condizioni: o esiste il livello ¢ + 1 al quale applicare il
passo successivo, oppure non esistono ulteriori livelli. Se ogni passo termi-
na, per l'osservazione fatta riguardo alla preservazione della profondita della
proof-net, allora l'intera procedura termina.

Per chiarezza, € opportuno fornire la struttura approssimativa del seguito
della sezione, nella quale dimostreremo in dettaglio la PTIME-correttezza
di LLL:

B Anzitutto, dedicheremo il resto del paragrafo alla verifica del fatto
che la strategia standard sia ben definita, cioe che effettivamente sia
possibile eliminare i tagli nel modo in cui li esegue il passo standard.

B In seguito, nel paragrafo 9.3.2, introdurremo la nozione di foresta con-
trattiva, la quale servira a descrivere in modo estremamente sintetico
la dinamica di cut-elimination indotta dagli step polinomiali, che sono
la chiave della complessita di LLL.

B Nel paragrafo 9.3.3 studieremo la dinamica delle foreste contrattive
dal punto di vista della, complessita, e sfrutteremo i risultati trovati
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per fornire un bound temporale all’esecuzione del generico passo del-
la strategia standard a profondita ¢. Il bound legherad la dimensione
iniziale del livello ¢ al numero di step elementari di riduzione da ese-
guire per far diventare tale livello lazy-cut-free. Una volta trovato il
bound temporale per ’esecuzione di ciascun passo, potremmo calco-
lare la complessita dell’intera strategia standard come somma delle
complessita dei vari passi applicati ai vari livelli; tuttavia, un calcolo
del genere & troppo naif, poiché non prende in considerazione il fatto
che il passo a profondita ¢ fa in generale aumentare la dimensione del
livello 7 4+ 1. Poiché il bound del passo successivo dipendera proprio
da tale dimensione, ¢ evidentemente sbagliato non tenerne conto. Il
resto del paragrafo sara dunque dedicato all’analisi di un upper bound
all’incremento della size sotto i passi della strategia standard, ricavato
sempre utilizzando le foreste contrattive.

B Infine, nel paragrafo 9.3.4 metteremo assieme tutti i risultati trova-
ti e calcoleremo finalmente la complessita della strategia standard,
mostrando che essa € polinomiale nella dimensione della proof-net di
partenza. Piu precisamente, se m € una proof-net di dimensione s e
profondita d, 'applicazione della strategia standard a 7 condurra alla
sua forma (almeno) lazy-cut-free in un numero di passi limitato da
pa(s), dove pg & un polinomio il cui grado dipende da d.

Iniziamo dunque con il primo punto del “programma”. Partiamo dalle
seguenti definizioni:

Definizione 9.15 (Assioma speciale) Un nodo ax di una proof-net é det-
to speciale se:

— le sue due conclusioni sono etichettate con formule del tipo TA+, 1A

— la conclusione etichettata con TA+ ¢ premessa di un nodo cut, la cui
altra premessa non € conclusione di un assioma

— la conclusione etichettata con A ¢ premessa di un nodo qualsiasi,
fuorché un nodo cut

Il nodo cut la cui premessa e conclusione di un assioma speciale sara an-
ch’esso detto “cut speciale”.

Definizione 9.16 (Proof-net contrattiva) Una proof-net n di LLL ¢ det-
ta i-contrattiva se a profondita i essa gli unici nodi cut che essa contiene
sono polinomiali, shifting, commutativi additivi (anche estesi) o speciali.

In sostanza, una proof-net i-contrattiva ¢ una proof-net che non contiene
cut lineari al livello i, fatta eccezione per i cut speciali. Una conseguenza
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diretta della definizione del passo standard a profonditd ¢ & che, dopo l'e-
secuzione della prima fase (quella in cui si eliminano tutti i tagli lineari),
ci si ritrova senz’altro con una proof-net i-contrattiva. La fase successiva &
quella di eliminare i tagli polinomiali, cioe quelli che coinvolgono contrazio-
ni. Dimostreremo ora che I’eliminazione di questi tagli puo creare solo altri
tagli polinomiali o tagli speciali:

Proposizione 9.4 Sia © una proof-net di LLL, e sia w ﬂ) 7', con [c]
esequito a profondita i. Allora, se ™ & i-contrattiva, anche 7' lo é.

Dimostrazione. Supponiamo che a profondita ¢ in 7 ci siano n+1 nodi cut,
dei quali ¢ e quello ridotto dallo step polinomiale e ¢y, ..., ¢, sono tutti gli
altri. Per ipotesi, sappiamo che c ¢ un taglio che coinvolge una contrazione,
mentre i vari ¢; sono tagli o su altre contrazioni, o su porte ausiliare, o su
contrazioni additive, oppure ancora su assiomi speciali. Ricordando che gli
unici nodi cut senza antenati sono quelli creati da uno step [¥ /®], e che
in una proof-net contrattiva come 7 tali step sono gia stati tutti eseguiti, e
sufficiente dimostrare quanto segue:

(a) se ¢’ & un residuo di ¢ in 7', questo non & un cut lineare oppure, se lo
e, si tratta di un cut speciale;

(b) se ¢, & un residuo di ¢; in 7', questo non & un cut lineare oppure, se lo
e, si tratta di un cut speciale.

Per quanto riguarda (a), sappiamo che se la contrazione ridotta era k-aria,
¢ avrd k residui, ciascuno dei quali taglierd un nodo ! e un nodo la cui
conclusione ¢ etichettata con una formula del tipo 7A. Tale nodo & neces-
sariamente uno tra i seguenti 6 tipi di nodi: ax, 7D, 7C, ?W, pax e coad.
Il caso 7D e escluso per la condizione di stratificazione a scendere; i casi
7C e 7W sono esclusi perché lo step [c] si considera applicato sulla versione
nouvelle syntaxe di 7, nella quale dunque ci sarebbe stata una configurazio-
ne eliminabile dagli step di conversione [cc] o [wc]; dei restanti 3 casi, nel
caso pax abbiamo un taglio shifting (o commutativo additivo esteso, se nel
pax-tree ci sono scatole additive), mentre nel caso coad abbiamo un taglio
commutativo additivo, che non sono dunque tagli lineari; nell’ultimo caso,
quello del nodo ax, abbiamo si in taglio lineare, ma esso ¢ speciale: ’assioma
coinvolto ha infatti una conclusione why not premessa di un cut, e 'altra
conclusione (necessariamente di tipo of course) non puo essere tagliata con
nulla, altrimenti ci sarebbe stato in 7 un taglio lineare, contro ’ipotesi che
essa sia i-contrattiva (ricordiamo che 1’assioma ha “precedenza” su tutti gli
altri nodi, nel senso che un cut che coinvolge un assioma & per definizione di
tipo ax, dunque lineare, indipendentemente da quale sia ’altro nodo coin-
volto).
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Consideriamo ora (b). Anzitutto, ogni ¢; di # ha un unico residuo ¢, in
7', poiché lo step [c] non puo duplicare nulla alla profonditd a cui viene
applicato (eccetto le porte ausiliare e principali dei box coinvolti nello step).
11 generico residuo ¢, essendo un cut, ha solo premesse, e dunque puo aver
cambiato il suo “status” solo se ¢ cambiata una delle premesse rispetto al-
lantenato c¢;. Nel corso dello step [c], I'unico nodo che subisce modifiche
in tal senso e l'eventuale nodo la cui premessa € conclusione della porta
ausiliaria della scatola coinvolta nella duplicazione. In tal caso infatti, con
la k-uplicazione delle scatole, le k porte ausiliarie vengono contratte, e la
conclusione di questa nuova contrazione k-aria diventa la premessa del nodo
che prima era legato all’unica pax esistente. Supponiamo che tale nodo sia
proprio uno dei vari ¢;. ¢; non pud essere un taglio su un assioma, altrimen-
ti tale assioma non sarebbe speciale, contraddicendo l'ipotesi che 7 fosse
contrattiva. ¢; & dunque shifting, mentre ¢, ¢ un taglio su una contrazione;
siamo cosi passati da un taglio shifting ad uno polinomiale, senza pero creare
nuovi tagli lineari. [J

La proposizione appena dimostrata garantisce che le tre “fasi” del passo
standard sono ben definite. Passiamo dunque all’analisi della complessita di
tale strategia di cut-elimination.

9.3.2 Le foreste contrattive

In questo paragrafo introdurremo una particolare struttura, che chiameremo
foresta contrattiva, in grado di catturare le dinamiche indotte in una proof-
net ¢-contrattiva dall’esecuzione di step polinomiali. Questi ultimi, coinvol-
gendo le contrazioni, sono gli unici a contribuire in modo significativo al-
I’aumento della dimensione di una proof-net nel corso della cut-elimination;
descrivere la dinamica di tali aumenti significa dunque descrivere 'intera
dinamica del processo di cut-elimination.

Nel resto della discussione lavoreremo con le seguenti convenzioni:

— Si fara praticamente sempre riferimento alla versione nouvelle synta-
ze di una proof-net i-contrattiva, ottenuta dopo I'applicazione del-
la “prima fase” del passo standard a profondita 4; si eviterd dun-
que di specificare nuovamente tutto cid ovunque non sia strettamente
necessario.

— Se non esplicitamente chiarito, la proof-net in questione non sara
necessariamente una proof-net di LLL ma sara, piu in generale, di

LL;.

Forniamo anzitutto una definizione preliminare:
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Definizione 9.17 (Cammino diretto) Sia © una proof-net. Un cammi-
no diretto di w ¢ definito induttivamente nel sequente modo:

e un cammino orientato (sequendo ['orientamento degli archi stabilito
per le proof-net) tra due nodi ny ed ny di 7 (scritto in breve ny,...,ny)
¢ un cammino diretto di w, il cui orientamento puo essere indifferen-
temente da ny a ne o viceversa (in altre parole, i cammini diretti non
sono orientati); i nodi ny ed ny sono detti estremi del cammino diretto

® siano m,...,a € a,...,n due cammini diretti di ™ aventi un estre-
mo in comune, e sia tale estremo un nodo ax o cut; allora m,...,n
(0, indifferentemente, n, ..., m), ottenuto “congiungendo” tali cammi-
ni, € un cammino diretto di w; gli estremi di tale cammino saranno
naturalmente m ed n

e nient’altro ¢ un cammino diretto

In sostanza, i cammini diretti sono cammini non orientati che consentono
di passare da un nodo di una proof-net ad un altro “passando attraverso”
assiomi e cut.

Introduciamo ora la nozione fondamentale di ordine fra !-boz:

Definizione 9.18 Siano By e By due !-bozx di una proof-net w, entrambi a
profondita i (cioé le cui porte si trovano a profondita i). Diremo che By
precede immediatamente Bs, e scriveremo

Bl <1 BQ

se e solo se esiste un cammino diretto che ha per estremi la porta principale
di By e una delle porte ausiliarie di Bs, e tale che tutti gli altri nodi del
cammino sono cut o 7C. In figura 9.3.2 sono riportate le due situazioni
possibili in cui By <1 Bs.

Sia < la chiusura riflessiva e transitiva di <1. Se By < By, diremo che By
precede Bsy; se ¢ anche By # Ba, allora scriveremo

Bl < BQ
e diremo che By precede strettamente Bs.

E’ opportuno sottolineare che, se B <11 B, allora B e B’ sono due !-box alla
stessa profondita e, se tale profondita & maggiore di zero, esse sono contenute
nella stessa scatola (che non & necessariamente un !-box).

Proposizione 9.5 Se w ¢ una proof-net di LLg, la relazione < ¢ una rela-
zione d’ordine parziale sull’insieme dei !-box a profonditd i di .
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Figura 9.2: Le due situazioni in cui B; <11 By. I cammini diretti tra porta principale
e porta ausiliaria sono rappresentati dagli archi tratteggiati. Naturalmente, la

contrazione in generale puo essere m-aria e, inoltre, se non siamo in LLL, possono
esserci piu pax in Bs, e la contrazione puo contrarre le pax di una stessa scatola.

Dimostrazione. Che la relazione sia parziale ¢ chiaro dalla definizione:
possono senz’altro esistere due scatole tra le quali & impossibile costruire un
cammino diretto.

Riflessivita e transitivitd di < sono verificate per definizione; resta da di-
mostrare I'antisimmetria della relazione. Supponiamo dunque per assurdo
I’esistenza di due scatole B', B” che contraddicano I’asimmetria, cio¢ tali che

B" < B B

Mostreremo ora che tale relazione induce un ciclo in uno dei grafi di cor-
rettezza® di . Infatti, per definizione di <, esistono j + &k -box (j,k > 1)
1o B e Bl,..., By tali che

B'<a1By<y...<uBj<u B <y Bf <i...<u By <uB”

Esiste dunque uno switching delle contrazioni a profondita ¢ in grado di ge-
nerare un grafo di correttezza in cui, per definizione di <1;, possiamo trovare
un cammino “tra scatole” (cioé un cammino in cui se si entra da una porta
ausiliaria di un !-box si puo uscire immediatamente dopo dalla sua porta
principale — o viceversa, dato che i grafi di correttezza non sono orientati)
tale che dal ! di B’ si pud arrivare ad una pax di B”, e dal nodo ! di tale
scatola si puo tornare ad una pax di B’. Poiché uno dei grafi di correttezza
conterrebbe cosi un ciclo, grazie al criterio AC si puo concludere che 7 non
sarebbe una proof-net®, e dunque questa situazione non pud mai presentarsi.

T grafi di correttezza per le proof-net nel caso generale non sono stati introdotti, ma
si possono definire (in modo non proprio banale) come estensione di quelli delle proof-net
di MLL; si veda [25].

SL’acicilicity semplice vale infatti anche per le proof-net nel caso generale. In realta,
grazie all’introduzione dei cosiddetti jump ([11], [25]), si pud estendere ACC alle proof-net
di LL.
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g

Essendo una relazione d’ordine parziale, <I induce un grafo orientato sul-
I'insieme dei !-box del livello 4 di 7, i cui nodi sono appunto le scatole stesse,
e i cui archi rappresentano 'esistenza di una relazione <; tra due scato-
le. Tale grafo puo, a priori, presentare pit di una componente connessa;
la disconnessione si ha nonappena il livello 7 di 7 sia composto da piu di
una scatola, ma pud anche verificarsi nel caso in cui, pur essendo il livello
tutto “concentrato” in una sola scatola, all’interno di essa ci sia un box non
confrontabile con nessun altro.

Andremo ora a caratterizzare in modo un po’ piu preciso le proprieta strut-
turali del grafo indotto da <. Anzitutto, la seguente proposizione garantisce
che in ciascuna componente connessa esiste sempre almeno un “nodo pozzo”,
che ¢ un elemento minimale dell’ordine:

Proposizione 9.6 (Elementi minimali) Sia 7 una proof-net. Allora

- FEsiste (almeno) un !-box Mg a profondita 0 tale che, per ogni altro
I-box By a profondita 0, By I M se e solo se By = M.

- Per ogni scatola esponenziale B (di qualsiasi tipo) a profonditd i (0 <
i < 0(m) —1), se B contiene !-boz, allora esiste (almeno) un !-box M
contenuto in B e di profondita i + 1 tale che, per ogni altro !-box B’
contenuto in B e di profondita i + 1, B' I M se e solo se B' = M.

Dimostrazione. Sia 'insieme dei !-box a profondita 0 che l'insieme dei
I-box contenuti in una scatola esponenziale e posizionati alla stessa profon-
dita sono sottoinsiemi parzialmente ordinati rispetto a <. Poiché ciascuno
di questi sottoinsiemi ¢ finito (essendo finito I'insieme di tutti i -box di ),
I’esistenza di elementi minimali & garantita. [

Osserviamo che un !-box senza porte ausiliarie € sempre un elemento mi-
nimale; si verifica poi che, dato un !-box B, possono esserci diversi B’ “im-
mediatamente maggiori di B”, cio¢ tali che B <y B’. Inoltre, ’argomento uti-
lizzato per la proposizione appena dimostrata garantisce anche I'esistenza di
elementi massimali, e dunque di “nodi sorgente” per ciascuna componente
connessa del grafo.

Mentre la proposizione 9.6 ha validitd generale, quella che segue ¢ specifica
di LLL, ed ¢ in effetti 'elemento cruciale della PTIME-correttezza:

Proposizione 9.7 Sia m una proof-net di LLL, e B un suo !-bozx. Allora,
esiste al pit, un !-box B' tale che B' <11 B.

Dimostrazione. Supponiamo che esistano due scatole B’ ed B”, diverse tra
loro, tali che B’ <11 B e B” <11 B. Per definizione di <11, deve allora esistere un
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cammino diretto contenente solo cut e contrazioni sia tra il ! di B’ e una pax
di B che tra il ! di B” e una pax di B. Ma, per ipotesi, m ¢ una proof-net di
LLL, e dunque B non pud che avere una sola pax; poiché i cammini diretti
in questione diramano solo nella direzione “dal ! alla pax”, non & possibile
che una sola pax sia collegata tramite un cammino diretto a due porte prin-
cipali diverse. Di conseguenza, abbiamo necessariamente 5’ = B”. [

Grazie a quanto appena dimostrato, a partire da un qualsiasi !-box B esi-
ste, nel grafo indotto da <, un unico cammino che da lui porta ad un nodo
pozzo. Vale dunque banalmente la seguente proprieta:

Proposizione 9.8 (Minimi) Sia m una proof-net di LLL, e B un !-boz di
w a profonditd ©. Allora, a tale profondita esiste un unico !-box Mp tale che
Mg ¢ il minimo dell’insieme dei box B' < B.

Limitandoci a overlineLLL, in base alle proposizioni viste fin qui possiamo
concludere quanto segue. Sappiamo che il grafo indotto da < & costituito
da un certo numero di componenti connesse; all’interno di tali componenti
connesse, esistono pozzi e sorgenti (prop. 9.6), e i nodi hanno un numero
qualsiasi di archi entranti ma al pit un arco uscente (prop. 9.7). Di con-
seguenza, le sorgenti possono essere piu d’una, ma, per ogni componente
connessa, il pozzo € unico (prop. 9.8).

Quello che abbiamo appena descritto € un albero, in cui le foglie sono i
nodi sorgente e la radice ¢ il nodo pozzo; dato un !-box minimale M, &
dunque ben definito 1’albero Tree(M) di M rispetto a <. Naturalmente in
ELL tutto cid non & affatto vero; essendo ammissibili pitt porte ausiliarie
per un singolo !-box, il grafo indotto da < resta in generale tale, e le sue
componenti connesse non possono essere ridotte ad alberi.

Siamo allora pronti a dare la prima versione della definizione di foresta
contrattiva:

Definizione 9.19 (Foresta contrattiva semplice) Sia © una proof-net
i-contrattiva di LLL. La foresta contrattiva semplice a profondita i di =,
che denoteremo con SCF;(m) (o, ove sia chiara la profondita di cui si parla,
semplicemente SCF (7)), & definita nel modo sequente. Siano My, ..., M, i
I-box minimali (rispetto a <) del livello i di m; allora

SCFi(m) = LnJ Tree(M;)
j=1

Definizione 9.20 Se ® ¢ una foresta contrattiva semplice, denoteremo con
#(®) quella chiameremo la sua dimensione (o size), corrispondente al nu-
mero di nodi di ®.
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Proposizione 9.9 Gli alberi che compongono la foresta contrattiva sempli-
ce del livello i di una proof-net w di LLL sono tutti disgiunti.

Dimostrazione. L’asserto ¢ un corollario della proposizione 9.8: infatti,
se due alberi Tree(M’) e Tree(M") di due diversi box minimali M' ¢ M"
avessero un nodo in comune (eccetto ovviamente la radice), esisterebbe un
box B tale che M’ < B e M" < B, contraddicendo la proposizione 9.8. [

La foresta contrattiva semplice di una proof-net di LLL & dunque effet-
tivamente una foresta, nel senso che ¢ composta da alberi disgiunti. Questa
¢ la differenza cruciale rispetto a ELL; in quest’ultima anzitutto, non si
puo parlare dell’“albero” di un box minimale, ma piuttosto di un grafo;
inoltre, tali grafi possono a priori intersecarsi, perché non esiste un elemen-
to minimale univoco per ogni scatola. L’estensione del concetto di foresta
contrattiva a ELL comporta dunque, necessariamente, I’abbandono delle
foreste in favore di strutture pitt complesse quali i grafi®.

In realtd, noi non saremo interessati proprio alle foreste contrattive sem-
?

plici, ma piuttosto ad alcune loro varianti. Cominciamo anzitutto con il

definire una particolare categoria di !-box:

Definizione 9.21 (Scatola contrattiva) Un !-boz di una proof-net = di
LLL ¢ detto contrattivo se la conclusione della sua porta principale € pre-
messa di un cut la cui altra premessa ¢ la conclusione di una contrazione.

Osserviamo che, poiché stiamo assumendo di lavorare in nouvelle syntaxe,
la contrazione contro cui ¢ tagliata una scatola contrattiva non puo avere
come premesse altre contrazioni; ad ogni scatola contrattiva pud dunque
univocamente essere associata l’arita della “sua contrazione”.

Considerando ora la relazione <, & ben definito (grazie all’aciclicita delle
proof-net) il concetto di scatola contrattiva massimale: questa & sempli-
cemente una scatola contrattiva C per la quale non esiste alcuna scatola
contrattiva C’ tale che C < C'.

Possiamo allora introdurre le foreste di nostro interesse:

Definizione 9.22 (Sotto-foresta contrattiva massimale) Sia m una proof-
net di LLL, e sia SCF;() la sua foresta contrattiva semplice a profondita i.
La sotto-foresta contrattiva massimale (o, pit semplicemente, sotto-foresta
massimale) a profondita i di 7, che denoteremo con MCF;(w), é SCF;(n)
“potata” ai box contrattivi massimali; vale a dire, il nodo n di SCF;(w) cor-
rispondente al generico !-box B di m sara in MCF;(7) se e solo se esiste un

5Questo @& forse 'unico punto in cui ELL & “meno semplice” di LLL. ..
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I-boz contrattivo C tale che B < C (se B é contrattivo, C e B possono dun-
que coincidere). E’ chiaro che, se un albero di SCF;(m) non contiene alcun
nodo corrispondente ad una scatola contrattiva, questo sara completamente
cancellato.

La dimensione di una sotto-foresta massimale resta naturalmente definita in
modo identico a quello delle foreste contrattive semplici, ereditando anche
la stessa notazione.

Oltre alle sotto-foreste massimali, ci serviremo anche di un’altra variante
delle foreste contrattive semplici, la quale & definita come segue:

Definizione 9.23 (Foresta contrattiva pesata) Sia 7 una proof-net di
LLL. La foresta contrattiva pesata (o, pit semplicemente, foresta contrat-
tiva) a profondita i di w, denotata con CF;(w) (o CF(mw) qualora non ci sia
ambiguita), corrisponde a SCF;(m) ai cui nodi n é pero assegnato un peso
U(n), nel modo seguente:

e se n ¢ un nodo facente parte anche di MCF;(m), e la scatola C che
esso rappresenta € contrattiva, allora O(n) = k, dove k & 'arita della
contrazione con cui C ¢ tagliata

e sen ¢ un nodo facente parte anche di MCF;(m), ma la scatola che esso
rappresenta non é contrattiva, allora U(n) =1

e sen ¢ un nodo che non fa parte anche MCF;(r), allora B(n) =0

Un nodo n tale che O(n) > 0 sara detto vivo; se esso verifica anche G(n) >
1, allora n sard detto contrattivo. Al contrario, un nodo di peso nullo sara
detto morto.

Anche per le foreste contrattive rimane ovviamente definita la dimensione,
esattamente come per le foreste contrattive semplici e le sotto-foreste mas-
simali.

E’ importante segnalare il fatto che, in un qualsiasi albero di una foresta
contrattiva, i predecessori di un nodo vivo sono tutti necessariamente vivi;
detto altrimenti, se da un nodo vivo si percorre il cammino che da esso porta
alla radice, non si possono mai incontrare nodi morti. La spiegazione di cio
segue banalmente dalla definizione di foresta contrattiva: i nodi vivi sono
esattamente i nodi della sotto-foresta massimale; di conseguenza, partendo
dalle foglie della foresta contrattiva e andando verso la radice, prima o poi
si entrera in tale sotto-foresta e si incontreranno solo nodi vivi.

Le foreste contrattive e le sotto-foreste massimali saranno la base della di-
mostrazione della PTIME-correttezza di LLL; le prime serviranno a de-
scrivere la complessitd spaziale del processo di cut-elimination, le seconde
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quella temporale.

Affinché sia possibile ricavare informazioni sulla dinamica dell’eliminazio-
ne del taglio nelle proof-net a partire dalle foreste contrattive, & necessario
definire una qualche forma di dinamica anche per esse. In altre parole, in-
4

trodurremo un sistema di riscrittura che rendera le foreste contrattive “iso-

morfe” alle proof-net sotto la cut-elimination.

Dobbiamo a questo punto ricordare che le foreste contrattive (e dunque le
foreste minimali) sono definite per proof-net contrattive, vale a dire proof-
net in cui, ad un certo livello, non ci sono piu tagli lineari da ridurre (eccetto
quelli “innocui” su assiomi speciali). Quello a cui siamo interessati ¢ allora
Ieliminazione dei tagli sulle contrazioni; le foreste contrattive saranno quin-
di dotate di una dinamica per mezzo della quale si possa rappresentare, in
modo estremamente sintetico, cio che avviene con I’esecuzione di uno step [c|.

Dimentichiamoci per un momento di LLL e delle sue proof-net e poniamoci
in un ambito piu generale. Consideriamo una foresta composta da alberi
“radicati”, ovvero alberi in cui ci sia un nodo speciale che identifichiamo
come sua radice. Nelle rappresentazioni grafiche, la radice in questione sara
sempre il nodo “piu in basso” di tutti. I nodi degli alberi che stiamo conside-
rando saranno etichettati con un numero intero non negativo, che chiamiamo
peso del nodo. Per i nodi utilizzeremo, in dipendenza dal loro peso, la stessa
terminologia introdotta per i nodi delle foreste contrattive (ci riferiamo alle
definizioni di nodo morto, vivo e contrattivo).

Se k € un intero strettamente maggiore di 1, definiamo la seguente regola di
riscrittura:
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Nella figura, ogni nodo & etichettato con il suo peso; la regola [dup| &€ dunque
definita solo per i nodi contrattivi’. Le linee tratteggiate indicano nodi e
archi che potrebbero esserci o meno, e w € una funzione cosi definita:

w(n) =1-46(n)

dove § & I’“impulso di Kronecker”®.

Con la regola [dup] si vuole in sostanza simulare cio che avviene nelle proof-
net durante ’esecuzione di uno step [c]. Infatti, se vediamo i nodi come
scatole, e se vediamo il peso di un nodo contrattivo come l’arita della con-
trazione contro cui ¢ tagliato, vediamo subito come [dup] non faccia altro che
creare un numero di copie del nodo su cui opera in numero proprio pari al
suo peso, spostando quest’ultimo sull’eventuale nodo genitore, proprio come
una contrazione “si sposta” dopo l’esecuzione di [c] andando eventualmente
a collassare su una contrazione preesistente.

In base alla presenza o assenza degli elementi indicati con linee tratteggiate,
¢ possibile istanziare la regola [dup] in quattro casi base:

"In realtd la regola in questione potrebbe essere definita anche per k = 1, e dunque
estesa in generale a tutti i nodi vivi; tuttavia, l’applicazione della regola ad un nodo di
peso unitario trasformerebbe un albero in sé stesso, e non € quindi significativa dal punto
di vista dinamico. Vedremo piu avanti che, inoltre, [dup] ha un’interpretazione in ambito
di proof-net solamente quando essa € applicata a nodi contrattivi.

85(0) = 1, mentre per n non nullo §(n) = 0
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OO

Diamo ora la seguente definizione:

Definizione 9.24 Una foresta contrattiva € detta irriducibile se ad essa
non puo essere applicata alcuna istanza della regola [dup], cioé se essa non
contiene nodi contrattivi.

Mostreremo ora che [dup] ¢ in realta la versione “sintetica” dello step [c] delle
proof-net all’interno delle foreste contrattive. Per far cio, sara sufficiente
dimostrare il seguente enunciato:

Proposizione 9.10 Se w é una proof-net i-contrattiva di LLL, allora ™ ﬂ>

d .
7' se e solo se CF;(m) [dop] CFi(n"), dove lo step [c] é applicato ad un cut
tra un !-box e una contrazione a profondita i, e [dup] € applicato al nodo
corrispondente alla scatola contrattiva coinvolta in [c].

Dimostrazione. Dimostriamo il primo verso dell’implicazione: sia 7 l) !

e CF(m) [dup) ®; dobbiamo concludere che ® = CF(x').

11 taglio ridotto da [c] coinvolge un !-box B e una contrazione di arita, sup-
poniamo, k. Di conseguenza, in ' saranno presenti, al livello 4, k copie di B
tagliate ciascuna con una premessa della contrazione, e tali scatole vedran-
no la loro eventuale porta ausiliaria contratta con una contrazione ancora
di aritd k. Abbiamo due possibilitd: B era minimale in 7 oppure non lo era.
Nel primo caso, le copie di B sono ancora minimali; per la proposizione 9.8
esse costituiscono dunque le radici di k alberi, e ciascuna radice ha al piu un
discendente diretto che (in CF(7) era uno dei discendenti di B. La foresta
contrattiva di ' in questo caso pud dunque essere descritta come segue:
tutti gli alberi tranne uno sono identici alla foresta di 7; al posto dell’albero
che non c’e piu ce ne sono altri k, e le radici di questi nuovi alberi saranno
vive solo se era vivo il corrispondente figlio della radice del vecchio albero.
L’esecuzione di [dup] alla radice di tale albero in CF(7) produce una foresta
identica a quella descritta, dunque ® = CF(n').
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Resta da vedere il caso in cui B non sia minimale. Anche qui abbiamo
due possibilita: la pax di B e direttamente tagliata con la porta principale
del predecessore di B, oppure essa & premessa di una contrazione j-aria. Nel
primo caso, la contrazione che ha come premesse le pax delle k copie di B
in 77/ & premessa di un cut contro il predecessore di B; tale predecessore, che
in 7 non era un box contrattivo, lo & ora diventato in 7', e la sua aritd &
esattamente k. Nel secondo caso, il predecessore di B era gia contrattivo,
di aritd j; in 7', tale box & ancora contrattivo, ma (con la conversione in
nouvelle syntaxe), I’arita della sua contrazione & aumentata, perché ora ci
sono k box a rimpiazzarne uno solo. Di conseguenza, I’arita del predecessore
di B sara j + k — 1. In entrambi i casi, le copie di B in 7’ daranno luogo a
nodi vivi se erano vivi i nodi dei rispettivi successori di B in 7, con i quali
ciascuna copia ¢ ora tagliata. L’esecuzione di [dup] sul nodo corrispondente
a B produce esattamente D'effetto desiderato: D’aritd del predecessore del
nodo corrispondente a B aumenta di k — 1 (dunque, se questa era 1, diventa
k), e i nodi generati dalla riscrittura sono vivi solo se lo sono i loro diretti
discendenti. Anche qui, abbiamo allora ® = CF(7').

Dimostriamo ora ’altro verso dell’implicazione: sia CF(7) [dup) ®; dobbiamo

concludere che esiste una proof-net 7’ tale che 7 1y e CF(n') = ®. La
costruzione di una tale proof-net ¢ molto semplice. Sia k il peso del nodo di
CF(m) a cui & applicato [dup]; per definizione, il box B di 7 corrispondente
a tale nodo & senz’altro contrattivo (k > 2). Rimpiazziamo dunque B con
k sue copie, le cui pax (se presenti) sono contratte per mezzo di una con-
trazione m + k — 1 aria (dove m & l'aritd dell’eventuale contrazione di cui
la pax di B era premessa, m = 1 se la pax non era premessa di una contra-
zione; se B non aveva pax, non servirda neanche aggiungere la contrazione
in questione), e le cui porte principali sono tagliate ciascuna con una pre-
messa della contrazione contro la quale era tagliato B in w. E evidente che
abbiamo costruito una proof-net 7’ tale che CF(n') = ®; questa proof-net,

per definizione di [c], & anche quella che soddisfa 7 1, 2. Abbiamo cost
concluso la dimostrazione. [

La proposizione 9.10 stabilisce dunque una sorta di “isomorfismo” tra le
proof-net sotto I’applicazione dello step [c] e le foreste contrattive sotto I’ap-
plicazione di [dup]. In base a tale corrispondenza, ¢ possibile fare delle
constatazioni sulla dinamica della cut-elimination in una proof-net 7 a par-
tire da considerazioni sulla dinamica della riscrittura di CF(7). Ad esempio,
¢ chiaro che, per costruzione, il numero di nodi di CF;(7) & esattamente
uguale al numero di I-box contenuti nel livello 7 di 7; inoltre, vale senz’altro
la seguente proprieta:

Proposizione 9.11 Sie 7w una proof-net i-contrattiva di LLL. © non am-
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mette applicazioni dello step [c] a profondita i se e solo se CF;(m) ¢ irridu-
cibile.

Dimostrazione. Conseguenza immediata della corrispondenza indotta dal-
la proposizione 9.10. [

Dimostriamo ora il seguente lemma:

Lemma 9.2 Sia 7 una proof-net i-contrattiva di LLL. Se CF;(m) contiene
nodi vivi, allora essa contiene anche almeno un nodo contrattivo.

Dimostrazione. Se CF(7) contiene nodi vivi, significa che MCF(7) & non
vuota; ma, per definizione di sotto-foresta massimale, esiste almeno una sca-
tola contrattiva massimale. []

In base al lemma 9.2 si puo dimostrare il seguente asserto riguardante le
forme irriducibili delle foreste contrattive:

Proposizione 9.12 Una foresta contrattiva é irriducibile se e solo se essa
contiene solo nodi morti.

Dimostrazione. Per definizione, una foresta ¢ irriducibile se e solo se essa
non contiene nodi contrattivi; ma, per contrapposizione, il lemma 9.2 ga-
rantisce che se non ci sono nodi contrattivi, allora non ci sono neanche nodi
vivi in assoluto, e dunque la foresta ¢ composta da soli nodi morti. [

Se una foresta contrattiva contiene solo nodi morti, diremo che tale fore-
sta € morta. Possiamo allora riformulare la proposizione 9.11 nel seguente
modo, che enunceremo come lemmas:

Lemma 9.3 Sia m una proof-net i-contrattiva di LLL. 7 non ammette
applicazioni dello step [c] a profondita i se e solo se CF;(n) é morta.

Il lemma 9.3 & fondamentale ai fini dell’analisi della cut-elimination di LLL:
esso asserisce che la fase del passo a profondita ¢ della strategia standard in
cui si opera sulle contrazioni corrisponde esattamente all’uccisione di tutti
i nodi della foresta contrattiva iniziale. La dimensione della foresta con-
trattiva morta indica dunque il numero di scatole presenti nella proof-net al
termine della “fase contrattiva” della strategia standard; fornire un bound
a tale dimensione significa dunque limitare la size della proof-net risultante.
Inoltre, il numero di applicazioni di regole [dup] necessarie ad “uccidere”
tutti i nodi della foresta contrattiva ¢ esattamente uguale al numero di step
elementari di cut elimination (a meno di quelli sugli assiomi speciali) ne-
cessari a terminare la fase contrattiva del passo standard, il quale porta ad
una proof-net che contiene solo tagli shifting. A partire da un bound su
tale numero si pud¢ dunque fornire un bound temporale al processo di cut-
elimination.
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Tuttavia, a tal scopo € piu utile sfruttare le sotto-foreste contrattive massi-
mali; per queste ultime e possibile definire un sistema di riscrittura composto
dalle seguenti due regole, che sono la versione “non pesata” di [dup]:

! [prune]
\/ \; — \/ \;
+ +
| |
| |
| |
|
! !
| k |
k
[split]
! - = \ J/
S \\/ ~,
\ / \

+ +
| |
| |
| |

In sostanza, [prune] consente di “potare” un albero, eliminando da esso una
foglia (ovviamente assieme all’arco che la collega al nodo genitore); se la fo-
glia in questione ¢ anche radice dell’albero, ’applicazione di [prune| fornisce
l'albero vuoto. [split] invece agisce sulle ramificazioni degli alberi, facendo-
le “scendere” verso la radice. Quando la ramificazione & proprio la radice,
[split] divide l’albero a cui viene applicata in k alberi, dove k & il numero di
discendenti della radice stessa.

Osserviamo che la sotto-foresta massimale di una proof-net ¢ perfettamente
ricavabile dalla sua foresta contrattiva: essa ¢ semplicemente la sotto-foresta
comprendente i soli nodi vivi, dei quali viene completamente ignorato il pe-
so. In quest’ottica, ¢ chiaro come [prune] e [split] non siano altro che due
specializzazioni di [dup] adattate alle sotto-foreste massimali; [prune] corri-
sponde all’applicazione di [dup] ad un nodo rappresentante un box contratti-
vo massimale, mentre [split] corrisponde all’applicazione di [dup] ad un nodo
contrattivo non massimale.

In base a tale osservazione, possiamo trasferire tutti i risultati trovati per
le foreste contrattive alle sotto-foreste massimali. In particolare, vale senza
bisogno di dimostrarla esplicitamente la seguente proposizione:

Proposizione 9.13 Se w é una proof-net i-contrattiva di LLL, allora ﬂ) 7!

se e solo se MCF;(m) —= MCF;(n'), dove lo step [c] & applicato ad un cut
tra un !-box e una contrazione a profondita i, e s, applicato al nodo corri-
spondente alla scatola contrattiva coinvolta in [c|, é uguale a [prune] se tale
scatola € massimale, altrimenti é uguale a [split].
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In corrispondenza diretta con il lemma 9.3 abbiamo il seguente lemma
fondamentale:

Lemma 9.4 Sia m una proof-net i-contrattiva di LLL. 7 non ammette
applicazioni dello step [c] a profondita i se e solo se MCF;(m) ¢é vuota.

La dinamica temporale della cut-elimination (limitata alle contrazioni) al
livello ¢ di una proof-net di LLL si pud dunque vedere come un processo che
riduce la sotto-foresta contrattiva massimale della proof-net ad una foresta
vuota; il numero di applicazioni di [prune] e [split] necessarie a “disboscare”
la foresta ¢ esattamente uguale al numero di step [c] necessari a terminare
(sempre a meno dell’eliminazione dei tagli speciali) la “fase contrattiva” del
passo standard a profondita 4.

9.3.3 La dinamica delle foreste contrattive

In questa sezione condurremo un analisi dettagliata della complessita del
sistema, di riscrittura definito per le foreste contrattive. Anzitutto, diamo le
seguenti definizioni preliminari:

Definizione 9.25 Sia n un nodo di una sotto-foresta massimale ®. Indi-
cheremo con d(n) la profondita in ® di n, definita nel modo usuale: d(n)
e pari ol numero di nodi che compongono il cammino da n alla radice ®,
inclusi n e la radice stessa.

La profondita di ®, che denoteremo con O(®), é il massimo tra le profondita
dei suoi nodi.

Definizione 9.26 Sia ® wuna sotto-foresta massimale. Denoteremo con
#;(®) il numero di nodi di ® la cui profonditda é j. La dimensione (o si-
ze) di ® ¢ invece il numero di nodi che compongono ®, e sard dunque la
somma delle §; (che sono dunque dette anche dimensioni parziali):

a(®)
1) = #(®)
j=1

Definizione 9.27 Sia ® una sotto-foresta massimale. Un nodo b di ® che
ha piv di un discendente sara detto ramificazione.

Denoteremo con Brj(®) Uinsieme dei nodi ramificazione di ® la cui profon-
dita ¢ j. L’insieme delle ramificazioni di ® sara l'unione dei Brj:

o(®)
Br(®) = | Br;(®)
j=1
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Definizione 9.28 (Ampiezza di una sotto-foresta massimale) Sia ©
una sotto-foresta massimale. L’ampiezza di ®, che denotiamo con a(®), ¢é
definita come la somma delle profondita dei nodi ramificazione di ®, ovvero

8(®)
a(®) = Y db)=>j-[Brj(®)|
j=1

beBr(®)
dove | - | denota la cardinalita di un insieme.

Una conseguenza immediata della definizione 9.28 & che 'ampiezza di una
sotto-foresta massimale € nulla se e solo se questa non contiene ramificazioni.

E’ opportuno iniziare con alcune osservazioni, che seguono immediatamente
dalla definizione delle regole di riscrittura. Nel seguito, sia ® una sotto-
foresta massimale, e ®' la sotto-foresta da essa ottenuta mediante uno dei
due step di riduzione:

(a) Lo step [prune] fa sempre diminuire la size di ¢ di esattamente un’u-
nita.

(b) Lo step [prune| puo far diminuire 'ampiezza di ¢ o, altrimenti, la pud
far restare uguale. Il primo caso si ha quando la foglia “potata” &
discendente di una ramificazione binaria, che chiamiamo b; tale nodo
in ® non & piu una ramificazione, e dunque l'ampiezza diminuisce
esattamente di d(b). Viceversa, quando la foglia potata non discende
da una ramificazione, ’ampiezza resta ovviamente invariata.

(c) Lo step [split] fa sempre aumentare la size di ®. Infatti, dopo 1’appli-
cazione di [split] ad una ramificazione avente k discendenti, si ha

H®') = 5(®) + 1

Poiché 2 < k < #(®) —1 (una ramificazione ha almeno due discendenti,
mentre la maggiorazione si ha nel caso in cui la foresta sia costituita da
un solo albero, di cui la ramificazione in questione ¢ la radice, e tutti gli
altri nodi sono suoi discendenti), si ha §(®) +1 < §(®') < 2(§(®) — 1).

Per quanto riguarda il comportamento dell’ampiezza sotto 1’esecuzione di
[split], abbiamo la seguente proprieta:

Proposizione 9.14 Se ® ¢ ®' sono due sotto-foreste massimali tali che
7
o P o' allora a(P') < a(P).

Dimostrazione. Sia b la ramificazione a cui viene applicato lo step [split].
Abbiamo tre casi possibili: il genitore di b & a sua volta una ramificazione, il
genitore di b non & una ramificazione, oppure b non ha genitori ed & dunque
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la radice di un albero.

Nel primo caso, le copie di b vengono fatte discendere direttamente dalla
ramificazione genitore, la quale semplicemente aumenta il suo numero di
discendenti. Le copie di b non sono tuttavia ramificazioni; abbiamo allora
che Br(®') = Br(®) \ {b}, e dunque ampiezza & diminuita esattamente di
d(b).

Nel secondo caso, b si “trasferisce” sul nodo genitore, che diventa una rami-
ficazione; il numero totale delle ramificazioni resta dunque uguale, ma una
di esse e ora scesa di profondita, e 'ampiezza diminuird di conseguenza di

1.

Nel terzo ed ultimo caso, poiché b era radice di un albero, d(b) = 1 in
®; tuttavia, in ®’, b non c’¢ piu, e quindi anche in questa situazione I’am-
piezza ¢ diminuita di 1. O

L’ampiezza dunque decresce sempre sotto 1’applicazione degli step [split];
poiché una volta arrivati all’ampiezza nulla, non esistono piu ramificazioni,
essa € senz’altro un upper bound al numero di [split] che possono essere ese-
guiti, giacché [prune] non la puod far aumentare. Allo stesso modo, la size
determina il numero massimo di step [prune| consecutivi da poter effettua-
re. In effetti, per ottenere la foresta vuota, lo step [split] &€ ridondante, e la
strategia che non ne fa uso si rivela essere ottimale:

Proposizione 9.15 Sia ® una sotto-foresta massimale. La strategia otti-
male per la riduzione di ® alla foresta vuota eseque esattamente §(®) step
[prune], senza esequire alcuno step [split], e termina in un numero di passi
lineare nella dimensione della foresta.

Dimostrazione. E’ chiaro che, tra i due step possibili, 'unico che serve
davvero ad ottenere la foresta vuota & [prune], giacché esso ¢ il solo a poter
eliminare i nodi. Poiché ogni applicazione di [prune] ne elimina esattamente
uno, e poiché non esistono situazioni in cui uno step di questo tipo non possa
essere applicato (ogni albero di ® ha necessariamente almeno una foglia, sia
pure coincidente con la radice), & chiaro che dopo esattamente f(®) applica-
zioni di [prune] si arriva alla foresta vuota.

L’ottimalita della strategia deriva dall’osservazione (c): 1’esecuzione di uno
step [split] fa aumentare almeno di 1 la dimensione della foresta a cui viene
applicato; poiché tale nodo aggiuntivo dovra essere eliminato da uno step
[prune], si dovra eseguire almeno uno step in piu rispetto alla strategia che
non usa mai [split]. O
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La strategia ottimale appena trovata ha una chiara corrispondenza in ambi-
to di proof-net: per avere un’esecuzione ottima della “fase contrattiva” del
passo standard si devono sempre eliminare + tagli sulle scatole contrattive
massimali.

Abbiamo cosi individuato il modo ottimale di ridurre una foresta; tutta-
via, il nostro intento ¢ quello di arrivare a definire un bound polinomiale
per la strategia standard nel caso piu generale possibile. Mostreremo allora
una strategia che non utilizza mai step [prune], se non alla fine, e dimostre-
remo che questa & la peggiore di tutte. Anzitutto, verifichiamo la seguente
proprieta:

Lemma 9.5 (Confluenza di [split]) Sia ® una sotto-foresta massimale.
Dopo Uapplicazione di al massimo «(®) step [split], senza che sia applicato
alcuno step [prunel, la foresta si riduce ad un insieme di alberi filiformi, uno
per ogni foglia di ®, ciascuno di profondita pari alla profondita della foglia
da cui proviene.

Dimostrazione. Che a(®) sia un upper bound al numero di step [split] da
poter applicare & garantito dalla proposizione 9.14.

Dimostriamo anzitutto la confluenza. Sia dunque ® una foresta in cui esisto-
no almeno due ramificazioni r; e ro, ed &€ dunque possibile applicare due step
[split]. L’unico caso interessante ¢ quando le due ramificazione in questione
sono “una sopra 'altra”, cioe la ramificazione r; discende direttamente dalla,
ramificazione 7o (in tal caso, r1 € “sopra” rg); infatti, in tutti gli altri casi
i due step sono del tutto indipendenti, e si ha chiaramente confluenza forte
(cioe si puo arrivare ad una stessa foresta applicando esattamente un passo
ad entrambe le configurazioni generate dai sue step).

Supponiamo allora di essere in un caso simile; se [split] & applicato prima ad
r1, tale ramificazione “scendera” su ro, la quale avrad un numero di discen-
denti pari ai suoi piu quelli di r; al contrario, se scegliamo di applicare [split]
a 9, sard lei a scendere (o, eventualmente, a “sparire”, nel caso in cui essa
sia una radice), lasciando dietro di sé un certo numero di sue copie, nessuna
di esse ramificazione, una delle quali sara avra come discendente r1. 1 due
alberi sono chiaramente differenti; tuttavia, se nel primo caso riduciamo ro,
e nel secondo caso riduciamo rq piu la ramificazione che viene creata dalla
sua riduzione, otteniamo lo stesso identico albero. Si ha dunque confluenza
in uno step in un caso, in due step nell’altro.

Abbiamo cosi dimostrato la confluenza locale dell’applicazione degli step
[split]. Poiché perd, sempre per la gid menzionata proposizione 9.14, non
possono esistere sequenze infinite di applicazioni di tale step (abbiamo cioé
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la normalizzazione forte per [split]?, dalla confluenza locale possiamo dedur-
re automaticamente la confluenza.

Passiamo al resto dell’enunciato. Per quanto riguarda il fatto che le foreste
siano filiformi, questa € un’ovvia proprieta che tutte le forme normali rispet-
to a [split] devono avere; se una foresta non é filiforme, contiene certamente
una ramificazione, e dunque ad essa pud ancora essere applicato [split]. La
profondita dei “fili” si deduce dal fatto che la profondita delle foglie di una
sotto-foresta massimale & invariante sotto ’applicazione di [split]. La verifica
di cio e banale, e segue direttamente dall’osservazione della rappresentazione
grafica dello step.
O

Il lemma 9.5 dimostra la confluenza delle trasformazioni indotte dall’ap-
plicazione di soli step [split]: indipendentemente dall’ordine con il quale si
riducono le ramificazioni, alla fine si ottiene sempre una foresta composta da
alberi filiformi. Riguardo alla dimensione di tale foresta si puo dimostrare
il seguente lemma:

Lemma 9.6 Sia ® una sotto-foresta massimale, tale che §(®) = s. La
sotto-foresta massimale ¥ ottenuta una volta esequiti tutti gli step [split]
possibili (senza aver eseguito alcuno step [prune]) ¢ tale che §(¥) = O(s?).

Dimostrazione. In base al lemma 9.5, sappiamo che ¥ ¢ composta da
alberi filiformi in numero pari alle foglie di ®, profondi quanto la profondita
delle stesse foglie in ®. Se denotiamo con Le(-) I'insieme delle foglie di una
sotto-foresta massimale, abbiamo che la dimensione di ¥ sard data da

) = 3 dn < Y 0(0) = 9(®) - [Le(@)] < &2

leLe(®) leLe(®)

che fornisce il bound dell’ipotesi. L’ultima maggiorazione & giustificata dal
fatto che sia la profondita che il numero di foglie di una foresta sono minori
o uguali alla dimensione della foresta stessa. [

Componendo i lemmi 9.5 e 9.6, sappiamo quindi che I’esecuzione, in qualsia-
si ordine, di tutti i possibili step [split] (senza eseguire alcuno step [prune])
porta ad un’unica sotto-foresta massimale, la cui dimensione ¢ quadratica
nella dimensione della foresta di partenza. Tra tutte le possibili sequenze di
riduzione delle ramificazioni, ne esiste almeno una che, in termini di numero
di step eseguiti, e la peggiore di tutte:

°E comunque banale mostrare che la normalizzazione forte vale per lintero sistema
di riscrittura, considerando cio¢ anche [prune]: data una sotto-foresta massimale ¥, ba-
sta considerare il fatto che, rispetto al solito ordine lessicografico, la coppia (a(¥), #(¥))
“decresce” sempre sotto l'applicazione di qualsiasi passo.
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Proposizione 9.16 Sia ® una sotto-foresta massimale. La strategia che,
ad ogni passo, riduce sempre la ramificazione a profondita minima (cioé
quella “pit vicina” alla radice), elimina tutte le ramificazioni in esattamente
a(®) step, ed é dunque la peggiore di tutte.

Dimostrazione. Poiché 'ampiezza decresce di almeno un’unita ad ogni ap-
plicazione di [split], trovare una strategia che utilizza esattamente a(®) step
significa senza dubbio aver trovato la peggiore. Dobbiamo dunque verificare
che la strategia descritta impieghi effettivamente un tempo pari all’ampiezza
della sotto-foresta iniziale.

Siano @' e ®” due sotto-foreste contrattive tali che @' P 7 L unico
caso in cui a(®") < a(®’) — 1 & quello in cui la ramificazione b su cui opera
[split] discenda da un’altra ramificazione g¢; in questo caso infatti, g “assor-
be” le ramificazioni di b, la quale si duplica in un certo numero di nodi che
non sono a loro volta ramificazioni. Nel complesso, I'insieme delle ramifica-
zioni di ®” ha dunque perso un elemento rispetto a Br(®’), e ampiezza sara
dunque diminuita esattamente di d(b), la quale puo essere in generale ben
maggiore di 1. Se, al contrario, b non discende da un’altra ramificazione,
il genitore di b, che non era una ramificazione in @', lo diventera in ®”, e
Br(®") avra lo stesso numero di elementi di Br(®'), ma uno di essi vedra
la sua profondita scendere di esattamente un’unita; altrettanto fara allora
lampiezza. Anche nel caso in cui b sia la radice di un albero, Br(®") avra
un elemento in meno rispetto a Br(®'), ma tale elemento, essendo la radice
di un albero, contribuiva all’ampiezza con una profondita unitaria, e dunque
sard ancora a(®") = a(®') — 1.

Ora, se operiamo nel modo descritto nell’ipotesi, la ramificazione su cui
operano i nostri [split], essendo supposta di profonditd minima, non puo
avere altre ramificazioni da cui discendere; di conseguenza, ogni volta ’am-
piezza decresce esattamente di un’unita, e la foresta “filiforme” non potra
che essere raggiunta in esattamente a(®) step. O

Dalla dimostrazione appena vista deduciamo che, in realta, la strategia
descritta nella proposizione 9.16 non é 'unica “pessima’”; in realtd, basta
scegliere ogni volta di eseguire [split] su una ramificazione che non sia discen-
dente di un’altra ramificazione, indipendentemente dalla sua profondita. In
tal modo, si & sicuri di non far mai scendere 'ampiezza di piu di un’unita, e
I’eliminazione delle ramificazioni continua ad essere ottenuta in esattamente
a(®) step, dove chiaramente ® ¢ la sotto-foresta massimale di partenza.

Possiamo allora dimostrare il seguente lemma:

Lemma 9.7 Se ® ¢é una sotto-foresta contrattiva massimale, esiste una se-
quenza di applicazione degli step [prune] e [split] per mezzo della quale di
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ottiene la foresta vuota in O(a(®) + (§(®))?) passi, e tale sequenza ¢, in
termint di numero di step applicati, lo peggiore possibile.

Dimostrazione. La dimostrazione ¢ una semplice composizione delle pro-
posizioni e dei lemmi dimostrati in precedenza. Basta infatti scegliere una
qualsiasi sequenza di riduzioni “[split]-only” suggerita dalla proposizione 9.16
per ottenere la sotto-foresta massimale “filiforme” (che & unica in base al
lemma 9.5) in esattamente a(®) passi. La size di tale sotto-foresta €, come
ci garantisce il lemma 9.6, dell’ordine di (§(®))?
9.15, l'applicazione degli step [prune] (che sono i soli a poter essere appli-
cati a questo punto) porta alla foresta vuota in un numero di passi lineare
con la dimensione della foresta da cui si parte. In totale, si hanno dunque
O(a(®) + (sharp(®))?) passi, come voluto nella tesi. O]

; ma, per la proposizione

La riduzione di una sotto-foresta contrattiva massimale alla foresta vuota,
che corrisponde all’eliminazione di tutti i tagli polinomiali da una proof-
net ¢-contrattiva, si pud dunque eseguire alla peggio in un numero di passi
lineare nell’ampiezza della sotto-foresta e quadratico nella sua dimensione.
Mentre quest’ultima grandezza é direttamente rapportabile ad un parametro
strutturale ben preciso delle proof-net (che abbiamo chiamato sempre dimen-
sione), 'ampiezza non ¢ immediatamente riconducibile ad alcuna proprieta
delle proof-net. Il seguente lemma offre una soluzione al problema:

Lemma 9.8 Sia ® una sotto-foresta contrattiva massimale, tale che §(®) =
s e a(®) =a. Allora, a < s°.

Dimostrazione. La dimostrazione si ottiene mediante una serie di semplici
maggiorazioni:

9(2) 9(2)
a=)_Jj-Bri(®) <D i (@) <
j=1 =1

(®)
<O(®) Y #(®) =0() -5 < 8
j=1

L’ultima maggiorazione tiene conto del fatto che, al massimo, O(®) = §(®)
(¢ il caso di una foresta composta da un solo albero filiforme). O

Bound temporale

Possiamo ora enunciare il risultato finale sulla complessita della riduzione
delle sotto-foreste contrattive massimali:

Teorema 9.5 Se ® ¢ una sotto-foresta massimale, tale che §(®) = s, la
riduzione alla foresta vuota impiega O(s?) passi.
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Dimostrazione. Sia o(®) = a. In base al lemma 9.7, abbiamo che la ri-
duzione alla foresta vuota si ottiene, mediante una strategia “pessima’”, in
O(a + s?) passi. Per il lemma 9.8, possiamo concludere che I'esecuzione non
pud impiegare piu di O(2s?) passi, da cui la tesi. O

La riduzione di una sotto-foresta ¢ dunque polinomiale (quadratica, per
lesattezza) nella sua dimensione. Questa ¢ un’ottima notizia, visto che, in
sostanza, la dimensione di una foresta contrattiva & proporzionale alla di-
mensione del livello della proof-net a cui si applicano i passi polinomiali.
Prima di arrivare al bound temporale, dimostriamo il seguente lemma:

Lemma 9.9 Sia © una proof-net i-contrattiva di LLL, risultante dall’ap-
plicazione della prima fase del passo standard a profondita i, e tale che
ti(m) = si. Allora, durante tutta la seconda fase del passo standard, la som-
ma delle arita delle contrazioni a profondita ¢ resta sempre minore o uguale
a s

Dimostrazione. Durante la seconda fase non vengono che eseguiti step [c]
e step [ax] speciali. Questi ultimi non sono chiaramente in grado di modifi-
care l'arita di alcuna contrazione. Per quanto riguarda i primi, osserviamo
che dopo l'esecuzione di uno qualunque di essi una contrazione ha sempli-
cemente “cambiato posto”, ma non ha modificato la propria arita. Dopo lo
“spostamento”, potrebbero verificarsi due situazioni:

(a) La conclusione della nuova contrazione & premessa di un’altra contra-
zione; in tal caso, la conversione a nouvelle syntaxe effettuata dallo
step successivo “collassera” le due contrazioni in una, di arita pari alla
somma delle due meno uno: abbiamo dunque diminuito di un’unita la
somma delle arita di tutte le contrazioni a profondita .

(b) La conclusione della nuova contrazione non & premessa di un’altra
contrazione; in tal caso, non si applica alcuna conversione, e sia il
numero che la somma delle arita delle contrazioni a profondita 7 restano
invariati.

Poiche ogni step eseguito nella seconda fase, alla peggio, preserva la somma
delle aritd delle contrazioni, e poiché questa & senz’altro limitata dalla di-
mensione iniziale del livello ¢, otteniamo la tesi. [J

Enunciamo ora (e dimostriamo) il risultato finale di questo paragrafo:

Teorema 9.6 (Bound temporale) Sia © una proof-net di LLL, e sia
ti(m) = si. Allora, l'applicazione del passo standard a profondita i elimina
tutti i tagli a tale profondita (eccetto quelli contrattivi additivi e contrattivi
additivi estesi) in O(s;s2.,) step elementari di riduzione. Nel caso in cui
i = 0(m), si effettuano semplicemente O(s;) step.
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Dimostrazione. Il passo standard comincia con ’eliminare tutti i tagli
lineari; sotto 1’esecuzione di questo tipo di tagli, la dimensione del livello
a cui vengono eseguiti decresce sempre, e dunque s; costituisce un upper
bound al numero di step impiegati per concludere la prima fase del passo
(sostanzialmente la situazione ¢ identica a quella di MALLgq, vedi [10]).

Nella seconda fase, ci troviamo con una proof-net «’ i-contrattiva, per la
quale, grazie al lemma 9.4, sappiamo di poter contare il numero di pas-
si necessari all’eliminazione di tutti i tagli polinomiali contando il numero
di passi necessari a “disboscare” MCF;(n’). Il teorema 9.5 ci dice che, se
#(MCF;(7")) = o, tale operazione richiede al massimo O(c?) passi. Ora, la
dimensione della sotto-foresta contrattiva massimale del livello i di ' & al
pit pari al numero di !-box contenuti in tale livello di 7’. Poiché un !-box
deve contenere almeno un nodo, possiamo senza dubbio scrivere o < s;41,
dunque ’eliminazione dei tagli polinomiali richiede al piu 3? 1 step. Inoltre,
nel corso della seconda fase del passo standard vengono eliminati anche i
cosiddetti “tagli speciali” che si possono creare dalla riduzione dei tagli sulle
contrazioni. Ogni esecuzione di [c] puo al massimo creare un numero di ta-
gli speciali pari all’arita della contrazione ridotta; ora, poiche I'arita di una
contrazione di profondita i € senz’altro limitata da s; (lemma 9.9), il numero
di tagli speciali che si possono creare (e ridurre) durante la seconda fase &
senz’altro inferiore a s; - 322 +1- C’¢ poi da tener conto dell’aumento di di-
mensione al livello ¢ indotto dall’eliminazione dei tagli polinomiali. Durante
I’esecuzione di un taglio di questo tipo, in cui la contrazione attivata e, ad
esempio, di arita k, si ha che il livello ¢+ vede aumentare la sua dimensione
di 3(k — 1) nodi. Essendo sempre, per il lemma 9.9, k£ < s;, ed essendo al
massimo s? 1 1l numero di step polinomiali eseguiti, la dimensione aumen-
terd al massimo di 3(s; — 1)s7, ;.

Con la fine della seconda fase, in base alla proposizione 9.4, si ottiene dunque
una proof-net 7" in cui rimangono solo tagli contrattivi additivi, contrattivi
additivi estesi e tagli shifting. Questi ultimi non possono essere pit di quanti
siano i nodi al livello ¢ di 7”’; abbiamo visto che la size a profondita ¢ di 7"
¢ inferiore a 3(s; — 1)s2, | + s;, ¢ dunque basterd eseguire al massimo un tale
numero di step shifting per completare il passo standard.

Mettendo insieme il tutto, abbiamo:
— s; step lineari
- s? "1 step polinomiali e sis? 1 step “speciali”
— 3(si — 1)s2,; + s; step shifting

La somma del tutto & chiaramente dominata dal monomio 43z'3? 1, € dunque
la complessita temporale del passo standard e O(sisf 1)
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E’ chiaro che tutti questi discorsi si applicano solo se ¢ < d(w). Nel ca-
so in cui il passo standard operi a profonditd massima, non possono che
esserci tagli lineari, e dunque la complessita diventa O(s;). O

Bound spaziale

Ci occuperemo ora in sostanza, di ripetere il discorso fatto per le sotto-foreste
massimali con le foreste contrattive, in base alle quali troveremo un bound
all’aumento della size dei livelli superiori della proof-net a cui viene applicato
il passo standard. Dimostriamo allora direttamente il seguente teorema:

Teorema 9.7 (Bound spaziale) Sia m una proof-net di LLL, e sia f;(7) = s;,
con 0 < i < §(n). Allora, dopo lapplicazione del passo standard a profon-
dita i (1 < 0(¢)) si hanno i sequenti bound per le dimensioni parziali della
proof-net risultante (che chiamiamo w'):

= S; ] < ]

» T, . I
() <3(si = )iy +si )=
<3(si — U)siyys) +sisiigs; J >0

Dimostrazione. Il passo standard a profondita ¢ non tocca in alcun modo
i livelli strettamente inferiori a 4, e dunque & chiaro che restera f§;(7’) = s;
per j < 7.

Alla profondita a cui opera il passo standard, abbiamo gia dimostrato nel
teorema 9.6 che la dimensione resta sempre inferiore a 3(s; — 1)s? 1 TS
rimane dunque da verificare quanto succede alle profondita maggiori.

Grazie al lemma 9.3, sappiamo che, se 7" & la proof-net i-contrattiva ri-
sultante dall’applicazione della prima fase del passo standard, la seconda
fase terminera quando tutti i nodi di CF;(7") saranno stati “uccisi” da step
[dup]. Poiché i nodi della foresta contrattiva del livello ¢ di una proof-net
corrispondono esattamente al numero di !-box presenti a profondita ¢ di ta-
le proof-net, bastera calcolare la dimensione della foresta morta al termine
della seconda fase per conoscere il numero di scatole presenti dopo 'atti-
vazione di tutte le contrazioni. Ciascuno step [dup] produce, dopo la sua
esecuzione, al massimo k nodi morti, dove k & 'arita della scatola contratti-
va associata al nodo cui & applicato lo step. Supponendo di aver maggiorato
in qualche modo tale arita, la dimensione della foresta morta & facilmente
calcolabile: sappiamo che nel momento in cui la foresta contrattiva muore
completamente, la sotto-foresta massimale corrispondente & divenuta vuota;
poiché ogni passo [dup] eseguito sulla foresta contrattiva corrisponde ad un
passo [prune] o [split] applicato alla corrispondente sotto-foresta massimale,
e poiché tale foresta si svuota in un numero di passi al pit quadratico nella
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sua dimensione (teorema 9.5), otteniamo che la dimensione finale della fore-
sta contrattiva morta & al massimo k moltiplicato per il quadrato della sua
dimensione iniziale, che maggiora il numero di !-box presenti in 7" a profon-
dita ¢. In considerazione del fatto che ogni box deve contenere almeno un
nodo, il numero di !-box a profondita ¢ (e dunque la dimensione iniziale della
foresta) & maggiorato da s;41; di conseguenza, il numero di scatole presen-
tiin 7’ (giacché la terza fase non crea né elimina scatole) & limitato da k-s? 1

Resta da stabilire quanto grande possa essere k. Sappiamo che nel corso
dell’intero passo standard a profondita ¢ la dimensione di tale livello resta
sempre inferiore a 3(s; — l)sz2 1 1 si; poiché una contrazione non puo con-
trarre pit nodi di quanti ce ne siano alla profondita cui appartiene, in ogni
dato istante k£ ¢ sempre limitato dal numero sopra.

Ora, ciascuna scatola a profonditd j > 4 contiene O(s;) nodi; infatti il
contenuto delle scatole o non ¢ stato affatto modificato, oppure & stato mo-
dificato in modo trascurabile, in particolare dalla comparsa di alcuni cut
a profondita ¢ + 1 introdotti dagli step shifting. Le scatole che sono state
interessate dalle duplicazioni dei passi polinomiali, che erano inizialmente al
massimo S;1, ora sono divenute al pilt ks? 1> nel caso peggiore, quello cioe
in cui tutte le scatole a profondita maggiori di 7 + 1 siano nidificate all’in-
terno delle scatole duplicate, la size del livello j > ¢ ¢ diventata ks? ' 18j- Da
cio, segue la tesi. [

9.3.4 La complessita della strategia standard

Ricapitoliamo i risultati ottenuti nei paragrafi precedenti. Sia m una proof-
net di LLL, tale che f;(7) = s;, la quale si riduce per mezzo di un passo
standard a profondita ¢ nella proof-net 7’:

e L’esecuzione del passo standard richiede O(s;s? 1) step elementari di
riduzione; se i = 9(w), allora gli step richiesti sono semplicemente

O(Sl)

e Le dimensioni parziali a profonditd strettamente minore di 7 in 7’
restano inalterate: f;(7') = s; per j <.

e A profondita 4, si ha f;(7') = O(s;s?,,).
e A profonditd maggiore di 4, si ha #;(7') = O(sis}, s;), j > i.

In considerazione di questi risultati, dimostriamo un piccolo lemma che ci
tornera parecchio utile per i calcoli che ci accingiamo a fare:

Lemma 9.10 Sia 7 una proof-net di LLL, tale che O(w) = d e, per 0 <
i <d, ti(7) = s, e sia m,..., 75 una successione di proof-net tale che

T —» T = ... > Tg
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dove ogni freccia — rappresenta applicazione di un passo standard a pro-
fondita via via superiore (a w il passo € applicato a profondita 0, mentre,
in generale, a 7j il passo & applicato a profondita j — in sostanza, stiamo
normalizzando © mediante la strategia standard). Allora, si avrd

1 k— 1
Iiz(ﬂ'z) 6~ 5H 2561~

1 k— 1
b (m) = O(s§ s 5z+1H e

dove, convenzionalmente, una produttoria che va da 1 a 0 vale 1.

Dimostrazione. Sia w9y = m; poniamo

Naturalmente, per ipotesi abbiamo o(i,0) = s;. Dal teorema 9.7, abbiamo
invece che, per ¢+ > j > 0, la successione o deve soddisfare la seguente
equazione alle differenze finite (a meno di costanti e termini di ordine di
grandezza trascurabili):

o(i,5) = 0(j = Lj = V(00,4 = 1) o(i,j — 1)
Dimostreremo ora che la soluzione di tale equazione &

j—1
.. 6i—1 4 25.67 —k—1 . . .
o(i,j) = 6 SjSzHSk J>0,027
k=1

Effettueremo la dimostrazione per induzione sull’ordine lessicografico delle
coppie (,7). Poiché j & strettamente positivo, e poiché 7 &€ maggiore o uguale
a 7, la coppia piu piccola e (1,1). La verifica del passo base dell’induzione &
dunque la seguente:

o(1,1) = 0(0,0)(c(1,0))*o(1,0) = 5953
che corrisponde al valore trovato dalla nostra soluzione.

Supponiamo ora che la soluzione funzioni per tutte le coppie (i,7) stret-
tamente lessicograficamente inferiori a (m,n). Applicando l'ipotesi d’indu-

zione (indicata con il simbolo @d), otteniamo il seguente risultato:

o(m,n) = on—1,n-1)(c(n,n— 1))4a(m,n -1) ind

n—2 n—2 4
ind 6"—2 4 25.6—k—2 gn—2 4 925.6n—k—2
= S0 Sp-15n-1 Hsk "\ So ~15n H Sk :
k=1

k=1
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6” 2 4 25.6n—k—2
Sn- 18mH =
n—2 n—k—2
N T 1H82566 _

n—1 n—k—1
= 48 343mH 256

che & esattamente la nostra soluzione calcolata in (m,n). La tesi ¢ un caso
particolare della soluzione, che si ottiene “diagonalizzandola” e “sovradia-
gonalizzandola”: #;(m;) = O(o(4,1)) e fir1(m) = O(o(i + 1,1)). O

Possiamo a questo punto determinare la complessita totale della strategia
standard. Mettendo assieme il teorema 9.6 e il lemma 9.10, otteniamo infatti
il risultato annunciato:

Teorema 9.8 (PTIME-correttezza di LLL) Sia 7 una proof-net di LLL,
tale che §(m) = s e O(w) = d. Allora, ™ ¢ riducibile in una proof-net ©'
lazy-cut-free in O(s7d) Passi.

Dimostrazione. Sia, per 0 < i < d, f;(7) = s;. Sappiamo, grazie al teore-
ma 9.6, che ogni passo standard a profondita ¢ impiega un numero di step
elementari di riduzione che &, grossomodo, pari alla dimensione del livello
i moltiplicata per il quadrato della dimensione del livello ¢ + 1 (eccetto a
profondita massima, dove gli step sono lineari nella dimensione). Le dimen-
sioni di tali livelli ad ogni dato passo della strategia standard ci vengono
fornite dal lemma 9.10: al primo passo (profondita 0), abbiamo per ipotesi
dimensioni sy e s1; al generico passo che opera a profondita ¢ > 1, abbiamo
circa o(%,%) e o(i + 1,%), dove o e la funzione definita nella dimostrazione
del lemma 9.10. Se chiamiamo 7(4) il numero di step elementari di riduzione
eseguiti a profondita i, abbiamo dunque (modulo la notazione “O grande”):

5082 1=0
(i) = oli,i)(o(i+1,9)? = s35 s T s 1<i<d-1
o(d,d) = s§ S TTec) s 6 i=d

Sfruttando il fatto che le dimensioni parziali sono senz’altro minori o uguali
alla dimensione totale, per 1 < ¢ < d — 1 si puo fare la seguente maggiora-
zione:

N 6%1132 7561k1
n(@) = Si 5z+1H >
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i—1
pi—1 pi—k—1
515436 H $75°6 _

k=1

IN

i—1
_ H 815+(3+75-6*’f)6i*1

k=1

da cui, essendo entrambi i membri della disuguaglianza maggiori di 1,

i—1
].Og('n('l)) S log <H 815+(3+75.6—k)6z—1>
k=1
d—1

_ ZIOg (515+(3+75-6—k)6i—1>

k=1

15+%6i>(z’ 1) + §612(é>k>1ogs:
)

= (15(2' -1)+ éGi(z’— 1) L B (9 (1-671) - 1)) logs =
(

2 5
L. i .
5(2 +4)6" + 15(¢ + 2)) log s
e dunque ,
(i) < S%(i+4)6l+15(i+2) 1<i<d-1

Mediante un calcolo analogo si ottiene, per le profonditd mancanti, n(0) < s3

en(d) < 5(6d=151)6""?+5(d—2) Ty generale, dunque, possiamo scrivere

77(7/) S 860i6i+01 6i+62i+63

per qualche opportuna costante cg, 1, co, c3. Abbiamo allora, per ogni 4 non
negativo minore di d,

n(i) = 0(s"*) = O(s")
A questo punto, calcolare la complessita della strategia standard & cosa sem-
plice; il numero di step elementari di riduzione totali sara infatti la somma di

quelli impiegati da ciascun passo. Se indichiamo con 7 tale numero, abbiamo
(sempre tralasciando le costanti e i termini trascurabili)

che dimostra la tesi. O

7d+1 1
= 0(s™)

| AN

Il numero di step elementari di riduzione necessari a raggiungere la forma
normale di una qualsiasi proof-net di LLL & dunque polinomiale nella size
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della proof-net; il grado del polinomio € un esponenziale che dipende dalla
profondita massima della stessa proof-net. Come vedremo nella prossima
sezione, la profonditd delle derivazioni di LLL sard un parametro fissato a
priori per tutti i termini che rappresentano costanti di un certo tipo e fun-
zioni da un tipo ad un altro tipo. Di conseguenza, il fatto che il bound sia
esponenziale nella profondita non comporta alcun problema: la vera misura
della dimensione dell’input di una funzione ¢ la size della proof-net che rap-
presenta tale input.

Inoltre, € opportuno ricordare che le maggiorazioni eseguite per trovare il
bound sono estremamente brutali, il ché giustifica un polinomio dal grado
tanto mostruoso. In realtd, in LLL & possibile normalizzare le proof-net in
tempi molto piu ragionevoli. Ad esempio, sappiamo che per I'eliminazione
dei tagli sulle contrazioni esiste una strategia lineare, la quale puo senz’altro
aiutare a costruire bound piu piccoli.

C’e da sottolineare infine una questione non proprio marginale: il teorema
appena dimostrato in realtd garantisce la cosiddetta poly-step-correttezza
del nostro sistema; il bound polinomiale infatti & stato dato sul numero
di passi elementari di riduzione, come definiti nella sezione 9.2. Per avere
I'inclusione in PTIME, in realtd dovremmo far vedere che la normalizza-
zione delle proof-net di LLL & ottenibile in tempo polinomiale mediante
I’esecuzione della strategia standard su una qualche rappresentazione delle
proof-net stesse all’interno di una macchina di Turing deterministica. Per
far cio, e sufficiente garantire che ogni passo elementare di riduzione & simu-
labile su una macchina di Turing in tempo polinomiale. E’ chiaro dunque
che la questione non & complicatissima: intuitivamente, la scansione di un
grafo alla ricerca di un certo nodo (un cut ad esempio), qualunque sia la
rappresentazione scelta, non puo richiedere un tempo piu che lineare nel
numero di nodi; analogamente, la riscrittura del grafo (operazione che serve
a simulare I’esecuzione della regola di eliminazione) non puo richiedere un
tempo piu che polinomiale. Ecco perché, in sostanza, poly-step-correttezza
e PTIME-correttezza possono essere confuse senza troppi problemi.

9.4 PTIME-completezza

Passiamo ora a mostrare la completezza di LLL, vale a dire che ’'insieme
delle funzioni rappresentabili nel nostro sistema contiene la classe PTIME.

Dimostreremo la completezza di LLL per gradi; dapprima faremo vedere
che in essa si puo fornire una rappresentazione dei numeri naturali e delle
operazioni fondamentali su di essi e, in particolare, che si puo rappresentare
qualsiasi polinomio in una variabile per mezzo di una derivazione di LLL.
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In seguito introdurremo altri tipi di dati fondamentali, quali i caratteri di un
alfabeto finito e le stringhe su di esso. Infine mostreremo come sia possibi-
le, data una macchina di Turing deterministica e il polinomio che ne limita
la complessita in funzione dell’input, costruire una derivazione di LLL che
simuli I’esecuzione della. macchina stessa, fornendo in uscita il risultato del
calcolo. Cid completer? il lavoro, dimostrando che LLL corrisponde esatta-
mente alla classe delle funzioni PTIME.

La definizione di LLL e tutti i risultati mostrati finora sono stati svolti
nell’ambito delle proof-net. Nel seguito si utilizzera invece il calcolo dei
sequenti di LLg (quello di LLL ¢ infatti identico), nella sua versione intui-
zionista. La scelta & motivata fondamentalmente da due ragioni: la prima
e che e piu semplice associare alle derivazioni intuizioniste un termine del
A-calcolo tipato, mediante il quale diventa molto piu leggibile la funzione
rappresentata; la seconda e che scrivere proof-net in ITEX con gli strumenti
attualmente a disposizione € un lavoro che si preferisce fare il meno possibi-
le...

Le regole che utilizzeremo sono in realtd un sottoinsieme di tutte le regole
di LLg; in particolare, mancano le regole per le costanti logiche (di scarso
interesse computazionale) e quelle per il connettivo additivo @, del quale
non si ha bisogno per dimostrare la completezza:

» Regole dell’identita

'FA  AAFC
ax
AFA I,AFC

cut

» Regole strutturali

T A, B,AFC
—_— X
T,B,A,AFC

» Regole logiche moltiplicative

A, B-C 'FA A+ B
—®L ®R
INABFC INAFA®B
T'FA B,AFC I'AFB
—oL —_— ©R
» Regole logiche additive
IAFC rBrC 'FA I'tB

L2

— & L1 _— &
TA& BFC A& BFC TFA&B

& R
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» Regole logiche esponenziali

IAFC TF A
— P
T,IA}C ITF 1A
IT,AF A

—

IT,§A F §A4

T,IAIAF C T-C
—7C —_— W
TJAFC IIA-C

» Regole logiche per i quantificatori

I, A[B/X]|+C '+ A[X]
e ———— M

VL — " ¥R X nonliberain I’
NVX.ARC I'-VvX.A

Naturalmente, a ciascuna derivazione intuizionista costruita con queste re-
gole puo essere associata una proof-net; le conclusioni della proof-net saran-
no la formula nella parte destra del sequente e i duali delle formule nella
parte sinistra. Ad esempio, ad una derivazione del sequente A, !B + C
corrisponderd, una proof-net con conclusioni A+, B* e C. Le condizioni
di appartenenza a LLL sono traducibili in modo ovvio dalle proof-net al
calcolo dei sequenti; in particolare, sara immediato verificare che tutte le
derivazioni introdotte nel seguito corrispondono a proof-net che soddisfano
le condizioni della definizione 9.5.

Non introdurremo esplicitamente la decorazione del calcolo dei sequenti che
fa corrispondere ad ogni derivazione un termine del A-calcolo tipato, essendo
praticamente la versione lineare di quella presentata in 77. Infatti, applican-
do la cosiddetta “traduzione forgetful” alle formule (e dunque ai sequenti) di
LLL, le derivazioni che presenteremo si possono tradurre senza problemi in
termini del Sistema [ con prodotti. Tale traduzione consiste semplicemente
nel sostituire tutte le implicazioni lineari — con implicazioni intuizioniste
=, le congiunzioni ® e & con semplici A e nel cancellare completamente
tutti i connettivi esponenziali. Quantificatori e variabili restano invariati.
Grazie alla “traduzione forgetful” & semplice associare i A-termini alle deri-
vazioni; in particolare, noi presenteremo le versioni untyped dei termini, in
modo che la notazione sia il piu leggera possibile.

L’unica particolarita dell’assegnazione dei termini alle derivazioni risiede
nella presenza della congiunzione moltiplicativa ®, per la quale viene espli-
citamente introdotto un corrispettivo nella sintassi del A-calcolo. La gestione
dei tensori non & del tutto banale; tuttavia noi ci rifaremo alla notazione in-
trodotta da Asperti e Roversi per ILAL, ampiamente ben formalizzata e
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utilizzata, in una qualche variante, praticamente in tutti i lavori sulla logica
affine. Per i dettagli sulla definizione della congiunzione moltiplicativa nel
A-calcolo, di veda [2].

Per brevita e semplicita di notazione, adotteremo le seguenti convenzioni:

e Se F' & una formula, n un intero non negativo, F .—F . F.
N———

n

Se F' ¢ una formula, n > 2, allora F ¥ " .= (... (F & F) & ... & F).

-

~"
n

La formula A — (B — C) viene abbreviata con A — B — C
(Pimplicazione & associativa a destra).

Se o € {!,8}, la formula ¢... ¢ F sara abbreviata con o"F.
——

n

Una linea di derivazione piu spessa indica ’applicazione di piu di una
regola del tipo indicato; inoltre, la regola di exchange ¢ ovviamente
lasciata implicita.

9.4.1 Rappresentazione degli interi

Il tipo degli interi in notazione unaria, i cui oggetti corrispondono nel \-
calcolo ai ben noti interi di Church, é rappresentato in LLL dalla medesima
formula utilizzata in LLL e LAL. Posto

intp :=!(F — F) — §(F — F)
dove F' & una formula qualsiasi, definiamo il tipo degli interi come
int := VX.inty

Possiamo a questo punto trovare le derivazioni che corrispondono agli interi
in notazione unaria. La seguente, che chiamiamo wy, rappresenta l'intero 0:

ax
XFX
FX X
——— §
F §(X —OX)
W
(X — X)F§(X —o X)
Fintx

R

—o

— VR
Fint

Il A-termine ad essa corrispondente & Asz.z, che &€ appunto 'intero di Church
0.
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Se m € un intero positivo, la seguente derivazione w, rappresenta invece
il numero n stesso:

ax ax
XFX XFX

X —lL

XEX XX oXFX
XX X, X oXFX

—lL

ax

X+X X@XwXYWUFX
X, (X - X)X

(X X)W EX oXx

mxmeMXme

(X — X)) - §(X = X)

(X — X) F§(X — X) k

Fintx

—oL

R

—o

— VR
Fint

Il A-termine corrispondente a w, ¢ Asz.s(...sz...), con n occorrenze della

variabile s, che & proprio I'intero di Church 7.

Addizione e successore

Definiamo ora ’addizione sugli interi unari, una delle operazioni fondamen-
tali per poter arrivare alla rappresentazione di generici polinomi in una va-
riabile. La seguente derivazione, che chiamiamo 4+, prende in input due
interi ne restituisce la somma:

X

ax a

XHX XHX
X —oL

Xrx. X, X oXFX
X, X X, X oXFX

X oX,X-oXFX—oX
i

(X = X)FIX X)) §(X = X),§(X = X) F§(X = X)
X —ol

X = X)F (X =X) §(X —o X),1(X —o X),intx  §(X — X)
(X — X), (X — X),inty,intx F §(X — X)
(X — X),|(X —o X),int, int F §(X —o X)
(X —o X),int,int - §(X —o X)

—oL

R

—oL

e

—R
int,int - intyx
—F VR

int,int - int
Il A-termine corrispondente a + € Asz.ms(nsz), dove m e n sono le due
variabili libere associate alle due istanze della formula int a sinistra del-

la conclusione della derivazione. E’ chiaro che + rappresenta la consueta
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addizione per gli interi di Church; se tagliata con w; fornisce, a seconda
della formula scelta per il taglio, una derivazione corrispondente al termine
Asz.s(nsz) o al termine A\sz.ms(sz), che sono sempre le due rappresentazioni
standard per il successore sugli interi di Church.

Schemi di iterazione

In LLL ¢& possibile derivare due schemi di iterazione, del tutto analoghi a
quelli introdotti in [8]. Il primo, che chiamiamo It(c~, ), prende una de-
rivazione o~ di tipo C, A F A (lo “step” dell’iterazione, dove C' puo anche
non esserci), una derivazione 5 di tipo A F A (la “base” dell’iterazione) e
fornisce una derivazione di tipo !C,!A1,8As,int F §A (dove A; U Ay = A)
che ¢ in grado di prendere un intero in input e di iterare la funzione rap-
presentata da ¢~ un numero arbitrario di volte, a partire dalla base 5. La
derivazione per lo schema It(c™, 3) ¢ la seguente:

Lo~ B ax

C,AF A AFA AFA
— R —oL
CFA—oA AA—oAFA
—FFFFFFF D 7D
ICFA— A IA], A, A — AF A
| §
IC F (A —o A) A1 A2 §(4 — A) P4

IC,1A1,8A,,int4 F§A
vL
IC 1A, §A, int I §4

Due osservazioni importanti. Anzitutto, & chiaro che, se step[z] (z & la va-
riabile libera di tipo A) e base sono i A-termini associati rispettivamente a
o~ e f3, a lt(c™, ) viene associato il termine n(Az.step)base (dove n & la
variabile libera di tipo int), che altri non & che il solito schema di iterazione
sugli interi di Church. In secondo luogo, & interessante notare che, tuttavia,
tale schema di iterazione non puo essere applicato ad un termine step qua-
lunque; la derivazione o~ infatti deve essere flat e, per di piu, deve avere
al massimo un’altra variabile libera, oltre a quella utilizzata dall’iterazione
stessa. Questa limitazione alle funzioni iterabili & presente in tutti i sistemi
logici a complessita limitata, e ha un ruolo fondamentale nel controllo del-
I’espressivita di tali sistemi. In particolare, sembra che in qualche modo la
flatness giochi un ruolo simile a quello delle variabili safe nelle caratterizza-
zioni ricorsive di PTIME, come quella di Bellantoni e Cook [4]. Tuttavia,
la similitudine e solo apparente, giacché al momento attuale non si € ancora
trovato il modo di rappresentare la safe recursion nelle logiche light, e re-
centemente sono anche emersi dubbi sul fatto che una tale rappresentazione
possa essere mai trovata (si vedano in particolare le considerazioni conclu-

sive di [24]).
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Il secondo schema di iterazione prende invece due derivazioni o ed e, di
tipi rispettivamente !C' F (A — A) (1C' pud anche non esserci) e A, §(A —o
A) b B, e itera la funzione step rappresentata da o all’interno del termi-
ne exit rappresentato da . La derivazione che rappresenta lo schema, che
chiamiamo It'(o, €), & la seguente:

e £

IC F 1(A —o A) §(A —o A),AF B
—oL
IC, A, int - B
—_— VL
IC, A, int - B

11 fatto che literazione avvenga internamente al termine associato a € €
chiaro se consideriamo il A-termine corrispondente a It'(c,€). Sempre chia-
mando step ed exit i A-termini corrispondenti a o ed ¢, osserviamo che exit
deve contenere necessariamente una variabile libera di tipo §(A — A), e puo
dunque essere scritto come exit[z]; il A-termine associato al nostro secondo
schema di iterazione ¢ dunque ezit[n step/z], dove n & la variabile libera di
tipo int.

Moltiplicazione

Un’applicazione immediata del primo schema di iterazione introdotto sopra
¢ la moltiplicazione, che puo essere definita iterando la somma con base
nulla. La derivazione + che rappresenta ’addizione e infatti flat, e dunque
si puo applicare It(+,wp) ottenendo una derivazione di tipo lint,int - §int,
che prende in input due interi e restituisce il loro prodotto. Osserviamo
che la derivazione corrispondente alla moltiplicazione non & flat e non puo
dunque essere iterata; cid ¢ quantomeno ragionevole, visto che l'iterazione
del prodotto porterebbe alla definizione della funzione esponenziale, che non
& decisamente tra le funzioni PTIME!

In caso si voglia controllare che la funzione definita & effettivamente la mol-
tiplicazione, basti ricordare il A-termine generico associato allo schema lt,
che in questo caso particolare ¢ n(Az.add[m])0, dove add[z,m] & il termi-
ne corrispondente alla derivazione + e m ed n sono le due variabili libere
rispettivamente di tipo lint e int.

Coercizioni

Un’altra applicazione dello schema di iterazione tradizionale ¢ la definizione
di funzioni particolari, dette coercizioni (coercions). Tali funzioni servono
a modificare il tipo dell'input di una funzione senza modificare la funzio-
ne stessa. Si potrd infatti obiettare che la moltiplicazione definita poc’anzi
non rappresenta una funzione da interi a interi secondo la definizione da noi
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adottata. Cio che disturba ¢ il tipo lint tra gli input, che ad essere rigorosi
dovrebbe essere un semplice int. Le coercizioni servono proprio a questo:
rimuovono eventuali esponenziali dai tipi in input senza pero modificare in
alcun modo il contenuto computazionale della funzione a cui vengono appli-
cate.

Per definire una generica coercizione, consideriamo anzitutto la derivazione
S del successore, che abbiamo visto essere ottenibile mediante cut dalla de-
rivazione +. Il tipo di tale derivazione e int I int che, effettuando un numero
arbitrario (anche nullo) di dereliction/promotion alternate e successivamente
un altro numero qualsiasi (di nuovo anche nullo) di regole per I'introduzione
del paragrafo, puo essere trasformato in §P!%int - §P!%int. Analogamente, a
partire da wp si puo ottenere una derivazione di tipo F §P!9int. Applicando
lo schema di iterazione It(c—,3) (prendendo come o~ la prima e come 3
la seconda) otteniamo una funzione di tipo int - §°*11%nt, che si comporta
come l'identita sugli interi, ma cambia il tipo dell’output. Per controllare,
il A-termine corrispondente alla generica coercizione & n(Am.succ)0 che, ap-
plicando il successore n volte a partire da zero, restituisce chiaramente il
termine n.

Utilizzando le coercizioni & possibile dare un tipo piu “in stile” alla mol-
tiplicazione: da lint,int I §int otteniamo §lint, §int - §2int che, per mezzo di
due cut con le coercizioni adatte, diventa int,int - §%int.

Predecessore e sottrazione

I1 modo pit naturale di tipare la funzione predecessore in LLL & l'utilizzo
degli additivi. L’idea ¢ la seguente: si costruisce per mezzo di una coppia
additiva una sorta di contatore a due registri, inizializzato con valori entram-
be nulli. Successivamente, ad ogni passo si copia il contenuto del secondo
registro nel primo, e poi si incrementa il secondo registro. In questo modo, il
primo registro risulta “sfalsato” di esattamente una unita rispetto al secon-
do; dopo n iterazioni, il secondo registro conterra proprio n, mentre il primo
conterra n — 1. Se n era 'intero di cui si voleva calcolare il predecessore, per
ottenere il risultato desiderato bastera a questo punto estrarre il contenuto
del primo registro.

Per I'implementazione dell’algoritmo descritto risulta utile il secondo sche-
ma di iterazione definito precedentemente. Prendiamo come o la seguente
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derivazione:
ax ax
XFX XFX
X —ol
XFX X <X, XFX
W 7D
(X — X),X F X (X — X),XF X

& L2 & L2

(X — X),X & X F X (X — X), X & X F X
&R

(X X)X &XFX&X

(X o X)FX&X oX&X
P

(X —o X)FI(X & X —0 X & X)

R

Il termine ad essa associato ¢ Az.(snd(z), s snd(z)), dove s & la variabile
libera corrispondente alla formula (X — X).

Per € scegliamo invece

X X

ax a a
XFX XX XFX
& R _— & L1

XX &X X&XFX
—oL

XX&X oX&XFX

X&X oX&XFX —oX
5
(X & X —o X & X) F §(X —o X)

R

Il A-termine corrispondente a € & Az.fst(y(z, z)), cony ditipo§(X & X — X & X).

Utilizzando il secondo schema di iterazione con o ed ¢ appena definite
otteniamo
-1t/ (0, €)
(X — X),intF §(X — X)
—oR

int Finty
——— VR

int - int
che ¢ la derivazione che rappresenta il predecessore. Essendo flat, puo essere
iterata tramite It per ottenere la sottrazione, che avra lo stesso tipo della

moltiplicazione.

11 fatto che moltiplicazione e sottrazione abbiano lo stesso tipo non & casua-
le; esse infatti lavorano entrambe per mezzo dell’iterazione di una funzione
“base”: ’addizione nel caso della moltiplicazione e il predecessore nel caso
della sottrazione. Come osservato in precedenza, in LLL e in tutte le altre
logiche light esiste una limitazione fortissima all’utilizzo di tale tecnica di
programmazione; in pratica, una funzione costruita per mezzo dell’iterazio-
ne non puo a sua volta essere iterata. Sie gia detto che questa limitazione &
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decisamente fondamentale nel caso della moltiplicazione, giacché l'iterazione
del prodotto per una costante porterebbe alla definizione dell’esponenziale.
Tuttavia, che la sottrazione debba essere soggetta alla medesima restrizione
della moltiplicazione sembra alquanto strano, visto che sottrarre un intero
ad un altro non dovrebbe richiedere intuitivamente piu di un tempo linea-
re nell’argomento piu piccolo, e dunque l'iterazione del procedimento non
dovrebbe causare esplosioni esponenziali della complessita. Nel nostro caso
invece non ¢ cosi, e la causa del problema risiede nella nostra definizione
del predecessore; si sara infatti notato che l'algoritmo descritto sopra per
calcolare n — 1 a partire da n non & proprio il piu ovvio che possa venire in
mente, ed & banale constatare che la complessita di tale algoritmo & O(n).
Poiché per ottenere la sottrazione di due numeri n ed m si ricorre all’ite-
razione del predecessore, la complessita finale non puo che essere O(nm),
che e la stessa della moltiplicazione. Una conseguenza peculiare di cio ¢ che
calcolare la differenza tra un numero e sé stesso per trovare zero richiede in
LLL un tempo quadratico... che non & certo il massimo dell’efficienza!

Il comportamento poco “furbo” del predecessore non & dovuto ad una nostra
mancanza d’ingegno nel riuscire ad escogitare un algoritmo migliore; € stato
infatti dimostrato da Parigot che questo fenomeno dipende dalla rappresen-
tazione scelta per i numeri interi, ed & inevitabile: non esiste un termine del
A-calcolo puro (e quindi non ne puo certo esistere uno del A-calcolo tipato
di qualsiasi ordine) che calcoli il predecessore di un numero nella cosiddetta
rappresentazione “iterativa” (quella scelta da noi) impiegando un numero
di passi meno che lineare nella dimensione dell’input. La dimostrazione di
questo teorema si puo trovare in [20].

Rappresentazione dei polinomi

Passiamo ora ad una classe di funzioni d’importanza fondamentale per il
nostro lavoro: i polinomi in una variabile. Naturalmente, poiché stiamo
parlando di numeri naturali, la variabile indipendente di tali polinomi sara
senz’altro un intero non negativo; inoltre, il nostro interesse principale e
quello di rappresentare i polinomi che siano anche funzioni di complessita
proprie, secondo la definizione di [19]. Cio significa che considereremo solo
polinomi a coefficienti anch’essi interi non negativi. Del resto, se il runtime
di una macchina di Turing & limitato, ad esempio, dal polinomio n? —5n +4,
dove n ¢ la lunghezza dell’input ed ¢ dunque un numero intero non nega-
tivo, avremo che il polinomio a coefficienti non negativi n? + 5n + 4 limita
anch’esso senza dubbio il runtime della medesima macchina.

Mostreremo dunque come rappresentare in LLL i polinomi in una varia-
bile non negativa a coefficienti interi non negativi nel seguente modo: prima
costruiremo il generico monomio kn®, poi otterremo il polinomio desiderato
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come somma di tali monomi.

Nel seguito, indicheremo con add[z,y] e mul[w,y] i A-termini associati ri-
spettivamente alla derivazione + e alla derivazione della moltiplicazione,
essendo = e y due variabili libere di tipo int e w una variabile libera di tipo
lint. Inoltre, chiameremo +? e mul? le derivazioni rispettivamente dell’addi-
zione e della moltiplicazione alle quali sono state aggiunte alla fine p regole
per l'introduzione del paragrafo; il tipo di +? sara dunque §Pint, §Pint - §Pint,
mentre quello di mul? sara §Plint, §Pint F §Pint.

Supponiamo dunque di voler rappresentare il monomio kn¢, dove k ed e sono
due interi non negativi. La seguente derivazione, che chiamiamo monoy .,
itera il prodotto e volte e moltiplica il tutto per k, calcolando dunque il
monomio desiderato:

W mul®
Fint int, lint - §int mul!
- - cut . o 9.
lint - §int 8int, §lint F §%int
N : 5 cut
lint, §lint F §“int
“mulé™?
I e—1y; e—1: e—1: e—1y: e:
lint,...,8° int - §° “int 8“7 int, §° Hint - §%int
cut
lint,...,§%lint - §%int
. ; — 8
coercions §lint, ..., §° Mint - §°Flint

Cut
int® - gtlint

——
(lint)(©) g+ lint
—— 5§
(lint)(©) - §e+2int
—_—C
lint - §°*2int
I1 A-termine associato a monoy, ¢, che indicheremo nel seguito con monoy, ¢[n],
e il seguente:
mul[n, mul[. .. mul[n, k] ...]]

con e ripetizioni del termine mul.
In modo simile, iteriamo i monomi un numero arbitrario di volte per otte-
nere il generico polinomio Z?ZO a;n"; in termini (& proprio il caso di dirlo!)
di A-calcolo, la rappresentazione sara

add[mono,, 4[n], addimono,, | 4—1[n],add|...add[monog, i[n], do]

dove n € la variabile indipendente del polinomio.

Il seguente ¢ lo schema generale della derivazione associata al polinomio
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>4, ain, che denoteremo con [Y4  a;n’]:

o 40
Fint int,int - int
. ..t
- monog, 1 int Fint ;
lint - §3int §%int - §%int
cut
lint F §3int
: +d+l
lint, ..., §% 2lint F §%+lint §9int, §9+Lint F §9+int
b cut
" monog, 4 §9int, lint, ..., §9 2lint - §%Flint
lint |- §+%int §%2int, §lint, ..., §"Uint k- §4*2int
cut
lint, §lint, ..., 5 Mint - §%F2int
- - - —
coercions §lint, §%tint, . .., §%lint - §%F3int

Cut
int@ |- §7+3int ’

-_—7D
(tint) (@ + 7 5int
(lint)@ - §d+4int§
o) s,

lint F §94int

Applicando una regola § e un cut sull’opportuna coercizione, otteniamo
una derivazione che fa corrispondere ad un polinomio di grado d il tipo
int F §4+5int.

9.4.2 Caratteri e stringhe

Al fine di costruire una rappresentazione per la generica macchina di Turing,
¢ fondamentale che nel nostro sistema sia possibile rappresentare i caratteri
di un alfabeto finito e le stringhe su tale alfabeto.

Per quanto riguarda i caratteri, se F' & una formula qualsiasi, poniamo
charth. .= F¥? o F
e definiamo il tipo dei caratteri di un alfabeto finito con p simboli come

char? := VX .chark

In particolare, definiamo il tipo shift := char?, il quale rappresenta il movi-
mento (destra o sinistra) della testina della nostra macchina di Turing. I
A-termini corrispondenti alle due derivazioni della formula shift sono

left .= \x.fst(x)
right := Az.snd(x)
Comnsideriamo ora la formula

strh :=!(F — F) —o ... —l(F — F) — §(F — F)
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con p occorrenze di |(F —o F'), dove F' & una formula qualsiasi. Definiamo
allora il tipo delle stringhe di lunghezza finita su un alfabeto di p caratteri
come

strf := VX st

E’ chiaro che str? non € nient’altro che una generalizzazione degli interi in
notazione unaria; infatti, str' = int. Inoltre, essendo gli interi non negativi
in notazione binaria un sottoinsieme delle stringhe finite su un alfabeto di
2 simboli, porremo bint := str?. Naturalmente, & possibile definire sul tipo
bint (o str? in generale) tutte le funzioni gia definite sul tipo int; si tratta
semplicemente di estendere le derivazioni presentate nella sezione precedente
in modo da costruirne versioni binarie (o p-arie). In particolare, la versione
binaria di 4+ sara una derivazione —~ che, date due stringhe, restituisce la lo-
ro concatenazione. A partire da questa, si possono costruire le due funzioni
“successore” —~¢ e —~p, che aggiungono in coda alla stringa rispettivamen-
te il carattere 0 e 1. E’ poi possibile definire una versione binaria dei due
schemi di iterazione, e quindi definire coercizioni sul tipo bint e una funzione
“predecessore” che elimina I'ultimo simbolo della stringa.

Per avere un idea di come funzioni la rappresentazione nel A-calcolo, ecco
ad esempio il termine che rappresenta la stringa binaria “1101”:

As1802.51(s0(s1(812)))

Osserviamo che ’ordine in cui compaiono le “cifre” nel A-termine € inverso
rispetto a quello della notazione usuale da sinistra a destra; questo “trucco”
consente di definire in modo piu semplice la funzione predecessore.

9.4.3 Codifica delle macchine di Turing

Ci occuperemo ora di stabilire il risultato fondamentale di questa sezione,
cio¢ di costruire una rappresentazione in LLL della generica macchina di
Turing e di definire una funzione che ne simuli l'esecuzione. La codifica
delle macchine di Turing nelle logiche light & alquanto delicata, a causa
dell’estrema poverta espressiva del linguaggio in cui si deve operare. In
particolare, come osservato da Terui in [24], la presenza delle condizioni di
stratificazione non consente di programmare una versione flat della funzione
condizionale del tipo

if p(x) then f;(x) else fy(x)

La conseguenza e che non & possibile iterare il condizionale, cosa che sareb-
be invece fondamentale per una codifica dell’esecuzione di una macchina di
Turing (se lo stato ¢ z, allora fai y, altrimenti fai z, e cosi via). Occorre
dunque ricorrere a rappresentazioni piu sofisticate, che lavorino in maniera
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il piu possibile “lineare”, cioe utilizzando i connettivi esponenziali nel mo-
do piu accorto possibile. La codifica che mostreremo ¢ essenzialmente un
adattamento, e per certi aspetti una leggera semplificazione, della codifica
trovata da Roversi per ILAL ed esposta in [22]. Il funzionamento di tale
codifica conferma D’estendibilita dell’approccio di Roversi alle altre logiche
light (& possibile infatti replicare in LLL tutto cio che verra mostrato nel se-
guito per LLL), e costituisce tra 'altro la prova definitiva della completezza
del sistema di Girard che, sebbene intuitivamente verificabile, era rimasta
formalmente “in sospeso” dopo che Roversi stesso aveva individuato un er-
rore nella dimostrazione originale di [12] (si veda sempre [22]).

Nel seguito lavoreremo facendo l'ipotesi semplificativa, ma assolutamente
non restrittiva, che le macchine di Turing da rappresentare siano tutte su
un alfabeto di 2 caratteri, ¥ = {0, 1}, pit due caratteri speciali “blank” e
“eot” (end-of-tape), che indicheremo con O e . Supporremo poi che la fun-
zione di transizione delle macchine di Turing sia totale, cioe sia definita per
qualsiasi coppia stato/carattere. Inoltre, assumeremo che il nastro sia finito
ma infinitamente estendibile. Cio significa che, inizialmente, 'input della
macchina di Turing si presenta come una stringa composta dai caratteri 0 e
1 (dunque un numero in notazione binaria), con la testina posizionata sulla
cella immediatamente a sinistra dell’estremo sinistro della stringa; su tale
cella, e su quella all’estremo opposto, ci sono i due caratteri delimitatori x
e non sono disponibili altre celle. Durante ’esecuzione, se la macchina di
Turing si trova a dover scrivere su una delle due estremita del nastro (ricono-
scibili appunto per la presenza del carattere x), si preoccupera di “estendere”
il nastro stesso aggiungendo un nuovo delimitatore immediatamente a destra
o a sinistra (a seconda di quale estremita si tratti) del vecchio delimitatore,
ora rimpiazzato da un altro carattere. Tale operazione di estensione & con-
siderata automatica ed € implicita nella funzione di transizione. Al termine
del calcolo, il risultato sara scritto sempre in notazione binaria, ma non ci
sono vincoli sulla posizione finale della testina.

Le configurazioni

Sia dunque M una macchina di Turing con le proprieta sopra definite, sul-
lalfabeto ¥4 = {0,1,0, %}, con ¢ stati e funzione di transizione J.

Gli stati saranno rappresentati dalle ¢ derivazioni della formula state := char?.

Per brevitd, porremo char := char® e charx := char®. Il tipo char rappresenta
lalfabeto ¥ = {0,1,0}, che & 'alfabeto dei simboli che possono effettiva-
mente occupare le celle del nastro; charx rappresenta invece l'alfabeto Xy
completo del simbolo “eot”.
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Definiamo poi

confr := F ® F ® state
Turp:=!(F — F) o (F — F) — (F — F) — §(F — F —o confp)

dove F' ¢ una formula qualsiasi.

Il tipo delle configurazioni (contenuto del nastro, posizione della testina
e stato corrente) della macchina di Turing M sara il seguente:

Tur :=VX.Tury

E’ utile fornire un esempio per comprendere come funzioni tale rappresen-
tazione. Supponiamo che M si trovi nello stato k;, che il nastro contenga
la stringa “10110” e che la testina sia posizionata sullo 0 piu a sinistra. Il
A-termine di tipo Tur corrispondente a tale configurazione sara

As1s0spzizr-So(s121) ® s1(s1(s02r)) @ k;

Come si puo facilmente constatare, la tripla moltiplicativa nel corpo del
A-termine rappresenta il contenuto in ordine inverso del nastro a sinistra
della testina (incluso il carattere corrente), poi il contenuto del nastro a
destra della testina e infine lo stato corrente. Un ulteriore esempio: per le
convenzioni stabilite sopra, una configurazione iniziale sara sempre del tipo

AS180801212r-21 @ So. .. Sozr . ..) @ Ky

dove ¢ € {0,1} e k¢ ¢ lo stato iniziale.

La funzione step

Cardine della dimostrazione di completezza ¢ la funzione che noi chiamere-
mo step, che simula il passo elementare di esecuzione di una macchina di
Turing. In sostanza, deve trattarsi di una funzione di tipo Tur F Tur, che
prende in input la configurazione corrente di M e restituisce quella succes-
siva, ricavandola dalla funzione di transizione J.

Lo step di una macchina di Turing viene simulato in due fasi che, in analogia
a quanto avviene per I'esecuzione di un’istruzione elementare da parte delle
CPU reali, chiameremo fase di fetch e fase di decode/execute. La fase di fet-
ch serve in un qualche modo a “pre-processare” la configurazione corrente
della macchina; in sostanza essa estrae testa e coda di entrambe le stringhe
che compongono la configurazione stessa. La fase di decode/execute o, piu
semplicemente, di esecuzione, accede alla funzione di transizione e genera
effettivamente la configurazione successiva.

Le due funzioni che intervengono nella fase di fetch sono
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base;[z;] := (0, \q.q) ® z;, ie{l,r}
fetche := Ap @ 1.(¢,snd(p)) ® I, o€{0,1,0}

Ponendo
B:=(charx & (X — X)) ® X,
il tipo di base;[z;] € X F B (X ¢ il tipo della variabile libera z;), mentre

quello di fetch, ¢ F (B — B). Le derivazioni corrispondenti a tali termini
sono base;:

ax
XEFX
FX ox
;O B
F charx FIX — X)
&R ax
- charx & (X —o X) XFX
®R
XFB
e fetch(o):
-0
F charx
W ax
(X — X) F charx (X — X) F (X — X)
&R a
I(X —o X) Fcharx & !(X —o X) XFx

®R
(X — X),XFB

charx & (X — X),XFB i
BFB o
FB—oB

- 1(B —o B)

—oR

P

dove ¢ ¢ una delle tre derivazioni di tipo = charx corrispondenti ai simboli
0,1ell

La fase di fetch consiste semplicemente nell’applicare la configurazione cor-
rente ¢ (di tipo Tur) ai termini fetch, e base;. Al termine di tale opera-
zione, la configurazione della macchina di Turing sara stata elaborata in un
oggetto di tipo confg. La derivazione corrispondente a questa prima fase di
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elaborazione, che chiamiamo dofetch, & la seguente:

ax ax
confg F confg confx F confx

base, L
base; XFB confg, confg —o confx F confx .
XFB B —o confg, X, confg —o conf x - confx
X, X,B — B — confg, confg —o confy - confx -
fetchg B — B —o confg, confg —o confx - X — X —o confyx K .
" fetchg (B — B) §(B —o B —o confp), §(confg —o confx) I §(X — X —o confy) ;L
" fetchy (B — B) (B — B) —o §(B — B —o confg), §(confg —o confx) - §(X —o X —o confy) .
1B —B) (B —o B) —o!(B — B) — §(B — B —o confpg), §(confg —o confy) - §(X — X —o confy)

—oL

Turg, §(confg —o confx) - §(X — X —o confx)
VL
§(confg —o confx ), Tur - §(X — X —o confy)

A questo punto, per ottenere la funzione step desiderata, & sufficiente di-
sporre di una funzione di tipo

((X — X))®), confg F confy

Assumendo di avere una derivazione exec che corrisponda a tale funzione,
possiamo rappresentare la funzione step in questo modo:

exec dofetch
(X —o X))® + §(confg —o confy) §(confg —o confy), Tur - §(X — X —o confy)

t
(X — X))@ Tur F §(X — X —o confy) “
Tur - Tury
—F—— VR
Tur - Tur

—oR

Il A-termine corrispondente a questa derivazione, che chiamiamo step, &
As180801212r-exec(t fetchy fetchy fetcho base; base,)

dove t ¢ la variabile libera di tipo Tur. Come si vede, prima ¢ viene applicata
alle varie funzioni di fetch, poi il risultato viene dato in pasto alla funzione
exec.

Codifica della funzione di transizione

Prima di vedere come funziona la ezxec, ¢ opportuno stabilire una codifica
per la funzione di transizione §. Questa puo prendere in input caratteri
dell’alfabeto completo Y, ma puo fornire in uscita solo simboli di ¥, poiché
il carattere x non puo essere scritto sul nastro all’infuori che sulle estremita.
Di conseguenza, posto

out := char ® state ® shift
la derivazione ¢ che codifica la generica funzione di transizione dovra essere
di tipo
charx, state - out
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Essa prende in input un carattere e uno stato e fornisce in uscita il nuovo
carattere, il nuovo stato e lo spostamento della testina.

Un oggetto di tipo out puo essere derivato in modo banale a partire dalle
derivazioni degli oggetti di tipo char, state e shift che lo compongono; basta
applicare due regole ®R. La generica funzione di transizione & altrettanto
semplice da ricavare; si tratta in pratica di costruire una matrice i cui ele-
menti sono tutte le possibili uscite (oggetti di tipo out) della funzione stessa.

Sappiamo che la nostra macchina di Turing M ha ¢ stati; poiché § de-
v’essere totale, questa deve necessariamente essere definita su 4q coppie
carattere/stato. Siano allora out;j,1 < i < ¢,1 < 7 < 4 le derivazioni cor-
rispondenti alle uscite in corrispondenza dei 4¢g ingressi possibili, ciascuna
di tipo out. Possiamo dapprima costruire le ¢ quadruple che contengono
le uscite che ogni stato associa ad un determinato carattere, fornendo la
seguente derivazione che chiamiamo &; (sempre con 1 < i < q):

out;1 out;o
F out F OU; . outss
- out & 2 + out Couts
i4
<3 & R .
F out F out
& R
Fout &4

A questo punto mettiamo insieme la quadruple (che possono essere viste
come vettori) formando quella che possiamo considerare come una matri-
ce 4 x ¢, che diviene la tabella di look-up che la funzione exec andra a
“consultare” per ricavare il comportamento della macchina di Turing. La
derivazione 8 che codifica la funzione di transizione & quindi:

&1 &2
Fout ¥4 Fout ¥4
<2 & R
- (out &%)
. . &q
& 4y & q—1 & 4 ax
= (out © %) - out ¢ R out ¥4 out &4 out I out
&
F (out & 4 1 out ¥ * charxoy F out
—olL

charxoyt, statey,; « 4 F out

VL
charx, state - out

Naturalmente le out;; nelle varie &; sono scelte in modo appropriato secondo
il comportamento della funzione di transizione stessa.

ax

—olL
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La funzione exec

Possiamo ora analizzare la codifica dell’altra funzione chiave nella rappre-
sentazione delle macchine di Turing, cioe la funzione exec. Nella definizione
di questa funzione interviene un altro tipo, che &

C:=charx® X

Il tipo C gioca in exec lo stesso ruolo che il tipo B giocava nelle funzioni
di fetch; serve semplicemente a processare i dati in ingresso. Prima di pre-
sentare la derivazione exec completa, mostriamo il A-termine che costituisce
I'idea alla base della sua struttura, in modo da facilitare la comprensione
delle operazioni da essa effettuate. Siano

o= (((317 30>7 3|:|>7 Aq"]>

p = <<317 50>’ S|:|>

abbiamo
exec := XN h; ® t;).A(h; ® t;).\j.
(AX ® K ® p.
Wt xp (hroty)),(hr o (x pt) @) @K
)6[hu, j]

Questa versione semplificata di exec prende in input due oggetti di tipo C
(che rappresentano la scomposizione testa/coda delle due sezioni del nastro),
lo stato corrente e, a seconda dell’uscita fornita dalla funzione di transizione,
restituisce 'oggetto di tipo confx appropriato.

La exec potrebbe facilmente essere trasformata in una funzione di tipo
(I(X —o X))®), confc F confy

Tuttavia, come detto in precedenza, la fase di fetch termina con un oggetto di
tipo confg, e dunque a noi serve un input di quest’ultimo tipo, e non di tipo
confc. Pertanto, si rivela necessario definire una funzione che consenta di
passare dal tipo B al tipo C. La derivazione che rappresenta questa funzione,
che chiamiamo conv, ¢ la seguente:

ax

charx - charx XFX
charx, X - C
& L1
charx & (X — X), X FC
®L
BFC

ax

®R

Come si vede, essa prende un oggetto di tipo B e lo converte nel corrispon-
dente oggetto di tipo C, in modo che exec lo possa utilizzare.
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Possiamo ora presentare la derivazione exec in modo completo. Anzitutto,
sia 7 la seguente derivazione:

X

X—OXI—X—OXa

?

!(X—oX)"X—oX
W
(X X)) FX -X

D

e siano o e p le seguenti:

T . T

(X =XNOFX X (X —-oX)PFX-oX

- Xrx '
&R : —_
(X = X)® (X - X) ©2 (X = X)X -X FX X
& R

(X = X)® (X - X) %3

(X = X)) (X ox) &1

R

w
(X - X)X X
&R

- T T

umwXWWXwX U@wXWWXwX LT
(X = X)B k(X - X) %2 “r (X X)X —-X

(X - X)) (X -x)%3 vr

Chiamiamo poi moveleft e moveright queste due derivazioni, che si occupa-
no di definire il comportamento della macchina in caso lo spostamento sia
rispettivamente a sinistra o a destra:

» Xrx Xrx.
(X =X)P (X X)) X X, XrX
Xrx X, ((X — X))@ charyox F X -t
o ((X — X))®), X —o X, chary oy, X F X -
(X —o X)®) (X — X)) &4 (X — X))®), X — X,char, X - X *
((X —o X))© charx_x,char, X F X -
Xrx ((X — X))© charx,char, X F X
(1(X — X))® charx, X, char, X - X ® X oK
o XEx xrx
(X -X)® (X -X)% X oX,XFX
X, ((X —o X))@ chary_ox F X o xrx”
o (X = X)®, X —o X, charyox, X F X -
(X —o X))@ - (X —X) %4 ((X — X))® X —o X, char, X - X "
(1(X —o X))© charxx_ox,char, X F X -
(1(X —o X))® charx, char, X F X " Xrx

((X — X))® charx, X,char, X F X ® X
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Utilizzando moveleft e moveright costruiamo la seguente derivazione, che
chiamiamo ( e che introduciamo solamente per convenienza, giacché al-
trimenti la exec occuperebbe troppo spazio per essere presentata in modo
integrale:

moveleft moveright
(X — X))@ charx, X,char, X F X @ X (/X —o X))©) charx, X, char, X F X @ X
&R —_—
(X — X))® charx, X, char, X - (X ® X) & (X ® X) XeXrxox

L

(X — X)) charx, X, char, X, shiftxex - X ® X
((X — X)), charx, X, char, X, shift - X © X

char,shift, C, X, (X = X)O - X@ X state F state

char, state, shift, C, X, ({(X —o X)) I confy o

out,C, X, ({(X — X)) F confx

®L

Un’osservazione: il lettore attento avra forse notato che 7 non & una deriva-
zione di LLL, perché non soddisfa la condizione di stratificazione a scendere.
Di conseguenza, né o né p sono derivazioni di LLL, e quindi non lo sono
neanche le appena introdotte moveleft, moveright e . Al contrario di quanto
si possa pensare, cido non ¢ affatto un problema; infatti, tutte quante sono
utilizzate come sotto-derivazioni della seguente derivazione, che € proprio la
exec, nella quale e possibile vedere come venga alla fine introdotta la scatola
che dev’essere obbligatoriamente attraversata dai rami esponenziali:

X 16

charx, state |- out out, C, X, (X — X))© I confx
" conv C, charx, X, state, (I(X —o X))® - confy -
BIC C, C, state, (I(X —o X))©® F confy
B, B, state, (I(X —o X)) - confy

confg, (I(X —o X))® F confy
((X — X))® F confg —o confy

((X — X)) - §(confg —o confy) §
(X — X))® I §(confg —o confy) “

®L

Cut

®L

—oR

Osserviamo che la exec ¢ esattamente del tipo desiderato, in modo da poter
essere tagliata all’interno di step come voluto.

La funzione startup

Siamo ora in possesso di una funzione che e in grado, data una configura-
zione di M, di passare alla configurazione successiva. Per poter effettuare
un calcolo, serve ora una funzione che ci consenta di inizializzare la macchi-
na di Turing, ovverosia che, data una stringa binaria, produca in output la
corrispondente configurazione iniziale, con la medesima stringa sul nastro e
la testina posta alla sua sinistra.
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I1 A-termine che fa al caso nostro ¢
As1sosozizr-21 @ (Is1502r) @ ko

dove kg ¢ lo stato iniziale e [ & la stringa binaria (di tipo bint) in input.
Quella che segue ¢ la derivazione corrispondente, che chiamiamo startup(xg)
(dove kg € la derivazione associata allo stato iniziale):

X

ax a
XFX  XHX

a —ol
X <X XX oXFX -
®R SR
X, X, X o XFX®X I state
®R

X, X, X — X F confx

R
X —oXFX—-oX —oconfy
(X = X)F (X —X) §(X —o X) F §(X —o X —o confx) |
—oL
(X —o X)F (X —o X) intx, (X —o X) F §(X —o X —o confy)

—oL

bintx, ((X —o X))@ F §(X — X —o confy)
((X —o X))®, bint - §(X — X —o confy)

vL

w
((X —o X))@, bint - §(X — X —o confy)
—oR
bint - Tury
— VR
bint - Tur

La funzione getresult

Allo stesso modo, ci serve ora una funzione che estragga il risultato del calco-
lo dal nastro della macchina di Turing e lo restituisca sotto forma di stringa
binaria.

Anzitutto, alcune definizioni preliminari. Sia l!id la seguente derivazione,
cui e associato il A-termine ¢d := Ax.z:

Xrx
FX <X
FI(X — X) i
Se g, come al solito, & il numero di stati della nostra macchina di Turing,

sia v la seguente derivazione, che ¢ semplicemente una g-upla additiva (un
vettore) i cui elementi sono tutti termini id:

- lid - lid
FI(X —-X) FI(X —X)
(X — X)) 2 r

R

: - lid
F (X — X)) &at FI(X — X)
& R
(X — X)) &1
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Possiamo ora introdurre la funzione join che, data in ingresso una tripla
moltiplicativa costituita da due liste binarie e da uno stato (dunque un og-
getto di tipo confpint ), ignora lo stato e restituisce la stringa binaria ottenuta
concatenando le due liste:

X

XFX  XFX
Xrx" XX oxrx
XFX XX -X,X oXFX
X, X oX,X oX,X oXFX
X XX oX X oXFX ox
X—OX,X—OX,!(X—OX)I—X—OX?D
(X — X)F (X — X) . §(X — X),§(X — X),(X — X) F§(XwX)§
bintx, bintx, ((X — X))@, (X — X) F §(X — X)
v (X —o X), ((X —o X)), bint, bint I §(X — X) "
F (X — X)) ¥4 (X —o X), ((X —o X)), bint, bint - §(X — X) 7c
statex, (I(X —o X)), bint, bint - §(X —o X) -
((X —o X))®, bint, bint, state - §(X —o X)
(X —o X))?, confping F §(X —o X)

—olL

—ol

L

—oR

F confpiny —o bint

Il A-termine corrispondente a join &
Ar @1 ® k.As1soz.k(. .. (id,id), . .., id)(rsi1so(ls1502))

Nel nostro caso, la tripla di tipo confpi,; da dare in input a join sara nul-
I’altro che la configurazione finale della macchina di Turing, manipolata in
modo da presentare le due meta del nastro sotto forma di stringhe binarie.
Dobbiamo dunque costruire una funzione che, dato un oggetto di tipo Tur,
restituisca la tripla corrispondente; la derivazione che svolge questo compito
verra denominata extractstr:

ax - — ax
: 0 / —~1 - confpint = confpine bint F bint

. —olL
bint F bint F bint confpint, confpine —o bin F bint
F bint —o bint bint —o bint —o confpjnt, confpingy —o bin F bint
1P §
F !(bint —o bint) §(bint —o bint —o confyint), §(confpiny —o bin) = §bint
—olL

Turpint, §(confpine —o bin) - §bint
§(confpine —o bin), Tur F §bint

VL

Nella derivazione si fa riferimento alle due derivazioni —~g e —~; introdotte
sopra e alla derivazione e che corrisponde alla stringa binaria vuota. Il
A-termine corrispondente a extractstr

f(t sucey sucey sucey nil nil)
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dove f & la variabile libera di tipo §(confpi,e —o bint), ¢ la variabile libera di
tipo Tur, succy e succy i termini corrispondenti alle derivazioni ~y e —~1 e
nil il termine corrispondente alla derivazione e, ovvero la stringa vuota. Si
nota subito che la funzione non fa nient’altro che “appiattire” le due sezioni
del nastro, convertendo tutti gli eventuali blank in 0.

A questo punto non resta che comporre le due funzioni per mezzo di un
cut, e ottenere finalmente la getresult:

join
k= confpint —o bin§ - extractstr
F 8(confpine —o bin)  §(confpine —o bin), Tur - §bint

cut

Tur - §bint

La macchina di Turing

Siamo ora in grado di mettere insieme tutti i pezzi del “puzzle”, in modo
da costruire finalmente la simulazione in LLL dell’esecuzione della nostra,
macchina di Turing. Tale esecuzione puo essere descritta come segue: la
macchina M che stiamo prendendo in considerazione parte con una stringa
binaria memorizzata sul nastro, la cui lunghezza indicheremo con n, resta
in esecuzione per un numero di passi inferiore a p(n), dove p(z) € un qual-
che polinomio a coefficienti interi non negativi di grado d, e poi termina
lasciando sul nastro un’altra stringa binaria, che costituisce 'output del cal-
colo. Nel complesso, questo processo di calcolo rappresenta una funzione da
stringhe binarie a stringhe binarie, che nel nostro sistema dovrebbe vedersi
assegnata una derivazione di tipo bint F §*bint, per qualche k& > 0.

Vediamo dunque come costruire tale derivazione. Anzitutto, la startup prov-
vede ad inizializzare la macchina con la stringa di input. Un’altra funzio-
ne, che non abbiamo ancora considerato, deve prendere lo stesso input e
restituirne la lunghezza, sotto forma di intero in notazione unaria. In que-
sto modo, la lunghezza puo essere data in ingresso alla derivazione [p(z)],
che rappresenta il polinomio che limita il runtime della macchina; il valo-
re restituito da tale polinomio puo essere ora dato in input alla funzione
stepall := It(step, startup), la quale itera la funzione step il numero di volte
indicato, a partire dalla configurazione iniziale. Una volta terminata 'itera-
zione, la configurazione risultante puo essere data in input alla getresult, che
restituisce la stringa binaria che costituisce 1'uscita di tutto il processo. Cio
conclude la simulazione: avevamo una stringa binaria in input e abbiamo
prodotto una stringa binaria in output.

Manca quindi da definire solo la funzione che restituisce la lunghezza di
una stringa binaria. La seguente derivazione, che chiamiamo len, ¢ quella



9.4. PTIME-COMPLETEZZA 233

che cerchiamo:

X

XFX  XFX©
XX oXFx
X —oXFX —oX
(X = X)F (X = X) §(X — X)F §(X — X)
(X — X)F (X —X) intx, (X —o X) F §(X —o X) -
binty, (X —o X),!(X —o X) F §(X —o X)
(X —o X),1(X —o X),bintF §(X - X)
(X — X),bintF §(X — X)

bint Finty

—oR

—ol

7C

—oR

- - VR
bint F int

Il A-termine corrispondente a len & Asz.zssz, dove z & di tipo bint: & chiaro
che len non fa null’altro che “appiattire” una lista binaria in una unaria.

La derivazione che corrisponde alla costruzione descritta per ’esecuzione
di una macchina di Turing & dunque la seguente:

“len

bint - int
—— .
bint F int o - [p(2)] - It(step, startup)
bint I lint lint - §94int Ibintint - §Tur . getresult
- did. cut d1d: . cdtdp. P o
Ibint F §int 89 %int, §* T bint F § T Tur Tur F §bint

cut §
Ibint, §7*bint - §5Tur S § P Turk §%bint

t
Ibint, §%41bin F §5bint “
8
§lbint, §921bin F §%+ Tbint *
Cuts with coercions
bint, bint - §%* bint
D
Ibint, !bint F §* bint
§
Ibint, !bint F §%*3bint
7C
Ibint - §%+8bint

g . §

§lbint F §7bint

————  Cut with coercion
bint F §4"bint

Se x ¢ la stringa binaria in ingresso (di tipo bint), len[z] e getresult[t] i
A-termini corrispondenti alle omonime derivazioni, poly[n| il A-termine as-
sociato al polinomio limite e stepall[n, z] il termine che, presa la stringa =,
costruisce la configurazione iniziale per mezzo di startup e la itera n volte,
allora il A-termine corrispondente alla derivazione presentata e

getresult[stepall[poly[len|x]], z]]
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che simula I’esecuzione della macchina di Turing esattamente nel modo de-
scritto.

Siamo allora pronti ad enunciare il risultato finale di questa sezione:

Teorema 9.9 (PTIME-completezza) Se M é una macchina di Turing
deterministica che, data in input la stringa binaria x, produce in output la
stringa binaria y in un numero di passi p(|x|), dove |z| é la lunghezza di x
e p un polinomio di grado d, allora esistono una derivazione & del sequente

F bint
e una derwazione w del sequente
bint - §9"%bint
le cui proof-net corrispondenti € e T fanno parte di LLL e:

e £ ¢ una rappresentazione della stringa x;

e la proof-net ottenuta tagliando la conclusione di tipo bint di & con la
conclusione di tipo bint™ di T si riduce ad una proof-net cut-free T,
con conclusione un’occorrenza della formula §%°bint, tale che T é una
rappresentazione della stringa y.

Dimostrazione. Segue da quanto mostrato nel corso della sezione. U

Infine, il teorema di equivalenza tra LLL e la classe PTIME:

Teorema 9.10 Una funzione e calcolabile in tempo polinomiale da una
macchina di Turing deterministica se e soltanto se € rappresentabile da una
proof-net di LLL.

Dimostrazione. Corollario del teorema 9.9 appena introdotto e del teore-
ma 9.8. O
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